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Obiettivi formativi

Correttezza nel ragionamento

Obiettivi didattici

Saper scrivere un numero con le congruenze modulo b

Saper eseguire le operazioni in Z. Tabelle

Saper riconoscere anelli e campi

Saper ripetere semplici dimostrazioni

Saper criptare e decriptare semplici messaggi con 1 cifrari studiati

Prerequisiti

Operazioni con 1 numeri naturali

Materiale

Cartoncini per creare il cifrario di Cesare e la tabella di Vigenere
Schede di esercitazione e verifica

Esperienza

Aritmetica modulare - Scheda n°1: riconoscere le congruenze sia per 1 numeri
positivi che negativi

La relazione di congruenza mod n in Z.

Classi di resti modulo n. - Scheda n°2: costruire tabelle di classi resto
Operazioni di somma e di prodotto in Zn. Gruppi, anelli e campi. - Scheda n°3:
costruire somma, prodotto, inverso e reciproco in Zn con n primo € non.
Scheda n°4 Nuovi oggetti e nuove operazioni

Crittografia. Cifrario di Cesare - Scheda n°S cifrario di Cesare additivo e
moltiplicativo - Scheda n®6 cifrario di Cesare con cerchi concentrici

Cifrario di Vigenere - Scheda n°7 uso della tabella di Vigenere

Verifica

Compilare le tabelle vuote
Ripetere semplici dimostrazioni
Saper criptare e decriptare messaggi con le tecniche illustrate

Tempi: 8 ore (10 ore)

Prof.ssa Marina Mayer, prof.ssa Donatella Ricalzone a.s. 2016/2017  pag.2



1. Aritmetica modulare

L’aritmetica ordinaria opera su insiemi infiniti di numeri: I’insieme N dei numeri naturali
N={0,1,2,3,4...} e quello dei relativi Z={0,£1,£2,£3,+4...}.

Nella realta pero si ha spesso a che fare con situazioni nelle quali 1 numeri possibili sono
finiti; 1'orologio ha solo 12 o 24 ore.

Si definisce allora aritmetica finita un'aritmetica che opera su un insieme limitato di
numeri. Si dice anche aritmetica modulare o circolare, in quanto una volta raggiunto
1'ultimo numero si ricomincia dal primo.

Consideriamo I’insieme delle ore di un orologio analogico. Queste sono 12 (modulo) e
vanno da 0 a 11. Noi sappiamo che le 4 corrisponde anche alle 16 del pomeriggio, in gergo
matematico si dice che “16 ¢ congruo a 4 modulo 12” e si scrive 16=4 modulo 2.

Analogamente, consideriamo 1 gradi di un angolo giro, possiamo dire che 370=10
modulo 360 o che 750=30 modulo 360.

180°

270"
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E’ possibile dare la congruita anche a numeri negativi, ad esempio per calcolare
-19 modulo 12, dobbiamo sommare 1 multipli del modulo invece che toglierli, fino ad
ottenere il numero positivo: -19+12*2=5, quindi -19=5 modulo 12.
Come calcolare il modulo.
Per sapere che cosa ¢ congruo ad a (mod. n), dividere a per n e prelevare il resto r. In
sostanza si dice che a=r (mod n ) se r ¢ il resto della divisione a/n.
Ricapitoliamo: la relazione di congruenza mod n in Z.
Definizione: Siano a, b €Z ed n un intero n > 1. Si dice “a ¢ congruo a b” modulon e

Si scrive
a =b (mod n) se Fh €Z tale che a—b = hn
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SCHEDA N° 1 — ARITMETICA MODULARE
Completa:
X 16=.....mod 7

Conta sull’orologio e completa al posto dei
puntini.Ora fai la divisione per 7 e completa al posto
dei puntini.

lo=....*7+ ...

o 30=.....mod 7

Conta sull’orologio e completa al posto dei
puntini.Ora fai la divisione per 7 e completa al posto
dei puntini.

30=....%T7+ ...

< 35=.....mod 7

Conta sull’orologio e completa al posto dei puntini. Ora fai la divisione per 7 e completa al
posto dei puntini.

35=....%T7 ...

< -11=.....mod 7

Conta sull’orologio e completa al posto dei puntini.Ora fai la divisione per 7 e completa al
posto dei puntini.

I+ =

< 24=.....mod7

Conta sull’orologio ecompleta al posto dei puntini. Ora fai la divisione per 7 e completa al
posto dei puntini.

24+ 0F L=

o -30=.....mod 7

Conta sull’orologio completa al posto dei puntini. Ora fai la divisione per 7 e completa al
posto dei puntini.

S0+ F =
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2. La relazione di congruenza mod n in Z.

La relazione di congruenza (mod n) é una relazione di equivalenza in Z.
Dimostrazione.
1.Proprieta riflessiva: Va& Z ¢ a=a (mod n) : infattia—a =0-n.

2.Proprieta simmetrica: siaa=b (modn) =3 h&EZ talechea—b=hn;
ma ¢ anche b —a = (—h)'n, (~h) € Z quindi b = a (mod n).

3.Proprieta transitiva: a =b (mod n) = 3h&Z tale che a—b =h'n;
b =c¢ (mod n) =3kEZ tale che b —c =k-n.
Sommando membro a membro si ottiene a — ¢ = (h + k)'n da cui segue che a = ¢ (mod n).

3. Classi di resti modulo n.

Fissato n > 1, I’'insieme Z puo essere ripartito in classi di congruenza (includendo in una
stessa classe tutti e soli gli zEZ a due a due congrui tra loro modulo n).

La classe di congruenza individuata da x e:
[x]n={x+hnhEeZ} = {y|y=x (mod n)}.

Fissato n > 1, si hanno esattamente n classi di equivalenza distinte, che possono essere
rappresentate dai numeri 0, 1, ..., n—1.

L’insieme di queste classi di equivalenza ¢ indicato con il simbolo Zn e viene
usualmente chiamato “insieme delle classi di resti modulo n”.

Si ha quindi
Zn={[0]p, [1]n ..., [n— 1]a}.
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SCHEDA N° 2 - ARITMETICA MODULARE

Inserisci nelle rispettive classi di equivalenza i numeri da 7 a 48

Z;={[0]s, [1]5, .

SR [1’1_ 1]7}

[0]7

[1]7

[2]7

[3]7

[4]7

[5]7

[6]7

Inserisci nelle rispettive classi di equivalenza i numeri da 10 a 49

Zip= {[0]10, [1]10, cee

[n—

110}

[0]10

[1]10

[2]10

[3]10

[4]10

[5]10

[6]10

[7]10

[8110 | [9]10

Inserisci nelle rispettive classi di equivalenza i numeri da 13 a 64

Zl3 = {[0]13, [1]13, ..

, [n— 1715}

[0]1

[1]13

[2]13

[3]13

[4]13

[5]s

[6]13

[7]s

[8]13

(9113

[10]:3

[11]:5

[12]15
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SCHEDA N° 2 bis — ARITMETICA MODULARE

Inserisci nelle rispettive classi di equivalenza 1 numeri da 6 a 41

Ze={[0]s, [1]5, .. ., [n = 1]6}

—
S
L=
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4.0perazioni di somma e di prodotto in Z, Gruppi, anelli e campi.

Osserviamo ora 1 legami che sussistono tra le operazioni di somma e di prodotto definiti in
Z ela relazione di congruenza modulo n.

La relazione di congruenza (mod n) € compatibile con le operazioni di somma e di
prodotto di Z, cioe se a, b €Z da a = b(mod n) e ¢ = d(mod n) segue

a+c=b+ d(modn)

a-c=b - d(modn).

Dimostrazione.
Poiche a = b(mod n) e ¢ = d(mod n) esistono h, k €Z tali che:
a—b=hn,¢c—d=kn.
Da qui, sommando membro a membro otteniamo:
(a—b)+(c—d)=hn+kn
cio¢ (a+c)—(b+d)=(h+k)n, da cui segue a+ ¢ =b + d(mod n).
Analogamente, moltiplicando membro a membro, si ottiene che:
ac = (b + hn)(d + kn) = bd + (bk + hd + hk)n ==ac = bd(mod n).

Proviamo a costruire la somma in Z,

+ 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5

Proviamo a vedere se:
Esiste I’elemento neutro e il simmetrico.(nell’ordine prima il neutro poi il simmetrico)
L’elemento neutro ¢ quell’elemento u tale che a + u=u + a, nel nostro caso ¢ 0

L’elemento simmetrico (o in questo caso opposto) a+ (-a) =(-a) ta=u

Dalla tavola della somma si vede che 1’elemento neutro ¢ lo 0 e che , per esempio, il
simmetrico di 4 ¢ 3 perché 4+3 = 0 ( elemento neutro )
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Vale la proprieta associativa, perché vale in Z, infatti:

a+(btc)=(atb) +c

Definizione: un gruppo G ¢ un insieme fornito di una operazione + :
per cui valgono le seguenti proprieta:

Associativita: per ogni x; y; z €G
x+t(yt+tz)=x+y)+z:
Elemento neutro: Esiste un elemento u€G tale che per ogni x €G
X +u=u+ x =x:( nella somma ¢ lo 0)
simmetrico (in questo caso opposto): Per ogni x €G esiste yEG tale che
Xty=yt+x=u

Se in aggiunta vale la proprieta
Commutativita: per ogni x; y €G
Xty=y+x:

il gruppo G si dice commutativo oppure abeliano.

Questo fa si che Zn sia un gruppo additivo

Proviamo a costruire il prodotto “*”’in Z;

# 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0 6 5 4 3 2 1
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Abbiamo gia visto che Z; ¢ un gruppo abeliano per la somma, osserviamo che vale la *

proprieta associativa per il prodotto (perché vale in Z);
esiste I’elemento neutro per il prodotto 1 *x = x * 1 = x (identita)
Vale la proprieta distributiva(perché¢ vale in Z)

Allora Z; ¢ un anello (in generale Zn)

Definizione: Un anello R ¢ un insieme fornito di due operazioni, addizione
“+" e moltiplicazione “*", che soddisfano le seguenti proprieta:

rispetto alla prima operazione “+”
(Gruppo additivo) L'insieme (R; +) ¢ un gruppo abeliano.

Rispetto alla seconda operazione “*”

Associativita: per ogni x; y; z €ER
(x *y) ¥z =X *(y *2);
Elemento neutro: esiste un elemento €R,( nel prodotto € 1), con la proprieta
che per ogni x €R
]l *xx=x=*1=x;
Distributivita: per ogni x; y; z €ER
X*(y+z)=x*y+X*7z
(y+2z)*x =y *X + Z *X;

Se in aggiunta vale la proprieta
Commutativita: per ogni X, y ER
X*y =Yy *X;
l'anello R si dice commutativo.

Se I’anello ¢ commutativo ed esiste il simmetrico moltiplicativo:
per ogni x ER, x # 0 esiste x'ER tale che
x #x ' =xlex = I;
I'anello R si dice un CAMPO.
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Proviamo a costruire il prodotto “*”in Zg

* 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

L’elemento neutro ¢ 1, ma non ho il simmetrico per ogni numero. Infatti 2, 3,4 non hanno
il simmetrico ( nel prodotto si chiama reciproco) cio€ non esiste un numero in Zg che
moltiplicato per 2 o per 3, 0 4 dia come risultato 1.

Quindi Z g non ¢ un campo. Esistono 1 divisori dello zero.

Proposizione:

Sia n un intero positivo.
L’anello Zn ¢ un campo se e soltanto se n ¢ un numero primo.
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SCHEDA N° 3 — ARITMETICA MODULARE

Completa la tabella della somma in Z,;

0,12 |3 4|5 678|910

| 0| | & | Al W N = o +

ok
—

Trova I’opposto.
a|0|1]2|3|4|5]6|7[8]9]10

Z1; ¢ un gruppo? E’ abeliano?
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Completa la tabella del prodotto in Z;;
* 101|234 /5/6]7,8[9|10

o R N & | Al W N = O

[y
(=]

Trova il reciproco.

a |01 ]2|3|4]|5]6|7[8]9]10

Quali proprieta valgono?

Deduciamo:
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SCHEDA N° 4 — Nuovi oggetti e nuove operazioni
Nuova operazione:
Nell’insieme Z definiamo 1’operazione @ cosi: a®b =a+ b + 7
es: 15012 =15+12+7 =34

calcola : 521 = =

(15012)D4 = 150(1204) =

vale la proprieta associativa?

Prova anche se (a®b)®c = a®(bDc)

Esiste in Z un numero u tale che 3@u =3 ? ¢ 8Bu = 8 ? ¢ lo stesso?

Trova anche il numero stale che 3@s =u, ¢ 21@s=u

Cosa deduciamo?
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Nuovi oggetti e nuove operazioni

La definizione di gruppo si puo applicare anche ad oggetti che non sono numeri.
Consideriamo per esempio le traslazioni.

Possiamo considerare le traslazioni come “spostamenti” di una figura: tutti i punti della
figura vengono “‘spostati” in modo uguale.

Le “frecce” indicano lo spostamento e

A’ sono tutte uguali.
____________________ P : Nel nostro caso la figura ¢ stata spostata
RS U AENENEEEENEEENEEE Sau di 27 verso destra e 3 verso I’alto.

>B ______________________________ s La coppia, ordinata, (27; 3) indica lo
e “spostamento”.

La freccia AA’ si chiama vettore
o} E’ stata fatta una traslazione £(27; 3)

Il triangolo ABC ¢ stato traslato nella
posizione A’B’C’. Quali sono le
componenti del vettore di traslazione ?
()
Trasla ora il triangolo A’B’C’ secondo il
A’ vettore $(10; 5). Ottieni il triangolo

A?Z WC A”B”C”. Disegnalo.

Puoi fare una unica traslazione, w , da ABC ad A”B”C”?

Quali sono le componenti del vettore w ?

Confronta le componenti di W con quelle dit e § .

Cosa puoi notare?

Definiamo la “composizione” di due traslazioni come la “somma” delle componenti dei
due vettori di traslazione

Set(a;b)e3(c;d) allora t®S=wconw(a+c;b+d)
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Verifica se I’insieme delle traslazioni con I’operazione “somma” definita prima ¢ un

gruppo.
E’ associativa? Date tre traslazioni £, S, Z vale (f a5 §) PZ=tPEB2) ?

Prova con tre vettori a tua scelta.

Esiste I’elemento neutro? (Una traslazione che lascia immutata la posizione della

figura) Se si, quale ¢ il vettore di traslazione?

Esiste la traslazione simmetrica rispetto all’operazione di somma?(Quella traslazione che

composta ad un’altra mi da’ le componenti dell’elemento neutro che hai indicato prima)

Ed infine ¢ abeliano?

fai un esempio
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S. Crittografia. Cifrario di Cesare

Esistono particolari fenomeni come quelli temporali che hanno una certa “ciclicita”.
Ad esempio: Ore del giorno; Giorni della settimana; Note musicali.

Possiamo pensare alle lettere dell’alfabeto in maniera ciclica con la congruenza
modulo 21

La crittografia come tecnica per celare un messaggio esiste fin da tempi antichissimi: 1
primi rudimentali messaggi cifrati sembra siano contenuti gia in alcuni geroglifici egizi
della tomba di Knumotete II, risalente al 1900 a.C.

In Grecia gli Spartani usavano intorno al
400 a.C. la scitala lacedemonica, un
bastone verticale su cui erano incisi in
ordine le lettere dell’alfabeto.
Avvolgendoci sopra un papiro e
scrivendo il messaggio verticalmente si
aveva il testo trasposto sul papiro: solo
riavvolgendolo su un Dbastone di
diametro identico al precedente si
poteva ricostruire senza sforzi il
messaggio originale.

Quasi dello stesso periodo sono i primi
cifrari ebraici, di cui il piu noto ¢ senz’altro
il codice di Atbash, dove si aveva una
semplice sostituzione della prima lettera
dell’alfabeto con Dultima, poi della
seconda con la penultima, e cosi via.

Un altro famosissimo cifrario storico ¢ quello di Cesare, che ¢ stato usato per diversi
secoli fino all’Alto Medioevo. In questo cifrario, la sostituzione delle lettere avviene
I’uso di un secondo alfabeto costruito partendo da quello in chiaro con le lettere
spostate di un certo intervallo numerico prefissato (intervallo che rappresenta quindi la
chiave).

Cesare utilizzava uno spostamento di 3 locazioni.

Ecco quindi il nostro alfabeto italiano e quello creato con i 3 spostamenti utilizzati da
Cesare:

ABCDEFGHILMNOPQRSTUVZ
DEFGHILMNOPQRSTUVZABC

Usando questo cifrario la parola CIAO diventa FNDR (C->F, I->N, A->D, O->R).
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Ovviamente la robustezza di questo cifrario ¢ molto bassa ma per I’epoca rappresentava
senz’altro un buon metodo per far giungere ai propri comandanti i messaggi sulle manovre
militari senza che il nemico potesse decifrarli in caso fosse riuscito a metter mano ai testi.

Puo essere utile utilizzare la seguente tabella:

D|E|F|G|H|I |L
G/H|I [LI M|IN|O

wn
—

A|B |C
D |E |F

M
P

w2
c|=
<
N
>

Q| Z

Sia b la chiave ea il messaggio (un numero ad esempio, oppure il numero associato ad una
lettera). La funzione di criptazione ¢ definita come:

c(a) := a+ b mod m.nel nostro alfabeto m=21

Per comprendere il messaggio devo fare ’operazione di decriptazione, quindi creare una
funzione d(c(a))=a.

Usando il messaggio CIAO con la chiave di Cesare (3) diventato FNDR, per decriptarlo
devo “spostare” tutte le lettere ““ in avanti “di _ ( chiave di decriptazione) in modo tale
da riottenere la lettera di partenza . Se b ¢ la chiave di decriptazione e b’ quella di
decriptazione si deve avere b+b’=0( mod m) cio¢ nessuno spostamento quindi messaggio
originale, quindi b’=m-b

Si potrebbe provare a rendere il cifrario di Cesare piu efficace utilizzando il
prodotto, cio¢ la funzione di criptazione sara c(a) :=a - b mod m.
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SCHEDA N° 5 — CRITTOGRAFIA

Criptare il vostro nome e cognome con il cifrario di Cesare con chiave 5 e alfabeto a 26
caratteri

Criptare il vostro nome e cognome con il cifrario di Cesare, con il metodo del prodotto,
con chiave 5 e alfabeto a 26 caratteri
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SCHEDA N° 6 — CRITTOGRAFIA

Costruisci uno strumento per criptare e decriptare i messaggi ritagliando 1 cerchi seguenti e
fissandoli con un fermacampione al centro

Inserisci un testo nelle righe seguenti e in quelle successive in testo criptato:

Testo in chiaro:

Testo criptato:
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6. Cifrario di Vigenere.

B. de Vigenere nel XVI secolo, invento un cifrario che venne considerato inattaccabile
per tre secoli. Esso ¢ sostanzialmente un codice Cesare esteso.

Ecco un esempio del suo funzionamento.

Si prenda una parola chiave ad esempio (alfabeto a 21 caratteri):

“MELA” {11, 5,10, 1} e la frase da criptare, ad esempio:

ATTACCAREIMMEDIATAMENTE = {1, 18, 18, 1, 3,3, 1, 16, 5,9, 11, 11, 5, 4,9, 1,
18,1, 11,5, 12, 18, 5}. Si sommi la “M” alla prima lettera da criptare, la “E” alla seconda,
e cosi via.
ATTACCAREIMMEDIATAMENTE+MELAMELAMELAMELAMELAMEL=
1,18,18,1,3,3,1,16,5,9,11,11,5,4,9,1,18,1,11,5,12,18,5 +

11,5,10,1,11, 5,10, 1,11, 5,10, 1, 11,5,10,1,11,5, 10, 1,11, 5, 10,

12,23,28,2,14,8,11,17,16,14,21,12,16,9,19,2,29,6,21,6,23,23,15
NBGBPHMSRPZNRIUBHFZFBBQ

Per semplificare questa operazione il Vigénere propose l'uso della seguente tavola
quadrata, composta da alfabeti ordinati spostati.

er1boaeuog ojoeqd 91pzd

PN<XET<CHWIOUVOZErNARAouoHATITOTMOODE
D erN<XEZT<CHWIDOUVOZErAoHAITOTMOO®D
NI PEPNX<XET<CHWIDOTUVDOZEDARceHAHTITOTMOOND
ONWDeEN<<X=T<CHWNWIDOODOZErrAwHHTIToOTMO
MOOWDEPN<<X=T<CHWIOUVOZErNARaocHHATITOTM
MTMOOWDeEN<X<XZT<CHWIOUVOZErrRoeHTITOT
OTMMOODEN<<XET<CHWIDOOVDOZENARoeoHTITO
TOTMOODEeEN<<X=ET<CHWIOTODVDOZZ=EXRowHT
HTOTMOODENX<XZT<CHWONIOUVOZZEINRoH
CHIOTTMOONODeEN<SXXZT<CHWITOUOVDOZZENNRGC
AuUHTITOTMOODEN<XEZT<C-HWINDOTODOZZ=ETNR
rAoeH I OTMOODEeEN<XX=T<C-HW0WIDOUOVDOZZET
ErxcoHATIToOoTTMOO0ODDeEPN<<XET<C-HWIOTUVOZZ=
ZErMZAcocHAEITOTMOO0ODEN<X=T<C-HWIOTDVDOZ
OZErxAuwuHTITOTMOODEN<X=ZT<C-HWIDOTDVO
VDOZErAuuHITOTMOODEN<X=T<C-HW0VIOTD
O TVOZErNAuuHTITOTMOODEN<XET<C-WDO
DO DVDOZErxAuoHIOoOTMMOODeEN<XTI<C-HdWwnI
NMIVODVOZENAHTITOTMOODEN<XET<CAHWM
NV DO VOZErrx"cocHIOTTMOODEN-=XX3:Z<C -
CHWIXIOOVDOZETrAHTITOTMOODEN-=<XZE<C
< CHWIDIOUVOZEAuuHAITOTTMOODEN=<XZE <
T < CHWLVMIDOVOZErAuUHITOTMOOD>N=< X =
X T < CHWIDOUVOZErAuHITOTMOOD>N <X
<~ X ET << CHWLWIDOOVOZErrAHITOTMOODEN=<
N~<X=ZT<<C-HWIOUVOZErx"oueHIOTMOOD>=N
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Usiamo la tavola con chiave VERME

Volendo ad esempio cifrare la prima R di ARRIVANO si individuera la colonna della R,
quindi si scendera lungo la colonna fino alla riga corrispondente della corrispondente
lettera del VERME (qui E); la lettera trovata all'incrocio ¢ la lettera cifrata (qui V); la
seconda R invece sara cifrata con la lettera trovata sulla riga della R di VERME, e cio¢
con la L.

Il vantaggio rispetto ai codici mono-alfabetici ¢ evidente: la stessa lettera del testo
chiaro non ¢ sempre cifrata con la stessa lettera; e questo rende piu difficile 1'analisi
statistica del testo cifrato e la decrittazione.

Chi riceve i1l messaggio per decifrarlo deve semplicemente usare il metodo inverso
(sottrarre invece che sommare); riferendosi all'esempio di sopra si avra:

Testo cifrato - VVIUZVRFUVDRWAVUM
Chiave - VERMEVERMEVERMEVE
Testo chiaro - ARRIVANOIRINFORZI

si potra decifrare la seconda V ricercandola nella riga della corrispondente lettera

della chiave, la E; la colonna dove si trova la V ha al primo posto in alto la lettera chiara,
la R.
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SCHEDA N° 7 — CRITTOGRAFIA

Utilizzando la tabella diVigénere, inserisci un testo nelle righe seguenti e in quelle

successive in testo criptato utilizzando la parola chiave “pascal”:

Testo in chiaro:

Chiave:

Testo criptato:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z

N<<mMOARMKDEOH,MAAIZZ0OMAM

nmHD>E M-

HNLMOUARERDOD—-PMASZO0AMCHnHD > E X

MHN<MOUOARRODOHPAMASZ0N
EXHHAN<MOUAOARKRDO~RMAZ2Z0
PEXHN<S<ODARRDIO—-MASZ
PDerEXHAN<MOUARKRDEO—-MAZS
HDPEXHN<<MOUARKRDE - MA
NMHDFPEXHN<AMUARKD M~ - M
HFOHDFPEXRHN<AMUARKD M- P
CrmbHDFEXHN<MUARKY M-
MCEUNHDEFEXHN<MUARKD M
OMCEHUNHDPZFPEXKHNMUAR KD
ZOMCEHUHDEXKHN<<MOUARMN
SEZOMCEUHDEXHAN<AMOUAR
HEZOMCHUHDEPEXKHANMDA
MASZOAMCHUHDEEXHN<MOD
PMASZOMCEHUHDEEKHN<M
HRMASZOMCHUNHD>EXHN<

CrmBHD>E
M wmBHD >
OMCrunmHDP
ZOoOMCxumH
SZzoMCAd®m
HE2ZoMCr
MAagzomng
PMAZZ0MN
HPMAOZZO0
MHPhMAZS &
OUm+-rmMAaZ
mOmO=PMA
AEOmM— -
AREOMH -
ODAREMKD M-
MOAR MO M

M- MASZ0MCEUHDFEX AN<MOUOARKD

UM MASZz0MCrnEHD >R XM
HOM-HAMAS ZOMCHED > 2K
MEOON-MASZZ0OMCrdunBHD>E
AU O—-rMAZZOoMCrHnBHD >
OO O+-HRrMAaAZZ0MCRHK0NHD
MOAMMOUO-PrMAZSZOMCH 0 H
<MOARMEODOH-MAIZZOAMCMH®

N=MODAOR K
HNmMmOD AR
M N<mOA
N mO
PEXHNam
D> B KN
HD>2 K™ N

<MUARKRUEO~RMAZZOLCOE®

HDPEM™MN
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