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Non e presente alcun
formalismo simbolico:
compaiono solo  numeri
interi, frazioni, frazioni
multiple, tabelle e
diagrammi.




FERMAT EULERO
1640 1736

a? =1 (mod p) a®™ =1 mod n
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Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita , Pacioli, (1494)



Dal Liber Abbaci...

I1.9

Modo uideamus si hec mul-
tiplicatio recta est: iungantur figure de superiori 98, scilicet 9 cum s, et dematur 9,
remanebunt 8. Iterum illud idem fiat de inferioribus 98, remanebunt similiter 8; et mul-
tiplicentur 8 per s, erunt ¢4, de quibus extrahantur omnes nouene que sunt in eisdem
65, remanebit pro pensa 1, uel aliter: iangantuar figure que sunt in predictis 64, scilicet
cum 4, erunt 0, de quibus demantur 9, vemanebit similiter 1, postea colligantur figare,
que sunt in summa multiplicationis, scilicet 9 et 6 et 0 et 4 tamen non est necesse
ut figura noucnarii colligatur in aliqua persimili probatione, cum nouenarius semper
erit, ut extrali precipiatur unde colligantur 6 ct o et 4, erunt 10, de quibus demantur
9, remanebit 1 pro pensa, siculi remanere oportebat.



L'aritmetica modulare nel Liber Abbaci

* Usata per il controllo della correttezza di un conto (prova del nove, del
sette e del tredici)

* Usata nella risoluzione di problemi sulle Divinazioni, nei quali Leonardo
Pisano fa uso di concetti matematici elevati.

XI1.8.1
" Incipit pars 8 decimi capitrli de quibusdam diuinationibus.

Cvm autem quis numerum aliquem posuerit in corde suo, et uoluerit, ut illum in-
uenias: precipe, ut ponat dimidium ipsius numeri supra ipsum numerum; et si aliqua
rupta medietas concurrerit, precipe ut faciat inde integrum. Cuius totius numeri medie-
tatem ponal ilerum supra ipsum numerum: et si aliqua medietas concurrerit, iterum
in integrum restituat. Deinde interroga eum, si ex summa, quam habet, potest tibi dare



Fare matematica con un testo storico

Dalle Indicazioni Nazionali...

Lo studente avra acquisito una visione storico-critica dei
rapporti tra le tematiche principali del pensiero
matematico e il contesto filosofico, scientifico e

tecnologico

Attivita proposte nelle classi del biennio



Lettura in chiave < - Lettura in chiave

STORICA L - . MATEMATICA

Lettura in chiave

EDUCATIVA
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Attivita 1: La prova del nove

PpA
(II9; G:11.22) Adesso vediamo se( : questa moltiplicazione & correfta: si sommino le figure del 98

superiore, cioe @ con 8, e si tolga il 9, rimarra 8. Si faccia di nuovo lo stesso col 98 inferiore, rimarra ugualmente
8 ; e si moltiplichi 8 per 8, fara 64, dal quale si folgano tutfi i gruppi di @ che sono nello stesso 64, rimarra come
resto 1, oppure in altro modo: si sommino le figure che sono nel 64 detfto sopra, cioe 6 con 4, fara 10, dal quale
si tolga 9, rimarra similmente 1, dopo si addizionino le figure che sono in cima alla molfiplicazione, cioé @ e 6 e O
e 4, tuffavia non €& necessario che la figura delle 9 unita sia aggiunfa in qualche simile prova, poiché il nove
sempre € previsfo che venga tolfo o esfraffo prima si cominci sempre con il fogliere o 'estrarre le 9 unita, dunque
si sommino 6 e O e 4, fara 10, dal quale si tolga @, rimarra 1 per il resto, come doveva rimanere.

o Riflettere  sullesempio  ‘significativo”  utilizzato  per
dimostrazione,
e Tradurre dal linguaggio naturale al linguaggio matematico


https://www.progettofibonacci.it/

Scheda 1

Leggi il seguente brano e scrivi nel linguaggio matematico che conosci quello che viene
descritto. Si considera la moltiplicazione svolta nel paragrafo precedente, cioée

98 x 98 = 9604

(L9 ; G:11.22) Adesso vediamo se = questa moltiplicazione & corretta: si sommino le figure del 98
superiore, cioe 9 con 8, e si folga il 9, rimarra 8. Si faccia di nuovo lo stesso col 98 inferiore, rimarra ugualmente
8 ; e si moltiplichi 8 per 8, fara 64, dal quale si tolgano futti i gruppi di @ che sono nello stesso 64, rimarra come
resto 1, oppure in altro modo: si sommino le figure che sono nel 64 detto sopra, cioé 6 con 4, fara 10, dal quale
si folga @, rimarra similmente 1, dopo si addizionino le figure che sono in cima alla molfiplicazione, cioe 9 e 6 e O
e 4, tuttavia non & necessario che la figura delle @ unita sia aggiunfa in qualche simile prova, poiché il nove
sempre & previsto che venga tolfo o estraffo prima si cominci sempre con il togliere o I'estrarre le 9 unita, dunque
si sommino 6 e 0 e 4, fara 10, dal quale si folga 9, rimarra 1 per il resto, come doveva rimanere.

Di cosa si tratta?



Nel seguente brano, dando per scontato dal paragrafo precedente che 37 x 49 = 1813,
cosa si descrive?

(.12 ; G:11.28) Esca moltiplicazione & corretta si pud sapere in questo modo: si divida 37 per 9, cioé si
addizionino le figure del 37, cioe il 3 con il 7, sara 10, dal quale leviamo 9, rimarra 1, che si conservi ;
ugualmente si addizionino le figure del 49, cioé il 4 con il 9, sara 13, dal quale togliamo 9, rimarra 4, che si
molfiplica con I'l conservato, sara 4, che si conserva per la prova, e si sommino le figure che sono in cima alla
moltiplicazione, cioe 1 e 8 e 1 e 3, sara 13, dal quale si tolga 9, rimarra 4, come occorre che rimanga come
resto.

Cosa significa “si divida 37 per 9, cioé si addizionino le figure del 3777

Inventa tu un esempio.



Perché la prova del nove funziona?

Rivedere il concetto di divisione tra numeri naturali

a=9%Xqg+reond<=<r<?9

Quali valori puo assumere il resto?



Scheda 2

Scrivi la divisione dei seguenti numeri per 9, specificando il quoziente ed il resto.

23 46 72 134 251
Quindi, 23 =9 x___+ . Scrivi lo stesso per gli altri numeri.
ntl
rude



Riporta nella seguenta tabella i numeri da 1 a 90, in base al resto della divisione per 9.

oLs X
gsercii© pe




Considerare i numeri partendo dal resto della divisione per 9 e
“catalogarli”, ottenendo le classi di resto




A quale classe appartiene il 335?

335=9 x 37 + 2 quindi 335 =2 mod 9
oppure

335 = 300+30+5=(9x33+3)+(9x3+3)+(9x0+5)
Quindi, 3+3+5=11=2 mod 9

Questo giustifica perché prendere la somma delle cifre



A quale classe di resto appartengono i seguenti numeri?
324
1256
123
995

377



Vediamo gli esempi riportati da Fibonacci...

98 X 98 = 9604
(9 x 10+ 8) x (9 X 10 + 8) =

(9 x 10)° + 2 X (9 x 10 x 8) + 8°

(98@)2 + 2 X (9 %x 8) + 8’



64= 1 mod 9

Il prodotto e :
9604=9000+600+0+4=

(9x1000+0)+(9x66+6 )+(9x0+0)+(9x0+4)

Quindi, 9604=0+6+0+4=10= 1 mod 9



Sara possibile dedurre le seguenti regole: >>>

Sea=nxqi+rieb=nxgqgz+rz,alloraa+b=nxqgs+ (ri+r2)
oppure sea=rimodneb =r2modn,alloraa+b = ri+ ramodn

Sea=nxqgi+rieb=nxgqgz+rzalloraaxb=nxqs+ (ri1xrz)
oppure sea=rimodneb = ramodn,alloraax b = rix r modn



Si costruiscono le tavole della
somma e del prodotto.

Si individuano gli elementi neutri
per le due operazioni

Si discute |'esistenza di opposto
e inverso

Si procede a realizzare le tavole
su un foglio di calcolo.

In particolare, la deduzione
dell'inverso per la moltiplicazione
sara facilitata dalla scrittura
attraverso una pluralita di

tabelle in Zn
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v | fx =SE($A4+J$1<9;$A4+U$1; $A4+J$1-9)




SE($M6*T$1<9; $M6*T$1 ; IM6*T$1- (int ($M6*T$1/9)*9))
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Tavola moltiplicativa per Z-




Tavola moltiplicativa per Zis
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Tavola moltiplicativa per Zo




...in alternativa al metodo euristico...

|dentita di Bezout

Ad esempio, I'inversa della classe 5 mod 7.
Con l'algoritmo euclideo:

7 = 5x1+2

5=2x2+1

2 = 1x2+0 1 =7x (-2)@

'inversa della classe 5 mod 7 e 3. Infatti, 5x3=15=1 mod 7



Riflessione per lo studente...

In quale circostanza si sommano le cifre di un numero?

L'aritmetica modulare puo essere utile per la comprensione dei criteri di
divisibilita per 3 e 9,
In particolare per 11, se si recita la regola "sommo le cifre di posto pari con le

opposte di posto dispari, se il resto sara o zero o 11, allora il numero
considerato ¢ divisibile per 11",

Infatti, sappiamo gia che a = b mod 11 se a =11xn+b.
In particolare si ha che 10= -1 mod 11, 100= 1 mod 11, 1000= -1 mod 11, ecc..



Funziona sempre la prova del nove?

58x65=3770

58 x 65 =3707

Condizione necessaria ma NON sufficiente...




Attivita 2:
su alcune divinazioni

|(XII.8.4; G: XI1.1191) Divida 1l numero cercato per 3, € per 5, € per
7, e sempre chiedi quanto rimase di ciascuna divisione. Tu invero|
serba 70 da ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 3, e
Iper ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 5 trattieni
21, e per ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per sette
Iritien1 15. E ogni volta che 1l totale avra superato 105, togli via di li
105, e c10 che t1 sara rimasto sara 1l numero separato. Per esempio:
sia posto che dalla divisione per tre resti 2; per 1 quali trattieni due
volte settanta, cio¢ 140, da cui togli 105, ti restera 35. E dalla
divisione per 5 resta 3, da cui trattieni tre volte 21, cio¢ 63, sommalo
con 1l predetto 35, fara 98. E dalla divisione per 7 resta 4, per questo
serberai quattro volte 15, cio¢ 60, sommalo al 98 predetto, fara 158,
da cui togli 105, t1 restera 53, che era i1l numero cercato. Da questo
metodo procede davvero una migliore decriptazione, naturalmente se
qualcuno avra conosciuto questo metodo insieme a te, € qualcuno gli
avra detto privatamente [un numero], allora quel tuo compagno, non
interrogato, divida tacitamente i1l numero a lui detto per 3, e per 5, e
per 7 per il metodo detto prima, e quanto sara rimasto da quella
divisione te lo dica in ordine, e cosi potrai sapere 1l numero che gl
fu detto in privato




Dal linguaggio naturale a quello matematico..

Sia x 1l numero pensato. Si divida x rispettivamente per 3, S e 7.

Sia r; 1l resto della divisione per 3;

Sia 75 1l resto della divisione per 35;

Sia 7, 1l resto della divisione per 7.

Allora

% = (707‘3 + 217‘5 + 15r7) — nl105

fino a quando x < 105



Perché vale la formula usata da Fibonacci?

X = (707‘3 + 217‘5 + 15r7)

70 = 0mod (5, 7) e 70 = 1 mod 3

21 = 0mod (3, 7)e21 = 1 mod>5
15 = 0mod(3, 5)e 15 = 1mod 7
Inoltre poiche

21T3€15T7 = 0mod3.,x = r3m0d3

70r5615r75 0 mod5, x ErSmodS

707‘76217‘7 = 0mod7,x Er7mod7



(XI1.8.4, G: XII.1191) Divida il numero cercato per 3, e per 5, e per
7, e sempre chiedi quanto rimase di ciascuna divisione. Tu invero
serba 70 da ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 3, e
per ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 5 trattieni
21, e per ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per sette
ritient 15. E ogni volta che 1l totale avra superato 105, togli via di li
105, e c10 che ti sara rimasto sara il numero separato. Per esempio:
sia posto che dalla divisione per tre resti 2; per 1 quali trattieni due
volte settanta, cio¢ 140, da cui togli 105, t1 restera 35. E dalla
divisione per 5 resta 3, da cui trattieni tre volte 21, cio¢ 63, sommalo
con 1l predetto 35, fara 98. E dalla divisione per 7 resta 4, per questo
serberai quattro volte 15, cioé 60, sommalo al 98 predetto, fara 158,

da cui togli 105, ti restera 53, che era i1l numero cercato. Da questo
metodo procede davvero una migliore decriptazione, naturalmente se
qualcuno avra conosciuto questo metodo insieme a te, € qualcuno gli
avra detto privatamente [un numero], allora quel tuo compagno, non
Interrogato, divida tacitamente il numero a lui detto per 3, e per 5, e
per 7 per il metodo detto prima, e quanto sara rimasto da quella
divisione te lo dica in ordine, e cosi potrai sapere il numero che gli
fu detto in privato




Leonardo usa i1l Teorema Cinese del Resto...

x = 1mod3
< X =2mod5

x = 3 mod?7
-

Poich¢é 11 MCD(3,5)=MCD(3,7)=MCD(5,7)=1, esiste una unica
soluzione del sistema modulo(3x5%7) = mod 105. Questo
giustifica la scelta del 105 da parte di Fibonacci.



La soluzione ¢ data da:

N N N L.
x =—x +—x_+—x_conN =n_ Xn_Xn_ex, x_, x_ soluzioni di
n"1  n,72 0 n, 73 1 2 3771 T2 73

= lx = 1 mod 3

'< ix = 2mod?5

. lx = 3mod7

cioe, poiche n = 3, n. =5 n = 7,s.ha:



a —
35 X, = 1 mod 3 Poichd
21 x = 2 mod?5 35=2mod 3
2 21=1mod 5
- 15x = 3 mod?7 15=1 mod 7, allora si ha:
3
2x 1~ 1 mod 3 Poiché la classe inversa di X, = 2
< xZEZmodS 2mod3¢2,stha J x2=2
x, = 3mod7 x = 3

- 3 - 3



Quind1
x =35x2+ 21 x2+ 15 x 3 = 157 = 52 mod 105

Perché Fibonacci scrive x = 70r ] + 217‘5 + 157‘7 mentre dal teorema cinese del resto si

— 2
ha x 35x1+ 21x2+ 15x3.

Per poterlo capire, si sfrutta nuovamente il teorema cinese del resto, ottenendo:

g = d
2x1=r3mo 3

N x =7r mod5
2 5

s x35r7mod7

Quindi, poiché 2 x ’ "

Allora 701‘3 = 35 X, = 35 % 2r3.

= r_mod 3, cio¢ X, = 2 T mod 3.



Proporre agli studenti la risoluzione di problemi simili

(XIL.8.5; G: XII.1195) Prescrivi che 1l numero che egli tenne a
memoria sia diviso per 5 e per 7 € per 9 nel modo del metodo
precedente; e chiedi cosa rimanga da ciascuna divisione, una per
una, € per ciascuna unita che sara rimasta dalla divisione per 3,
conserva 126; e per qualunque unita rimanente dalla divisione per
sette, 225; e per ciascuna unita rimasta dalla divisione per 9, prendi
280; e sempre quando 1l totale sara cresciuto, cosicché sia possibile
sottrarre 315, togli via 1l 315 quante volte avrai potuto, e c10 che alla
fine t1 sara rimasto sara il numero cercato.



Programmare su Python
[ Toneaw )

'

Dai il resto r3 di x:3

'

Dai il resto r5 di x:5

!

Dai il resto r7 di x:7

x=70xr3+21xr5+15xr7<105
?

Il numero
pensato & x

A

FINE



File Edit Format Run Options Window Help

print ("Pensa ad un numero")

r3 = int(input("Inserisci 11 resto del numero che hai pensato diviso 3: "))
= int (input ("Inserisci il resto del numero che hai pensato diviso 5: "))
= int(input ("Inserisci il resto del numero che hai pensato diviso 7: "))

= (70 * ¥3)+(21 * ¥5)+(15 * ¥7) Hprocedimento seguito da Fibonacci
= X - 105 #comando per avere un numero mod 105
Bif x < 105:
prigt( "1l pumerc che hal pensato e: Y, x)
glgea’
while y>105:
yv= ¥y — 105 dcorpo del eicleo per ottenere -un numero <105

print ("1l numero che hai pensate €2 “% v)

Pensa ad un numero

Inserisci 11 resto del numero pensato diviso 3:
Inseriscl 11 resrto del numero pensalto diviso 35:
Inserisci 11 resto del numero pensato diviso 7:
1l numero che hal pensato e:




Conclusioni

| significati matematici coinvolti causano un remplacement [Barbin, 2022],
cioe vengono sostituiti e rimpiazzati.

Le risorse a disposizione sono state:

1) idifferenti artefatti presentati, ovvero
e quello storico (il Liber Abbaci);
* quello digitale (foglio di calcolo e Python);
2) linsegnante come mediatore degli apprendimenti e guida verso
I'autonomia;
) i compagni, nei dialoghi tra pari, utili alla costruzione della conoscenza.
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