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LE CONICHE: PERCHE™

* Aspetti storici: le coniche sono state oggetto di
studio da parte dei matematici dal III secolo a.c. ad

0ogqgi.

* Aspetti culturali e didattici: osservazione di un
oggetto da prospettive diverse.

* Interdisciplinarita: le coniche intervengono in
ambiti non prettamente matematici (fisica,
tecnologia, arte, architettura)



TAPPE DEL PERCORSO

e Panoramica sulle sezioni coniche in cielo e sulla terra
(astronomia, architettura, applicazioni)

 Le coniche come sezioni, come luoghi geometrici, le
loro equazioni.

 Costruzione di coniche.

* Le quadriche.

* Proprieta focali delle coniche e loro applicazioni
e Coniche in cielo.

* Presentazione ed esposizione dei lavori



Le sezioni del cono: la dimostrazione di
Apollonio nel caso della parabola

A

Pensiero funzionale (F. Klein, inizi ‘900):

Abituare al pensiero funzionale, visto come
categoria fondante e unificante di tutti gl
ambiti della matematica. Collegato all'uso di
rappresentazioni mentali dei concetti
matematici: comprendere il variare delle
guantita in aritmetica e geometria, e la loro
relazione reciproca. Osservare la “vitalita”
delle quantita.

Ragionamento covariazionale (OCSE-PISA
2022 e altre ricerche). Importante anche nella
modellizzazione



1)

In figura e rappresentato un cono, [...]
delimitato da una base costituita dalla
circonferenza di diametro BC.
Sezionando il cono con wun piano
passante per il suo asse otteniamo Il
triangolo isoscele ABC, con AB = AC.
Sulla circonferenza di base scegliamo
un [...] segmento EF perpendicolare a
BC, per EF conduciamo un piano
narallelo alla generatrice AC [che] taglia
a generatrice AB in un punto V.
intersezione fra il piano [...] per V, E, F,
e il cono e detta parabola. Vogliamo
determinarne l'equazione (determinare




2)

Sezioni piane parallele alla circonferenza A
di base; sia una di queste di diametro
B'C’, interseca la parabola nei punti M e
N, con MN parallela a EF. K e
'intersezione di MN con B'C’ (H e
'intersezione di EF con BQ).

A quali segmenti sulla circonferenza di
diametro B'C’ puoi applicare il 2°
teorema di Euclide? (Ricorda. ............... ).

Se variamo la circonferenza sezione delg

cono, quali sono nella figura i segmenti
che variano?

Nlan vvariann * AR AC BRC o A\/ \/C




1) La dimostrazione di Apollonio - schede di lavoro

Devi cercare di esprimere tutti |
segmenti che hai utilizzato per

applicare il 2° teorema di Euclide
attraverso i segmenti invarianti
appena menzionati, e attraverso
segmenti variabili contenuti
interamente nel piano della parabola.
Quali sono?

VK, KN,KM,.......




C

MK?=B’K = KC’
B’K/B’V=BC/BA
Quindi B’K=B’V = BC/BA
VS/VA=BC/BA

e VS=VA = BC/BA

essendo KC'=VS e B'V=KV

MK?=KV = VA = (BC/
BA)?

MK?=KV = (BC/BA)
= KC*



2) Le coniche nel piano: costruzione della parabola
(con materiale, software). Parabofografo™™ ™

1) Da quante parti & composto il sistema articolato?

2) Quali figure geometriche si formano con tali aste
(compresa la scanalatura)?

3) Muovi il meccanismo. Quale segmento del sistema
articolato rimane invariato durante il movimento?

4) Quali angoli del sistema articolato rimangono invariati
durante il movimento?

5) Inserisci la matita nel punto P e traccia la curva
muovendo la macchina: quale curva o parte di curva si
ottiene?

6) Come puoi dimostrarlo ? Suggerimento (indica con x il
segmento AC, con y il segmento PC, dove P(x,y) e il generico
punto della parabola)




Q .!
Definizione di
Menecmo i

Liceo Plinio

Link al video geogebra

Liceo Azzarita



Il cilindro di fili



Le quadriche




Equazioni nel piano e nello spazio

IS

x=0

y=0 z=0
equazione

retta

X=2 z=2

y=2

X2+y*=1

equazione sfera

circonferenza
suU un
piano z=k



Quadriche non degeneri

Ellissoide

Sferoide (caso particolare di
ellissoide)

Sfera (caso particolare di
sferoide)

Paraboloide ellittico

Paraboloide circolare (caso
particolare di paraboloide
ellittico)

Paraboloide iperbolico

2 2
! y-z:[]

az b2

Iperboloide a due falde o iperboloide ellittico
(figura sotto)

yz . »2

B 2

Iperboloide ad una falda
(iperboloide iperbolico)




'equazione del cono

l}uadrir:he deg&nﬂ'i

Cono
IE N yE z? D
a? b2 2

Cilindro ellittico

= v,
a2 b

Cilindro circolare (caso

particolare di cilindro
elitmiecnlsea=h

Cilindro iz’perhnliu:n (figura sotto)
2
£ i ]

al b

2
Cilindro parabolico *~ + 2ay = ()




Le proprieta focali delle coniche

_~ Per ogni punto P della

parabola, i sequenti 2 angoli:
-quello che la tangente forma
con la retta congiungente P e
il Fuoco

-quello che la tangente forma
con la retta perpendicolare
per P alla direttrice

hanno uguale ampiezza



Le proprieta focali delle coniche

Se nel fuoco e posta una
sorgente luminosa e la
e ‘parete’ interna della

parabola e rivestita di
materiale riflettente, ogni

i raggio uscente dal fuoco si
riflette in un raggio
parallelo all'asse della
parabola.



Le proprieta focali delle coniche

N

Q

*___________________

TEOREMA DI ERONE:

Data una retta r e due
punti esterni Q ed R, il
punto P della retta r che
minimizza la somma
PQ+PR e quel punto tale
che i segmenti PQ e PR
formano angoli uguali con
la rettar.



Le proprieta focali delle coniche

TEOREMA

Una tangente all’ellisse in
un suo punto P forma
angoli uguali con le rette
passanti per P e per

ciascuno dei due fuochi.
Se in un fuoco e posta una sorgente

luminosa e la ‘parete’ interna dellellisse e
rivestita di materiale riflettente, ogni raggio
uscente dal fuoco si riflette in un raggio
passante per l'altro fuoco dellellisse.




Le proprieta focali delle coniche

Una sfera di Dandelin e tangente sia al piano
sia al cono.

Un'ellisse possiede due sfere di Dandelin,

entrambe tangenti alla stessa falda del
cono.

Un'iperbole ha due sfere di Dandelin che
toccano le falde opposte del cono.
Una parabola possiede una sola sfera di

Dppdati® nel quale una sfera toccaiil
piano e un fuoco della sezione conica.



about:blank
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Le proprieta focali delle coniche

F
e,
ol b ki




Coniche e orbite

* Introduzione storica ai modelli cosmologici dell'universo (modelli
geocentrici, eliocentrici e misti; Copernico, Tycho Brahe, Keplero: il
problema delle orbite dei pianeti e 'armonia del cosmo).

* Sviluppo della dinamica newtoniana.

* Orbite ellittiche e leggi di Keplero (velocita orbitale, conservazione del
momento angolare, piano orbitale, proprieta del perielio).

* Un esempio di interpolazione di dati astronomici: la terza legge di
Keplero (con Geogebra ed Excel).

 Una dimostrazione elementare dell’ellitticita di un‘orbita (con
Geogebra).

* Orbite iperboliche e paraboliche (con Geogebra).



BILINGUE Italiano- Inglese

Orbite: una sintesi estrema

* Nelle famose «Lectures», P.R. Feynman scrive:

«La storia inizia con le osservazioni degli antichi sui moti dei pianeti fra le stelle
ed infine con la deduzione che essi giravano intorno al Sole, un fatto che fu
riscoperto piu tardi da Copernico. Un po’ piu di lavoro richiese la scoperta di

come i pianeti girassero esattamente intorno al Sole ed esattamente con quale
moto».

P. R. Feynmann, La Fisica di Feynmann, vol. 1,
cap. /-1

* Il problema di descrivere «esattamente» le traiettorie dei pianeti porta
a riconoscere le relazioni fra le orbite dei pianeti (e dei corpi celesti) e
le coniche.

25



[ pianeti nell’antichita ... e ogqi

SPHAER AE MVYNDI

Per gli antichi greci i pianeti
(planetes) erano le stelle erranti,
cioe le stelle in movimento rispetto
alle stelle fisse.
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Nel Sistema Solare i pianeti sono 8. Il
termine «pianeta» ha assunto un significato
diverso.




Modelli cosmologici

* Modelli geocentrici (Platone, Eudosso, Aristotele, Apollonio, Ipparco,
TolomeoO)

deferente pianeta

The Greek
geocentric model

Stars fixed on celestial sphere

* Modelli misti
( Eraclide Pontico, Tycho Brahe

< Modelilrelfocentrici (Aristarco di Samo, Copernico)

27



Il problema delle orbite

AGLI INIZI DEL XV SECOLO
 Dibattito se i pianeti ruotassero o meno intorno al Sole.

NEL XVI secoLo

Ll'idea rivoluzionaria di Tycho Brahe (1546 -1601): per risolvere le controversie sul
moto dei pianeti bisogna misurarne con precisione la loro posizione nel cielo. Per
vent'anni (1580-1600), presso I'Osservatorio Uraniborg di Hven (Danimarca), T.B.
raccoglie una mole di dati astronomici senza l'ausilio di telescopi.

NEL XVI SECOLO PHILOSOPHIA

* 1609: Johannes Kepler (1571-1630 ) formula le prime NHATURALLS
due leggi dei moti planetari (Astronomia Nova) PRINCIPTA

. . . MATHEMATICA

elaborando le osservazioni di Tycho B.

* 1618: Terza legge di Keplero (I cinque libri della scienza i Tl
dell'armonia del mondo). PERYS hew TS

* 1688: Isaac Newton (1642 - 1727) dimostra nei Principia
I'ellitticita delle orbite dei pianeti. J“ﬂ“"";Q:,;iﬁj;l’f_h?l‘}},l‘fgq"l;g][;;;\ﬁ;‘f’“"F“"

* NELLA DIDATTICA DI OGGI
J . . . . . . . . . . . . . .
% Nei CdL in fisica, matematica, ..., dimostrazioni rigorose con equazioni differenziali.

28




Major axis

(b) e=0

e=0.50

Prima legge di
Keplero

Ogni planeta si
muove intorno al
Sole su un’ellisse di
cui il Sole occupa
uno dei due fuochi.

Kepler, J. (1609). Astronomia
Nova.

29


./orbite%20geogebra.htm

Il piano orbitale
* La Terra e il Sole sono immersi in uno spazio tridimensionale ma
'orbita della Terra non e una curva dello spazio: e una curva piana.

 Si puo dimostrare che la traiettoria orbitale di un pianeta e un‘orbita
completamente piana.
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Orbite ellittiche: una proprieta del
perielio

In perielio, la velocita del pianeta e Verso di rotazions antiorario
perpendicolare al raggio vettore sole-pianeta. e

1

* Perielio: punto P di minima distanza ST.

* InP, la circonferenza di raggio ST interseca circonferenza
I’ellisse: ellisse e circonferenza sono tangenti. ]

* In P, circonferenza e ellisse hanno una
tangente comune t.

* In P, latangente t e perpendicolare al raggio
della circonferenza, quindi al raggio vettore
ST.

* In P, il vettore velocita del pianeta (giacendo
sulla tangente t) e perpendicolare al raggio
vettore ST.
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Seconda legge di
Keplero

Il raggio
vettore dal
Sun at one focus
¢ . of elliptical orbit \ SO I e d I
T ‘ NUPRY Pianeta
Perihelion —@ phelion @ Spazza aree
\ ya ugualiin
p@®_  Planetsweeps out equal areas / intervalli di
m equal time intervals S .
' tempo uguali

Keplero, J., Astronomia Nova.



Conservazione del momento

angolare
DimostrianTo che l'equivalenza delle aree (v.
figura) implica la conservazione del momento

@ﬂg:@l@ E@saa di dover disegnare la traiettoria descritta dal corpo e di approssimarla con Assun Zj. Onj. .

una spezzata, immaginando che esso si muova di moto rettilineo uniforme per piccoli intervalli

di tempo At e che venga poi improvvisamente deviato verso il Sole dalla forza attrattiva al ) L a traj_ettorj_a del COI'pO

termine di ogni intervallino (figura 4.1). I corpo percorrerd la spezzata T1T5T3T), composta

L:la segmenti di rctta.l N
- e la spezzata 1715131,

e MRU in T]_Tz, T2T3,

e Forza attrattiva solo a

fine intervallo
(deviazione dalla retta)

33

Figura 4.1: Una spezzata approssimante la traiettoria
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Conservazione del momento
angolare

i A

ST, T, = ST,T' ST, T, = ST,T' (stessa Per la proprieta transitiva
(basi: Ty Ty = T, T, base ST), , altezze: ST115, 51,13, ST,T, hanno la
stessa altezza SH). 3K =T'K". stessa area A:

1
A= E d(vTiAt)

2A
vy, d= I cost

Il prodotto vd (momento angolare di una massa unitaria) € una costante
del moto (L = cost).




Velocita orbitali (vp > v,)

e=(78
»
orhite

P

JustForFun=1.2
[ 3

The LOOP:
8 cursar

= :
1+ e.cos(f)

g ==

animate 8 with the speed &'

Yna conseguenza della conservazione del

momento angolare ¢ che la velocita in perielio e
maggiore di quella in afelio.

Infatti:

per cui

Ma poiché

LA — LP /v vir
MUVUpTp = MUVUyTy

Yp _T4A

VA rp

IS 1, segue che LSS 1, vp> vy
p VA
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Terza legge di Keplero: i dati

astronomici
A Demonstration of Kepler’s Third Law (P2 = a3)

Sidereal period Semimajor axis
Planet P (years) a (AU) P? a’
Mercury 0.24 0.39 0.06 0.06
Venus 0.61 0.72 0.37 0.37
Earth 1.00 1.00 1.00 1.00
Mars 1.88 1852 3.53 3.51
st 11.86 5.20 140.7 140.6
Saturn 29.46 9555 867.9 871.0
Uranus 84.10 19.19 7,072 7,067
Neptune 164.86 30.07 27,180 27,190
Pluto 248.60 39.54 61,800 61,820
P 2 — a3 Keplero, ). Larmonia del mondo.

P = planet’s sidereal period (in years)
a = planet’s semimajor axis (in AU)



Terza legge di Keplero:
mterpolazmne

=R = B I = I L R

I O T U gt
WP =D

AU3
c Gl A g F G H J K
P [',rear] a [AU] N i ! | a"'*SI 1 "
0,24 0,33 0,0576| 0,059319 Verifica Terza Legge di Keplero
0,61 0,72| 0,3721| 0,373248 70000
1 1 1 1 50000 y = 1,0003x - 0,3168 ). @
1,38 1,52| 3,5344| 3,511808
—  S0000
11,86 5,2| 140,6598| 140,608 %
=, 40000
29,46 9,55| 867,8916| 870,9839
]
84,1 19,13| 7072,81| 7066,835 % 000d R
164,36 30,07| 27178,82| 27189,44 20000
248,6 39,54] 61801,96| 61817,29 10000
| [ | L
ﬂ I'-r'
V=X 10000 0 10000 20000 20000 40000 S0000 B0000 FOO00
PA2=3"3 pA2 [years?]
2 — A3
P =a

P = planet’s sidereal period [years]
a = planet’s semimajor axis [AU]
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Dimostrazione dell’ellitticita di un'orbita

Mentre T descrive l'orbita, H descrive una circonferenza

circonferanza

ellisse

= ~f_ b ay
T, /
- :
= s 1
S _ ;
E s
DIMOSTRAZIOME ORBITA ELLITTICA ¢'=4587°
Mentre T descrive l'orhita, H descrive una circonferenza -
- = 4587 ~
gic g, =
] F
b

FPer 0=a=180° (F sitrova a sinistra di )
iltriangolo STS & isoscele per costruzione quindi 79 = 75"
Itriangoli SHC e FS'S sono simili dunque ilati corrispondenti sono in proprorzione 1@ 2

FT+TS=FT +TY =F5 = 2CH = 2r = cost
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iperbole

parabola

Coniche e orbite dei pianeti

ellisse

Moti planetari (seguendo un suggerimento di Feynman; Newton’s Laws of Dynamics
http://www.feynmanlectures.caltech.edu/)

In questa scheda verificherai che l'orbita di un pianeta attorno al Sole richiama una
forma ellittica

Sappiamo che il Sole ha una massa molto grande. Supponiamo di non tener conto del
suo moto e che un pianeta cominci a muoversi da una posizione iniziale con una certa
velocita, compiendo una qualche traiettoria curva attorno al Sole. Con le leggi e la
teoria della gravitazione di Newton, analizzeremo il moto di questo ipotetico pianeta.

Che tipo di curva sara la sua traiettoria?

Ricordare che: due corpi nell’universo si attraggono l'un l'altro con una forza F il cui
modulo e direttamente proporzionale al prodotto delle loro masse e inversamente
proporzionale al quadrato della distanza r che separa i loro baricentri:

, F.  PLANET (x.y)

m-M
2

F|=¢

SUN X
Quale accelerazione sara prodotta da questa forza? ........


about:blank

Ora, dato un istante fp, possiamo esprimere la posizione e la velocita
all'istante fo+e con un'approssimazione molto buona, se £ € molto piccolo,
in termini della posizione e della velocita all'istante #y:

x(ty + &) = x(tg) + v {to) - € v(to +&)=y(to) T (k) ' €
v(fo + &) =1 {to) + axto) - € = 1(ty) — xit;) - &
_ _ y(to)
Wlo + &) =w(to) + ay(to) - e=mlto) == 35+ ¢

Per avere un numero di dati sufficientemente significativo, dovremmo
prendere 11 tempuscolo ¢ molto, molto piccolo, per esempio ¢ = 0,01, o
anche meno, ma questo comporterebbe numerosi cicli di calcoli. Ecco
allora un modo di procedere che tiene conto di un & abbastanza piccolo ma

non troppo da indurci a un numero eccessivo di calcoli e che migliora la
nostra prima analisi.
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