CAPITOLO X

I NUNERTI REALIX

1 - I numeri raziomali,

In questo Capitolo ci proponiame di richiamare quelle nozig
ni di teoria dei numeri che sono fondamentali per 1’analisi ma
tematica. Pifi precisamente faremo vedere come, partendo dai nu
meri naturali, si pervenga attraverso successive generalizzazig
ni del concetto di numero, a costruirze la cosiddetta teoria dei
numeri reald. .

Talune di queste generalizzazioni si incontrano gik nell’a
ritmetica e nell’algebra elementare e di queste faremo soltanto
un brevissimo cenno.

T numeri naturali o interi traggono origine dell’operazione
del contare ¢ nell’aritmetica elementare si studiano le egua-
glianze e diseguaglianze e le operazioni ad essi relative. Tali
operazioni si scglione distinguere in operazioni dirette {addi
zione e moltiplicazione) ed operazioni inverse (sottrazione edi
visione). Queste ultime si differenziano dalle prime due per il
fatto che esse non sono sempre eseguibili. Cosi, per esempio,sct
trarre a da b sighifica trovare un terzo numero ¢ che som-
mato ad e 'dia &, e questa operazione, almeno se si vuol resta-’
re nel campo dei numeri 5mﬂﬁnmpw. ¢ possibile solo se ¢ & mine
re o eguale a b,

Per far =i che le operazioni inverse abbiano sempre signifj
cato occorre ampliare il concetto di numero, introducendo nel
modo gii noto, i numeri negativi e i numeri fraziomari.

I numeri interi e frazionari, positivi o negativi, si chia-
mano numeri razionali.

Nel sistema di rumerazione decimale un numero razionale non
intero si pub in generale nmﬁvummoaamam con un numero decimale
illimitato e periodico; cosi, per esempio




1
—-— == (,1666...

1
—= 0,333...,
3 6

Fanno eccezione soltanto quei numeri fratti il cui denomina-

tore pudé ridursi ad una potenza di 10, i quali vengono rappresen
tatl da numeri decimali finiti:

1 2
—_— = o = 0,2 .
5 10

Anche tali pumeri, come pure quelli interi, possono perd con
siderarsi come numeri decimali illimitati periodici, aggiungen-
do dopo la lorc ultima cifra decimale infiniti zeri; cosi per e-
sempio, si pud scrivere: )

0,2 = 0,2000..., 1= 1,000...

Viceversa ogni numero decimale illimitato periodico pud es-
sere sempre trasformato in un numero frazionario valendosi della
frazione generatrice, cioe’ di quella frazione che ha per numera
tore le cifre del periodo e per denominatore altrettanti nove;co
si per esempio:

31

0,313131... =—m
-~ 99

0,1666=0,14+0,0666... = —— + —m— - — = JJ.,W:

Giova a questo proposito di osservare che un numero decimale
illimitato con periodo 9 ¢ il numeroc che da esso si ottiene au-
mentando di una unithd 1'ultima cifra differente da 9 e soppri -
merdo tutti i successivi 9 vengonc, col predetto procedimento ,
trasformati nella stessa frazione; si ha per esempio :

1 19 2
0,1999... = 0,1 + 0,099... = —— 4 —= - o = _ g3 .
_ * 0 710 9 10

Se dunque vogliamo identificare la classe dei numeri raziona
li con quella dei numeri decimali periedici, dobbiamo convenire
di considerare eguali due numeri decimali ottenuti 1°uno dall’ al
tro col suddetto procedimento.

—— .N - - ~

Ina proprieth importante dei numeri raziomali & che, dati co
munque due di tali numeri, si pud sempre eseguire su «di essi una
qualsiasi delle quattro operazioni aritmetiche, fatta eccezione
per la divisione per zero, ottenendo come risultato un nuwove nu
mero razionale. '

La classe dei numeri razionali si rivela perd ancora troppo
ristretta quande si vogliz eseguire 17 estrazione di radice di un
numero positivo. E' ben note, infatti, che non esiste, per esem-
pio, nessun numero razionale che abbia per guadrate 2.

Nell®aritmetica si insegna un procedimento per costruire il

cosiddetto valore approssimato per difetto di ¥2 a meno &i Ao

¥
10k
tale numere & precisamente il pifl grande del numefi decimali fi
niti con h ecifre decimali il cui quadrate sia minere di 2. La
successione dei valori approssimati per difetto di V2, che cosi
si ottiene, & la seguente:
1; 1,4; 1,41;

1,414; 1,4142;...

Sembra allora naturale di dire che <m.m.mm=mwm al numero de
cimale illimitate non periodieo, 1,4142..., nwom.mw numero .deej

male avente come h®™® cifra dopo la virgola 1’ultima cifra del va

loere di <ﬁw approssimato per difetto a meno di H>

. 10
glianza non ha perd, almero per il momento, un significato preci
80, giacché le espressioni del tipo 1,4142....., non sono altrg
che simboli a cui potri darsi il nome di numeri solo quando  si
siano definite le relaziomi di eguaglianza e di diseguaglianza e
le operazioni ad essi relative. Per chiarire questo punto osser-

viamo che 1'eguaglianza V2 = 1,4142...

dovrebbe implicare 17al
tra 2=(1,4142...)% 1a quale non ha per ora alcun significa
to, giacché non sappiamo ancora che cosa si debba intendere per
quadrato di un numero decimale illimitato nen periodice.

I paragrafi che seguono sono appunto dedicati zllo studio di
tali nuovi numeri.

2 - I numeri reali.

Diremo nurmere reale il simbolo formato da un numero intero,
preceduto da un segno (+ o —) e seguito da una virgola o da una
successione di cifre decimali:

£ N, C1CoCq. . .

. Tale egua-



- B -

v
con la convenzione di omettere il segno se tutte le cifre sono
eguali & zero,nel qual caso il numero si considera uguale a zero.

Un numere reale si dice rezionale se la successione delle sue
cifre decimali & periodica, irrazionale nel caso contrarioe.

I numeri reali diversi da zero si distinguono in pesitivi e
negativi a seconda del segno che li precede ¢ si chiama velore
assoluto di un numero reale il numero stessc preso col proprio
segnc o col segno cambiato secondo che esso e’positivo o negativo .

Tl valore assofuto di zero e’uguale a zero.Il valore assoluto
di un numero reale e’dunque sempre un numero non negativo.

Se un numero reale si designa con una lettera, diciamo a,il
suo valore assoluto si indicherh col simbolo |al.

Due numeri reali si dicono eguali se hanno lo stesso segno e
tutte lé cifre eguali, ovvero se, sempre avendo lo stesso segno,
uno di essi & periodico di periodo 9 e 1l'altro si ottiene dal pri
mo sostituendo i 9 con degli 0 e aumentando di un’unit: 1’ultima
eifra differente da 9. ‘

Due numeri reali eguali in valore assoluto e di segno contra
rio st dicono opposti. L'opposte di zere e’ uguale a zero.

Dati due numers a e b diseguali, non negativi,diremo che «
e’ meggiore (minore) di & se la prima delle cifre di a che non
¢ eguale alla corrispondente cifra di & & di essa maggiore (mi-
nore).

Di due numeri negativi diremo maggiore (minore) quello che ha
valore assoluto minore {maggiore); inoltre tutti i numeri positi
vi e lo zero si dicono maggiori di tutti i numeri negativi.

Giova osservare che, se i numeri considerati some in partico
lare razionali, la relazione di eguaglianza e diseguaglianza tra
di essi stabilita dalle precedenti definizioni concorda con quel
2 considerats nell’algebra elementare.

Nel seguito direme talvolta corpo reale la totaliti dei nume
ri reali, corpo razionale quella dei numeri raziomali.

3 - Operazioni coi numeri reali.

Se @ & un numero reale indicheremo nel seguito con a il nu-

mero decimale finito che si ottiene da & trascurando tutte le
cifre decimali dope la n®° . Cosi, posto

a = * .2»0#0”00. .

sarh:

a, = £N,C, ay = % 2.0»0» ; 2g= #N,CCsCaz.nn.

Dati ora due numeri reali a e o' consideriamo le somms:
.. v

Sq = @, + al Sg = Bg + b5 ...,

"
&

Osserviamo ora che due consecutive di tali somme sp- e spiy
differiscono per meno di due uniti sulla n™°% cifra decimale.

51 ha infatti:

- {n+1)

-n
Mma+n ~sql 2 (Cass +Chya) - 10 < 2-10

Dopo- ¢ié sarebbe facile far vedere che si pué trovare un va

lore n; di n tale che tutti i numeri Sn, s Sn 1 S 42 +-.. han
. n

. ne la stessa parte intera M, un altro valore di n,diciamo ny2n.,

7 tale che tutti i numeri Sn, s Smk1 s Sn_4z ecee hanne la stessa

prima eifra decimale v, e cosi via. Il numero:

s =t M YiYaYs -.-

) . v
preso col segro comune a tutte le somme s,,s,,sS3,..., & per de-
finizione la somma dei due numeri a e a'..

In modo analogo si definiscono le altre operazioni aritmeti
che. . o

Pitt precisamente, detta O una di tali operaziomi, indichia-
mo con On il risultato che si ottiene eseguendola sui numeri ap
ed ay ; & facile rendersi conto che tutti i numeri 04:08,03,.+-4
hamno lo stesso segno e che inoltre 2 partire da un certo valo-
re di n essi hanno tutti la stessa parte intera M, a partire
da un altro valore di n anche la stessa prima cifra decimale v,

e cosi’ &.w?v. Il numero: : .
o= IM YiYzYs...

preso col segno che compete a tutti i numeri op & per definizio
ne il risultato dell’operazione 0 eseguita sui numeri a ed o'
! In tal modo, dati due numeri reali qualunque @ e a*, si v
: ;e ad attribuire un significato preciso a ciascuno dei simbol

ig
12

Auv Nel ceso della divisione gli on dovramno essere considerati soltante 2
partire da quel valore di » per cui e* an¥ 0.
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a

ara’, + a-a',
fatta eccezione per 1’ultimo di essi nel caso in cui sia a'= 0.
A propositn delle operazioni fra numeri reali ora definite

sussistono le seguenti proposizioni sulla cui dimostrazione, pe
raltro assai facile, non c¢i soffermeremo.

I — Per i numeri razionali le definizioni sopra considerate
soro equivalenti a quelle poste nell’aritmetica e nell’algebra e

lementare. )

Il -L’eguaglianza di due numeri reali gode della proprieté
riflessive fogni numero & eguele a se stesso), simmetrice ( se
a=a' anche a' = a), transitiva (due numeri eguali a un terzo so
no eguali fra di loro).

IXI ~ L’operazione di somma di doe o pid numer: reeli gode
delle propri€td commutative e associative, espresse dalle formu
le:

a+a'=a'+3
(a+a’) + 2" = a+ (a' +a")
IV - La differenze di due numeri reali é eguale allae somma
del minuendo e dell’opposte del sottraendo:

*
a-a'"=a+ (-a").

V -~ L’operazione di prodotto di due numeri ﬂmnmm,moam delle

ﬁwoﬁwmmmm commutative,associativa ¢ della proprieta distributi-
ve rispetio alle somme,espresse rispettivamente dalle formule:

a-a"=a'. a

(a-a').a'=a-(a'. a")
(a+a') . a"=aa"4+a”a" .
VI — Se il prodotto di due o pit numeri reali ¢ nullo, uno

almeno dei fattori é eguale a zero.

VII - Il prodotto e il quoziente di due pameri reali sono
positivi se i due numeri hanno lo stesso segno, negativi in cg

$0 contrario.

VIII - 'Se m.m.o,m. sono mn@ﬂ«wv numeri reali, di cui gli u}l
. tint due differenti da zero. si ha: -

ad + be

a a-d a b a+b a b
— = P AR 3 —— o —
¢ c-d ¢ c ¢ c d cd -

IX -'Se a ¢ a' sono numeri reeli qualsiasi si ha:
[fal = la'l] < la & a'] < fal + ]a')
la-a'| = |al-]a'].

Queste proposizioni esprimono in sostanza che tutte le rego
le e proprieti del calcolo con le prime. quattro operazioni fon-
damentali restano inalterate quando =si passa dal campo dei nume
ri razionali a quello pifi ampio dei numeri reali.

Nel seguito avremo spesso occasione di considerare delle som
me di pift addendi; se tali mmmmamw sono indicati tutti con wuna
unica lettera .affetta da diversi indici, per esempio con =z ,a,,.

-<» 2n, la loro somma a; + ay + ... + a, si indicheri con:

n
In altre parole il simbolo _>. premesso alla lettera a;sta
izl
ad indicare che bisogna eseguire la somma di tutti i valori che
assume a; quando all’indice i si danno successivamente i valori
1,2,...,n. Tale simbole si legge: sommatoria per i che va da 1
ad n. Esso pub essere talvolta sostituito dall’altro equivalen-

I...n

te HMMH - Notiamo anche che, in forza del significato attribuj .
T -

to a tale simbolo, & lecito sostituire in esso la lettera i con

qualunque altra; si ha cosi per esempio




n n

ST o -

i = 1 k= 1

Si osservi pure che, se m<n, si ha la proprieti associati-
va della somma:

. m n
M _ m.m = M m..m “+ M ﬂuo .
i = f

i=m+ 1

‘Avvertiamo anche che il simbolo di sommatoria, opportunamen
te modificato, si adopera anche per indicare una somma di quan-
tith dipendenti da due o pif wbmwnw‘nmbmw per esempio, se
313+ 212, 821, --- 5 An-1, 5 , Bpy SONO N quantith dipendenti da due

indiei, la loro somma potri essere indicata con

i.,.n

M mnw.u .

Ty s

Una tale sommatoria dicesi doppie, laddeve quelle di quanti
ta’ dipendenti da un solo indice diconsi semplici. Per la pro-
prieth associativa della somma, & sempre possibile esprimere wm
sommatoria doppia mediante due successive sommatorie semplici .
31 ha cosi, con ovvio significato dei simboli:

1...n n n
a = a
D I I I
r,s r=1 s = 1
o anche:
1...n n T onm
.Wl Nﬁhn M m m.w.h *

r,s s =1 r =1

formule queste che spesso si scrivone sopprimendo le parentesi

a secondo membro.Dal confronte di tali formule si deduce imme -
diatamente 1’ egunaglianza: ’

g

‘

20T i e

ciativa del prodotto puo’ esprimersi mediante le formule

n n B n
MH M mwm.n M M 2rg 2
s =1 r =1 r=1 s =1

che dicesi formula di inversione dell’ordine di sommazione.

Avvertiamo infine che il simbole di sommatoria Z sara’ tal

volta adoperato, sempre per indicare delle somme di pifi addendi,
anche con modalitd un po’ diverse da quelle fin qui indicate: in
tali casi saranno dati volta per volta gli opportuni chiarimenti.
Talvelta riuscira’ anche utile di adoperare il simbolo

per indicare il prodotte dei numeri a; , 25 ,..., ag .
Si osservi a questo proposito che se m<n la proprieta’ asse

i n n
jmmujmm | ~ ) -
i=1 =1 i=p+d

4 - Poienze e radici dei numeri reali.

31 chiama potenza del numero reale a di esponente n  (invero

positivo) e si designa col simbolo a®™ il prodotte di n fattori ¢
guali ad a.

Si pone anche per definizione (se

ad 0)

:.H
a®= 1, a = .
N:

Per il calcolo con le potenze intere (positive o negative)
dei numeri reali valgono le stesse regole che si applicano nel ca

so deil numeri razionali, sussistone ciod, come & facilissimo di-
mostrare, le seguenti formule:



- T4 -
al-aB = aP+8 .
{1 | (a™)" = a™"
Am;uv:u m,a.va

nelle quali m ed n sono numeri interi positivi o negativi.
L'operazione inversa dell’elevazione a potenza £ 1l'estra -
zione di radice : si chiama radice n™* di un numero reale a e

si designa con il simbolo V a, un numero la cui potenza n™@sia

eguale ad a.
Vogliamo far vedere che se ¢ & positivo esiste sempre lara

dice n"® di @, vale a dire che nel campo dei numeri reeli l’e -

tresione di radice di un numero positivo ¢ sempre possibile.
Sia N il pit grande numero intero la cui potenza n™® non su

pera e¢; N,C; il pid grande numero con una sola cifra decimale

mo

la cui potenza n"™® non supera a e cosi via. Detto b il

n

reale N,C,C,,... dico che si ha b" =2 ossia b= Va .

E invero riesce intanto gualunque sia h:
!

numero

(N,CeCoo - . G 2a< (N,CyC,...Cp + 1075)7
N,CyCs...C, £b< N,CyCy.. Cp + 10°H
da cui ovviamente:
~
(2)  Ib"~al < (N,C;Cp...Cp +1077)P (N, C,Cy. .. )"

a

Ora, se & ¢ B sono due numeri reali qualsivoglia, dalla iden
tita:

(@ -8%) = (a=8) (@™ " + " "B+ ... % g

si deduce subito che, detto:A un numero maggiore sia di _9_

che di |Bl, riesce:

|a" -8"| < nA""*a-p] .
‘Applicando questa diseguaglianza.si ricava dalla (2)

N1
_va - m_A nil « .

10%

Poiché h & arbitraric il secondo membro di questa disegua
glianza & un numero che pud rendersi arbhitrariamente piccolo, e
cib 'k possibile soltanto se. come appunto volevamo dimostrare,si
ha b” =

Se ora @ & un numero reale negativo bisogna distinguere due
casi.

Se n & dispari, detta b la radice n™* di -a, riesce:

(-b)" = (~-1D" b*=-1-(~a) = a,

da cui :

Se invece n & pari si riconosce subito c¢he la radice n™@ g
a non esiste giacché, per la regola dei segni, il prodotto di
un numero pari di fattori ha sempre per risultato un numero po-
sitivo.

Per noavaamum questo paragrafo vediamo come si definisce la
potenza ad esponente p qualungue di un numero reale positivo a.
Occorre distinguere tre casi;

. . 1
I - L’esponente p & un numero razionale della forma -—— con

- - . » 3 - - H-P
n intere positivo: si pone alloraper definizione:-

A II - L’esponente p & un numero razionale della forma - con

e e dE R
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Si potrebbe agevolmente dimostrare che ogni numero reale po
itivo a possiede un logaritmo in base & e che se b » 1{< 1) ta

..m * ¥
le logaritmo & positivo nullo o negative secondo che e & maggio
r

e (minore)} eguale o minore (maggiore) di 1..
Le regole per il calcolo con le potenze forniscono altret -

{tante regole per il caleolo coi logaritmi, le principali delle

quali sono espresse dalle seguenti formule:

1

logy(a-a’) =logya + log,a’
log,a” = p log,a

log,a = log, a-loggc .

Nei calcoli numerici ci si serve in gemerale dei logaritmi
in base 10, detti anche wvolgari o di Briggs. In molte questioni
di analisi torna invece comodo di considerare i logaritmi natu
rali o iperbolici, che sono quelli aventi per base 1l numero:

e = 2,7182818284...

Tale numero, detto anche nramero di Neper, & uno speciale nu

mero irrazionale sulla cui definizione torneremo nel seguito(*).
Poiché & logy e=0,43429448,.. il passaggio dai logaritmi-de
cimali 2 quelli naturali si fa con la formula:

log.oa = oupwpww%hm...wowam

Notiamo infine che non ha senso di parlare di logaritmi di
numeri negativi perch una qualsiasi potenza della base b & sem
pre per definizione un numeroc positive. )

(*)- Capitolo X, num.12.

e R o LR

- 2 ~-MIRANDA - Analisi Matematica ~ i -
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- Rappresectazione geometrica dei numeri reali. . i o " . L
° P : . 8e ¢ & razionale e della forma — consideriamo il segmen-
) . ) .m . N . n 1
Assunto un certo segmento u come unita’ di misura dei segmen ] to s somma di m segmenti tutti eguali a — di u e riportiameo

ti, si dice che un segmento s & commensurabile con u ed ha per

n
misura - (n ed m positivi) se avviene che s & la somma di n
m

segmenti tutti eguali alla m® parte di u..

Nella geometria elementare si mostra, perd.che esistono seg-
menti non commensurabili com 1’unith di misura; tale & per esem-
pic la diagonale del gquadrato che ha per lato l'uniti di misura.
Vogliamo ora far 4wmo&m~ come, valendosi dei numeri reali,si pos
sa attribuire una misura ad.un qualsiasi segmento s.

Per questo sia N il pill grande numero intero tale che il
segmento s, somma di N segmenti eguali ad u sia non maggiore di
s; Cy il pit grande dei numeri da 0 a 9 tale che il segmento s,

&

somma di s; e di C; segmenti eguali 2 \no di u sia non maggio-
re di s; 'C; 1l pit grande dei numeri da 0 a 9 tale che il segmen

te s, somma di s; e di C, segmenti eguali a */,,di u sia non

maggiore di s e cosi via.

Il numero reale N,C;C,... che si viene cosi a costruire & per
definizione la misura del segmento s.

Se s & commensurabile con 1l’unitd di misura tale misura coin
cide, come sarebbe facile mostrare, con quella vamnmmounWSmanmma
finita.

Viceversa, se la misura ora definita & un numero razionale,s
& commensurabile con I’unith di misura. |

“

Come applicazione di questo concetto vogliamo ora mostrare co

me si possano rappresentare tutti i numeri reali mediante i pun-
ti di una retta. ’

Se una retta r fissiamo un’origine O e un verso (per esempio
quello che va da sinistra verso destra) che diremo wOmydpdo.

Scelta un’unith di misura u per i segmenti, possiamo ad o-
gni punto 'A della retta far corrispondere il numero reale a che
ha per valore assoluto la misura del segmento OA e il segno + o~
a seconda che il segmento orientato OA & concorde o discorde col
verso positivo prestabilito sulla retta.

Se in particolare il verso fissato su r & quello che wva da
sinistra verso destra, ai punti situati a destra di O oounwmvon
dono numeri positivi, a quelli a2 sinistra numeri negativi.

Il numero @ sopra definito si chiama anche 1’ascissa del
punto ‘A,

Facciamo ora vedere come, viceversa, ad ogni numero reale a
si possa far corrispordere un punte A della retta r.

n

tale segmento sulla retta r a partire da O nel senso positive

o in quello negative secondo che ¢ & positivo ¢ negativo;si ot
tiene cosi un punto A a cuil, secondo la convenzione preceden -
te, corrisponde appunto il numero a.

Se a & un numero reale qualunque non razionale, l'esisten-
za del punto A non si pud dimostrare se non si ammette 1l se-
guente postulato di Cantor o anche postuleto della continuite’
della retta:

Sieno date su una rette r due classi di w:zn« Ay, Ag,. ALLALL,
tali che:

1)} ogni punto della prime c¢lasse é & sinistrea di ogni punto

della seconda;

2) daota una quantitd positive € piccole o piacere esistono
due punti A e Al tali che il segmento >u>w ha misura minore

di €.
Esiste un punto A della retta che separa i punti delle due

‘classti.

. Ammesso questo postulate, supponiamo, per fissare le idee,
che il numero a sia positivo e che il verso fissato su r sia

quello che va da sinistra a destra e consideriamc i numeri

Qg , 85 ;, ... 5, 8n, ... definiti al n.3 e 1 numeri:

1 , 1 1

al = ay + — ah = Ay Fe——e .., T
1 1 10 2 2 100 y 8n 7 Hos

Poiché tali numeri sono razionali a ciascuno di essi corri-
sponde su r un ben determinato punto. Le due classi di punti
cosi costruite si trovamo nelle condizioni considerate nel po-
stulato di Cantor ed ammettons un punto di separazione A il qua
le, ovviamente, ha proprio per ascissa il numero a.

Il risultato a cui siamo pervenuti si pud sinteticamente e-
sprimere dicendo che fra i numeri reali e i punti di una retta
si pud stabilire una corrispondenza biunivoca.
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7 -~ Partizioni del corpo razionale.

Si dice che si & effettnata una portizione del corpe raziong.

le, quando, con legge arbitraria, si & divisa la totalith dei nu

meri razionali in due classi A ¢ B in modo che ciascun numero.

della prima classe sia minore di ciascun numero della seconda.

Un modo molto semplice di effettuare uma partizione del cor
po razionale consiste nello scegliere arbitrariamente un numero
reale ¢ e nel considerare le c¢classi ‘A e B dei numeri raziona-
1i che sono rispettivamente minori di ¢ e non minori di 2.Un’al
tra partizione sostanzialmente equivalente alla prima, si ottie-
ne ponendo in A tutti i numeri raziomali non maggiori di ¢ e in
B tutti quelli maggiori di a..

In entrambi i casi si dice che @ & l’elemento di separezio-
ne delle due classi A e B.

Vogliamo ora dimostrare che viceversa, data una arbitraria
partizione del corpo razionale, mediante due classi A e B, esi
ste un ben determinato numeroc reale & che & 1’elemento di sepa
razione delle due classi, tale ciod che ogni numero raziena-
le maggiore di esso appartiene 2 B e ogni numero razionale mi-
nore di esso appartiene ad A.

Supponiamo, tanto per fissare le idee, che la classe ‘A con-
tenga dei numeri positivi e sia N il pit grande numero intero
non negativo contenuto in A,

Tra i numeri:

N,O;N,1;...;N,9
s

.

sia N,C, il pi%t grande di quelli mwvmunmbmbnw.ma A. Tra 1 nume
ri:

Z.OH." z.nu.u_.w.-;w zu nu.w

sia N,C,C, il pifi grande di quelli appartenenti ad A.
Cosi proseguendo si viene a costruire un numero reale:

= z.u Ou.ownwr ..
che & certo un numero non minore di tutti i numeri di A.
Pertanto ogni numero razionale maggiore di « appartiene a B.
D’altra parte un numero razionale a minore di ¢ deve risultare
minore anche di qualcuno dei numeri:
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N N,C, N,CiCe ot

e poiché tali numeri appartengono ad A, non pud appartenere a B
ed appartiene quindi anche esso ad A.

La corrispondenza biunivoca che abbiamo dimostrato sussiste
re tra la totaliti dei numeri reali e quella delle partizionidd

corpo razionale conduce alla identificazione dei due concetti.

Si potrebbe cioe costruire une teoria dei numerti reali defs
nendo direttamente come numero reale ogni partizione del corpo
razionale,

Una tale teoria, bemché pih complicata di quella da noi pre
cedentemente svolta, presenterebbe il vantaggio di introdurre i
numeri reali in modo indipendente dal sistema di numerazione de
cimale.

Il lettore potrk trovarne un’ampia trattazione nelle Lezio-
ni di Analisi Matematice di R Caccioppoli {(Libreria Ed. . Treves
di Leo Lupi, Napeoli).

8 — Una propriet2 dei numeri reali,

Saranno fondamentali per il seguito le sepuenti proprietd
dei numeri reali.

I -'8e a e b sono due numerti reali ed é a<b esiste almeno
un numero razionale maggiore di a e minore di b,

Invero se un tale numero non esistesse tutti i numeri razionali mag-

giori [minoril di a sarebbero anche Bmmmwoﬁ.. [minoril di b e
a«.wﬁ& a e b, come elementi di separazione di una stessa par-
tizione del oou.wo razionale, sarebberc eguali,

IT -'Se si dividono tutti i numeri reali in due claessi A e
B teli che ogni numero della classe ‘A sia minore di tutti i ny
meri della classe B, esiste uno e un sol numero reale o tale
che ogni numero minore di o appartiene ad ‘A e ogni numero mag
giore di o appartiene a B.

La dimostrazione e" immediata. Sia invere A' la classe dei
numeri razionali appartenenti ad A e B' la classe dei numeri
razionali appartenenti a B. Poiché ogni numero razionale o ap-

“partiene ad ‘A’ o appartisne a B' e ogni numero di AT e’ mi-

nore di tutti i numeri di B', vali classi A" e Bf effettuanc
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una partizione del corpo razionale ed ammettono quindi come elg’
mento df separazione un numere reale o. ’ ST

Ora & evidente che ogni numero maggiore di o appartienca
B.. Infatti se & b > 0 si pud certo trovare up numero razionale’
b' che sia minore di b e maggiore di a. Poiché tale numero appar .
tiene certo a2 B' e quindi a B, il numero & > &' non pud apparteng
re ad *A e quindi appartiene anch’esso a B. ‘Analogamente si di- -
mostra che ogni numero reale minore di o appartiene ad A.

Che poi o sia l’unico numero che abbia.la proprieta’ indieca
ta segue dal fatto che se a' #0 avesse la stessa proprieth tut-'
ti i numeri razionali compresi fra a ed o' dovrebbsto appartene-~
re sia ad ‘A che a B, cic’ che e’ assurdo. . .




