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Esercizio 1. Si consideri la distribuzione di carica a simmetria sferica che genera in tutto lo spazio il potenziale
elettrostatico

V (r) =
A

4πε0

r

r2 + a2
,

dove a > 0 e A sono parametri dimensionali, e r è la coordinata radiale sferica di un opportuno sistema di riferimento
la cui origine coincide con il centro della distribuzione.

1. Determinare il campo elettrostatico E(r) generato in tutto lo spazio dalla distribuzione assegnata. Si indichi con
r̂ il versore radiale.

2. Determinare la densità di carica ρ(r) associata alla distribuzione assegnata.

3. Determinare la carica totale Qtot associata alla distribuzione assegnata.
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FIG. 1.

Esercizio 2. Una sbarra conduttrice di massa m, lunghezza a, e resistenza elettrica R, è libera di scorrere senza attrito
lungo due guide conduttrici verticali di resistenza elettrica trascurabile, mantenendosi orizzontale. Le due guide sono
collegate da un tratto conduttore di lunghezza a, e resistenza elettrica trascurabile. L’autoinduttanza complessiva del
circuito formato dalla sbarra, dalle due guide, e dal tratto di collegamento vale L (in figura essa è rappresentata come

se fosse concentrata in un punto del circuito). È fissato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale, con l’asse
z verticale, diretto verso il basso, e l’asse x orizzontale e parallelo alla sbarra, come in figura. Il sistema è immerso
in un campo d’induzione magnetica uniforme B = β ŷ, dove ŷ è il versore dell’asse y, e nel campo di gravità, con
accelerazione g = g ẑ, dove g > 0 e ẑ è il versore dell’asse z. All’istante t = 0 la velocità della sbarra è nulla e nel
circuito non circola corrente.

1. Scrivere le equazioni differenziali che determinano l’evoluzione della componente v della velocità della sbarra nel
verso positivo dell’asse z (cioè tale che v = v ẑ), e dell’intensità i della corrente che circola nel circuito, per t > 0.
Riferire il segno di i al verso di percorrenza del circuito concorde con la normale ŷ.

2. Assumendo che le guide siano sufficientemente lunghe, determinare (con i segni appropriati) i valori asintotici della
velocità, v∞, e dell’intensità di corrente, i∞.

2. Nel caso limite di campo d’induzione magnetica intenso, β2 � mR2/(4La2), determinare la costante di tempo τ
che governa il rilassamento esponenziale di v e i al loro valore asintotico.



Soluzione del compito di Fisica Generale II del 26 febbraio 2016
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Esercizio 1.

1. Il campo è puramente radiale, E(r) = Er(r)r̂, con componente radiale

Er(r) = −dV

dr
(r) =

A

4πε0

r2 − a2

(r2 + a2)
2 .

2. Per il teorema di Gauss ρ(r) = ε0 divE(r), ed essendo il campo radiale

ρ(r) =
ε0
r2

d

dr

[
r2Er(r)

]
= ε0

[
dEr

dr
(r) +

2

r
Er(r)

]
=
Aa2

2πr

3r2 − a2

(r2 + a2)
3 .

3. La carica totale cercata è

Qtot =

∫ ∞
0

ρ(r) 4πr2 dr = 2Aa2
∫ ∞
0

3r2 − a2

(r2 + a2)
3 r dr = A

∫ ∞
0

3s− 1

(s+ 1)
3 ds = A

dove si è usato il cambio di variabile s = r2/a2. A tale risultato si può giungere anche osservando che, per grandi r,

V (r) ≈ A

4πε0r

è il potenziale di un monopolo di carica Qtot = A.

Esercizio 2.

1. La variazione del flusso Φ concatenato con il circuito è Φ̇ = −βav, per cui l’equazione del circuito è

−βav − Ldi

dt
−Ri = 0,

che va risolta insieme all’equazione del moto della spira

m
dv

dt
= mg + βai,

in cui l’ultimo termine è la componente z della forza esercitata dal campo magnetico sulla sbarra. Si ottiene quindi
il sistema di due equazioni differenziali del primo ordine

di

dt
= −R

L
i− βa

L
v

dv

dt
= g +

βa

m
i

con condizioni iniziali i(t = 0) = 0, v(t = 0) = 0.

2. Il sistema ammette soluzioni particolari costanti, che coincidono con i valori asintotici cercati

i∞ = −mg
βa

, v∞ = − R

βa
i∞ =

mgR

β2a2
.

Il segno di i∞ è opposto al segno di β, v∞ è ovviamente sempre positiva.

3. Ricavando la velocità dalla prima equazione si ottiene

v = − R

βa
i− L

βa

di

dt
,



che, sostituito nella seconda, dà

d2i

dt2
+

1

τL

di

dt
+

1

τLτR
(i− i∞) = 0,

con 1/τL = R/L e 1/τR = (βa)2/(mR) [alternativamente, ricavando i dalla seconda equazione e sostituendo nella
prima, si ottiene per v la medesima equazione (con v∞ al posto di i∞)]. La soluzione dell’equazione è la somma
della soluzione generale dell’equazione omogenea e della soluzione particolare, i(t) = iomog(t) + i∞, con iomog(t) che
si annulla esponenzialmente per grandi t, di modo che i(t)→ i∞. Le radici del polinomio caratteristico sono infatti

λ± =
1

2

(
− 1

τL
±

√
1

τ2L
− 4

τRτL

)
= − 1

2τL

(
1∓

√
1− 4τL

τR

)
e hanno entrambe parte reale negativa (corrispondente ad un decadimento esponenziale). Nel regime di campo
magnetico intenso si ha che τL � τR, di modo che sotto radice compare una quantità negativa (a cui corrisponde la
parte oscillante della soluzione dell’equazione omogenea) e

λ± ≈ −
1

2τL
∓ ι
√
τLτR

,

con ι unità immaginaria. La parte reale dà l’inverso del tempo caratteristico cercato, di modo che τ = 2τL = 2L/R.


