Corso di laurea in Fisica, a.a. 2015/16

Analisi (L. Fanelli - M. Marchi - P. Vernole - A. Pisante)
Seconda prova in itinere — 15 gennaio 2016 — I

Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data
e —% per ogni risposta sbagliata.

1. Siano f(x) =1-cosx, g(x) = fox e dt. 3. Siano P(x) = 1 + x? ed f(x) = e* —log(l + x).
. S(x)
1A lime—o 075 =0 M - 3A P éil polinomio di Taylor di
) - x grado 2 e centroin xo = 0 di f - F
1B meo =g =0 v [ f) = P(x)
N | 3B lim,p————— =0 Hm r
X
1€ limo? (x)f(x) - - M| -
x 2 3C f(x) = P(x) + o(x*) Vv F
1D  lequazione della retta tangente 3D ) 0, esiste £ € (0..1)
il grafico di g(f(x)) nel punto di perogni x >0, esiste & € (U, x
ascissax=08y=x Vv B tale che f(x) — 1 = x(¢ - ) M -
1 xe[-2,0) 4. Sia F(x) = [ log(1 +*)dL.
2. Siag(x)={-2 xe[0,1) ;F@x) := [ ¢(s)ds.

3 xel[l2] 4A  F édecrescenteinR \Y F
2A  Fé&continuain [-2,2] M 4B F e dispari M -
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F(2) — F(O grado 1 centratoin xo =0 &
W wen2:00=-"2"0 v P(x) = - v H



| ~1||E

Figura 1: grafico di f

5. Data f(x) = 2xe‘i, studiare:
(i) dominio e segno di f

(ii) limiti negli estremi del dominio e continuita di f

(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f

(iv) convessita e grafico di f
Soluzione.
(i) Lunica operazione in f che non € sempre definita € la divisione 1/(1 + x). Di conseguenza, il dominio di f

Dy={xeR:x=+-1}.

Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) >0 & x > 0.
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in D;. Inoltre lim,—, .. 1/(1 + x) = 0, da cui

lim f(x) = +oo.

X—>+00

E poi evidente che lim,_,_+ 1/(1 + x) = +oo, da cui

lim _f(x) = —oo, lim f(x) = 0.

(iii) Un calcolo esplicito mostra che
, X 4+3x+1
= — T+x
F@==4

Di conseguenza,

ff(x)=20 o 2+3x+120 & x¢(—%_£_§+£]_

Risulta quindi che i punti x = —% - %5 ed x = —% + % sono, rispettivamente, di massimo e di minimo relativo per f.

Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
(iv) Un ulteriore calcolo esplicito mostra che

,, 3x+2 1
= — I+x |
P =Gy
Deduciamo che
ff)=20 & 3x+2>20 & x=--.
La funzione f € dunque convessa in [-2/3, +c0) € non convessa altrove.
Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 1.



6. Data I'equazione differenziale
u” +4u' +5u=4cost (%)
(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di ()

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = % u'(0) = 1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = > +41+5,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono 1y, := —2 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7' +47 + 5z = 4é”, «(f) = ne'.
Derivando, otteniamo 7’ = ine”, 7/ = —ne', per cui imponiamo che

4
-n+4in+5Sn=4 =1 = =
T T= 40+ 0

i
7

1
2

Deduciamo che u(r) = Rz(r) = %(cos t + sint) & una soluzione di (x) e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della
forma

1
Mﬂ:[mMCmHmﬁmﬂ+?mw+ﬂm) (1)

-2t & illimitata, 'unica soluzione limitata di («) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero

(iii) Dato che la funzione e
1 .
u(t) = E(COS t +sint).
(iv) Derivando in (1) otteniamo

1
W(t) = e [(cy — 2¢1)cost — (¢1 + 2¢2) sint] + E(cos t —sint),

da cui u(0) = ¢; + 3, u'(0) = c2 — 2¢; + 3. Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

civi=}
¢ —2c) + % =1
la cui unica soluzione e ¢; =0, ¢, = % da cui otteniamo la soluzione richiesta

[e’zr sint + cost + sin t] )

N =

u(t) =
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Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data

e —% per ogni risposta sbagliata.

1. Siano P(x) =1+ x*ed f(x) = e% —cosx + 1.

1A P éil polinomio di Taylor di
grado 2 e centroin xp = 0di f

1B Vx>0, esiste £ € (0, x)tale che
2
fx)-1= x(fe% + sin{;‘)

1C f(x) = P(x)+ o(x%)
@ P _

x2

[ F

n

1D lim,_, 0

2. Siano f(x) = xsinx, g(x) = fox e dt.

, fx)
24 lim,_o L2 = F
* g(x) i
B lim, LY M -
X
20 lim_g TP _ v B

g(x)
2D  l'equazione della retta tangente
il grafico di g(f(x)) nel punto di
ascissax=0&y=x \

3. SiaF(x)= fOxtarctantdt.

3A il polinomio di Taylor di F di
grado 1 centrato in xo =0 €
P(x) = nx

3B F edecrescentein R

3¢ F(H=%2-1

<.<<
H-HE

3D Fepari

-1 xe[-2,0)

4. Siag(x) =12 x€[0,1) ;Fx) := [ ¢(s)ds.
-3 xe[l,2]

4A  F e derivabile in [-2,2]

4B F ediscontinuain x =0

-~ 0 H

\

Vv
4C F()=1 v
4D  esiste £ € [-1,0] tale che

#(&) = 3(F(0) — F(=1)) v



Figura 2: grafico di f

1

5. Data f(x) = (2 — x)ex3, studiare:

(i) dominio e segno di f
(i) limiti negli estremi del dominio e continuita di f

(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f

(iv) convessita e grafico di f
Soluzione.
(i) Lunica operazione in f che non & sempre definita € la divisione 1/(x — 3). Di conseguenza, il dominio di f &
Dy:={xeR:x#3}L
Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) >0 & x <2
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in D;. Inoltre lim, .. 1/(x —3) = 0, da cui
lim f(x) = Foo.

X—>+00

E poi evidente che lim,_,3: 1/(x — 3) = +o0, da cui

lim f(x) =0, lim f(x) = —co.

(iii) Un calcolo esplicito mostra che ,
fly=-"—""— (;7_x3;211e5
Di conseguenza, i i
7 57 5
=20 o FP-Tx+11<0 o [5—7,2+7}.
1_Yedx= % + %5 sono, rispettivamente, di minimo e di massimo relativo per f.

Risulta quindi che i punti x = 5 — =
Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
(iv) Un ulteriore calcolo esplicito mostra che

oo 8—3x
[ = G

€1
x-3

W | oo

Deduciamo che
ffx)=20 & 8-3x=20 & x<

La funzione f & dunque convessa in (—c0, 8/3] € non convessa altrove.
Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 2.



6. Data I'equazione differenziale
u’ +6u +10u=13cost (%)

(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di (x)

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = 0, u’(0) = 1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = 2> + 64+ 10,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono Ay, := —3 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7’ +67 + 10z = 13€", 2(f) = ne™.
Derivando, otteniamo z’ = ine', 7/ = —ne™, per cui imponiamo che

13 2i

—p+ 6in + 107 = 13 - -2
1 S U < 173352 3

Deduciamo che u(r) = Rz(t) = cost + %sint & una soluzione di (x) e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della

forma

. 2.
u(f) = e [cy cost + ¢y sint] + cos 1 + 3 sin ¢ 2)

(iii) Dato che la funzione ¢~ & illimitata, 'unica soluzione limitata di (x) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero
2 .
u(t) = cost+ 3 sint.
(iv) Derivando in (2) otteniamo
’ -3t . . 2
u'(t) = e '[(c; —3cy)cost — (¢ + 3cy)sint] —sint + 3 cost,

dacuiu)=c;+1,u'(0)=cr —3c; + % Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

c| + 1=0

¢y — 3¢ + % =1
la cui unica soluzione € ¢c; = -1, ¢» = —%, da cui otteniamo la soluzione richiesta

_3 8 . 2
u(t) =e —cost—§31nt +cost+§smt.
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Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data
e —% per ogni risposta sbagliata.

1. Siano f(x) =1-cosx, g(x) = fox e dt. 3. Siano P(x) = 1 + 2% ed f(x) = e™* —log(1 — x).
. J-x _
1A lime—o == =0 v B 34 peilpolinomio di Taylor di
Fog 1 grado2ecentroinxo=0dif [l F
1B lim, =~ = - M r _ ,
X 2 3B perogni x>0, esiste £ € (0, x)
_1= &4 1
1C tim,_o T _ M F tale che f -1 =x(¢f+ ) v [
) =P
1D  I'equazione della retta tangente 3C  lim,—y —Q 0 - F
il grafico di g(f(x)) nel punto di
ascissax=08&y=ux v B 3D f(x) - P(x) = o(x%) v F
-2 x€[-2,0) : 4. Sia F(x) = ['log(1 + ).
2. Siag(x)=<1 x€[0,1) ;F(x) := [ ¢(s)ds.
2 xefl,2] 4A  F ecrescenteinR v F
2A  F & continuain [-2,2] B r 4B F(1)=%-2+log2 B r
2B F @& derivabile in x = 1 Y% F 4C  F épari v F
2C F2)=0 v H 4D il polinomio di Taylor di F di
2D  esiste £ € [0,2] tale che grado 1 centrato in xo =0 &
$(&) = L(F(2) - F(0)) v [H P(x) = 2x v



Figura 3: grafico di f
5. Data f(x) = xeﬁ, studiare:

(i) dominio e segno di f

(i) limiti negli estremi del dominio e continuita di f

(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f
(iv) convessita e grafico di f

Soluzione.

(i) Lunica operazione in f che non € sempre definita € la divisione 1/(x — 1). Di conseguenza, il dominio di f

Df:={xeR:x=+1}

Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) > 0 & x > 0.
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in D;. Inoltre lim,—, .+ 1/(x — 1) = 0, da cui

lim f(x) = +oo.

X—>*00

E poi evidente che lim,_,;+ 1/(x — 1) = +co, da cui

lim_f(x) =0,

lim f(x) = +oo.
x—1*
(iii) Un calcolo esplicito mostra che

, ¥ =3x+1 4
= — e x1
fo==Tpre
Di conseguenza,

3 V53 W5
% 2_ > 2 V22 Vo
(=20 & x-3x+120 & xgé[z 2,2+ 2)_
i indi i P —3_ 5 V5
Risulta quindi che i punti x = 5 — 3°

ed x = % + 75 sono, rispettivamente, di massimo e di minimo relativo per f.
Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
(iv) Un ulteriore calcolo esplicito mostra che

oy 3x—2
100 = e
Deduciamo che

€1
X1

f')>0 o 3x-2>0 © x>

La funzione f e dunque convessa in [2/3,1) e in (1, +0) € non convessa altrove.

W

Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 3.



6. Data I'equazione differenziale
u” +4u' +5u=4sint (%)
(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di (x)

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = —%, W' (0)=1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = > +41+5,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono 1y, := —2 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7' +47 + 5z = 4é”, 2(f) = ne'.
Derivando, otteniamo 7’ = ine”, 7/ = —ne', per cui imponiamo che

4
-n+4in+5Sn=4 =1 = =
S T= 40+ 4

i
7

1
2

Deduciamo che u(r) = 3z(¢) = %(sint — cos ) € una soluzione di () e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della
forma

1
mn:a%qmw+qmm+§@m—mw> 3)

-2t & illimitata, 'unica soluzione limitata di («) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero

(iii) Dato che la funzione e
1 .
u(t) = E(sm t —cost).
(iv) Derivando in (3) otteniamo

1
u'(t) = e‘”[(cz —2cy1)cost— (¢ +2¢y)sint] + E(cos t +sint),

da cui u(0) = ¢; — 3, w'(0) = c2 — 2¢1 + 3. Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

la cui unica soluzione e c; =0, ¢, = % da cui otteniamo la soluzione richiesta

u(t) =

[e’zr sint + sin ¢ — cos t] )

N =
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Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data
e —% per ogni risposta sbagliata.

1. Siano f(x) = xsinx, g(x) = fox e dt. -1 xe€[-2,0)
3. Siag(x)={-2 x€[0,1) ;Fx) := [ ¢(s)ds.
. (%) 3 xe[l,2]
1A lim, ,p—==0 F
) v
_ ~ . . . _ l
1B lim,_., f(x() ) X0 v G 3A  F éderivabileinx =1 M r
g(x
3B F édiscontinuain x = § \% B
1€ Timy_o L (x)f W) _ H -
_ 3¢ F()=1 Vv F
1D l'equazione della retta tangente
il grafico di g(f(x)) nel punto di 3D esiste £ € [-1,0] tale che
ascissax=06y=x v B #(&) = L(F(0) - F(~1)) v B

. _ 2 — ﬁ_ X
2. SianoP(x)=1+x"ed f(x) =e7 —cosx+ 1. 4 Sia F(X)=f0 ¢+ arctan ¢ dr.

2A P éil polinomio di Taylor di 4A il polinomio di Taylor di F di
grado2ecentroinxo=0dif [Nl F grado 1 centrato in xo = 0 &
P(x) = nx .

2B Vx>0, esiste ¢ € (0, x) tale che
) —1= x(ge% + sing)

2C  f(x) = P(x) + o(x®)

S =Pw

x2

F 4B F ecrescenteinR

4C  F edispari

<..<

2D lim,_, 0 F 4D F(1)=0

n



Figura 4: grafico di f

5. Data f(x) = (1 — 2x)e™7, studiare:
(i) dominio e segno di f
(ii) limiti negli estremi del dominio e continuita di f
(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f

(iv) convessita e grafico di f
(i) Lunica operazione in f che non & sempre definita & la divisione 1/2(x — 1). Di conseguenza, il dominio di f &

Soluzione.
Dy:={xeR:x#1}

Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) >0 & x < 1/2.
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in Dy. Inoltre lim, .o 1/2(x — 1) = 0, da cui

lim f(x) = Foo.

|

X200
E poi evidente che lim,_, ;- 1/2(x — 1) = +oo, da cui
[lim f() =0, lim f(x) = —co.
(iii) Un calcolo esplicito mostra che ,
Di conseguenza, i i
5 55 5
(>0 © 4x*-10x+5<0 & e(Z_T’ZJrT .

¥ ed x = 24 %5 sono, rispettivamente, di minimo e di massimo relativo per f.

Risulta quindi che i punti x = 3

5

O
Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 4.



6. Data I'equazione differenziale
u’ +6u’ +10u = 13sint (%)
(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di (x)

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = 0, u’(0) = —1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = 2> + 64+ 10,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono Ay, := —3 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7’ +67 + 10z = 13€", 2(1) = ne™.
Derivando, otteniamo z’ = ine', 7/ = —ne™, per cui imponiamo che

13 2i

—p+ 6in + 107 = 13 - -2
(R < 173352 3

Deduciamo che u(r) = Jz(¢) = sint — %cost € una soluzione di (x) e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della

forma

. . 2
u(f) = e [cy cost + cp sint] + sint — 3 cost )

(iii) Dato che la funzione ¢~ & illimitata, 'unica soluzione limitata di (+) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero
. 2

u(t) = sint — 3 cost.

(iv) Derivando in (4) otteniamo
’ -3t : 2 .
u'(t) = e '[(c; —3cy)cost — (¢ + 3cy)sint] + cost + 3 sint,

da cui u(0) = ¢; — % u'(0) = ¢; — 3¢y + 1. Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

Cl — % = 0

c—=3ci+1=-1
la cui unica soluzione € ¢ = % ¢, = 0, da cui otteniamo la soluzione richiesta

2 . 2
u(t) = —673t§ cost + sint — 3 cos .
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Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data
e —% per ogni risposta sbagliata.

1. Siano P(x) =1+ x? ed f(x) = e* —log(1 + x). 3. Siano f(x) =1 —cosx, g(x) = fox e dt.
1A P éil polinomio di Taylor di T T A I
grado2ecentroinx,=0dif [l F 8(x)
. fx) = P(x) B lim P * Vv
1B hmx_,() T =0 - F 1my—0 g(x) .
1IC  f(x) = P() + o(x") v B scoim O] M -
. . X
1D pel-r O?]n' x>0, '138_'Ste ‘ff (O’lx) v . 3D lequazione della retta tangente
tale che f(x) ~ 1 = x(¢f - 15) il grafico di g(#(x)) nel punto di
ascissax=0€&y=x \Y .
1 xe[-2,0)
2. Siag(x)={-2 x€[0,1) ;Fx) := [ d(s)ds. 4. Sia F(x) = [ log(1 +*)dL.
3 x€[1,2]
4A  F eédecrescente in R \Y .
2A  F écontinuain [-2,2] - F 4B F & dispari - F
2B F & derivabile in [-2,2] v B AC  F(l)=Z-2+log2 H -
2C F()=2 v B 4D il polinomio di Taylor di F di
F(2) - F(0) grado 1 centrato in xo =0 &
w xep2:00="2 10y P() = v



| ~1||E

Figura 5: grafico di f

5. Data f(x) = 2xe‘i, studiare:
(i) dominio e segno di f

(ii) limiti negli estremi del dominio e continuita di f

(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f

(iv) convessita e grafico di f
Soluzione.
(i) Lunica operazione in f che non € sempre definita € la divisione 1/(1 + x). Di conseguenza, il dominio di f

Dy={xeR:x=+-1}.

Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) >0 & x > 0.
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in D;. Inoltre lim,—, .. 1/(1 + x) = 0, da cui

lim f(x) = +oo.

X—>+00

E poi evidente che lim,_,_+ 1/(1 + x) = +oo, da cui

lim _f(x) = —oo, lim f(x) = 0.

(iii) Un calcolo esplicito mostra che
, X 4+3x+1
= — T+x
F@==4

Di conseguenza,

ff(x)=20 o 2+3x+120 & x¢(—%_£_§+£]_

Risulta quindi che i punti x = —% - %5 ed x = —% + % sono, rispettivamente, di massimo e di minimo relativo per f.

Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
(iv) Un ulteriore calcolo esplicito mostra che

,, 3x+2 1
= — I+x |
P =Gy
Deduciamo che
ff)=20 & 3x+2>20 & x=--.
La funzione f € dunque convessa in [-2/3, +c0) € non convessa altrove.
Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 1.



6. Data I'equazione differenziale
u” +4u' +5u=4cost (%)
(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di ()

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = % u'(0) = 1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = > +41+5,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono 1y, := —2 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7' +47 + 5z = 4é”, «(f) = ne'.
Derivando, otteniamo 7’ = ine”, 7/ = —ne', per cui imponiamo che

4
-n+4in+5Sn=4 =1 = =
T T= 40+ 0

i
7

1
2

Deduciamo che u(r) = Rz(r) = %(cos t + sint) & una soluzione di (x) e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della
forma

1
Mﬂ:[mMCmHmﬁmﬂ+?mw+ﬂm) (1)

-2t & illimitata, 'unica soluzione limitata di («) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero

(iii) Dato che la funzione e
1 .
u(t) = E(COS t +sint).
(iv) Derivando in (1) otteniamo

1
W(t) = e [(cy — 2¢1)cost — (¢1 + 2¢2) sint] + E(cos t —sint),

da cui u(0) = ¢; + 3, u'(0) = c2 — 2¢; + 3. Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

civi=}
¢ —2c) + % =1
la cui unica soluzione e ¢; =0, ¢, = % da cui otteniamo la soluzione richiesta

[e’zr sint + cost + sin t] )

N =

u(t) =
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Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data
e —% per ogni risposta sbagliata.

1. Sia F(x) = [ tarctantdr. 3. Siano f(x) = xsinx, g(x) = [ e” d.
1A il polinomio di Taylor di F di
grado 1 centrato in xo =0 & 34 lim,_ f& 0 [ ] F
P(x) = x V . (x)
. X X
1B F &crescenteinR B r 3B lim,_, oA ))Cf( ) _ 1 M -
1IC  Fépari v B 3C lim, f(x() ; Yoo v B
—z_1 b
1D F()=3-3 - F 3D l'equazione della retta tangente
il grafico di g(f(x)) nel punto di
ascissax=06y=x v B

2. Siano P(x) = 1+ x2 ed f(x) = ¢5 —cosx + 1.

-1 x€[-2,0)
2A P éil polinomio di Taylor di 4. Siag) =12 xe[0.1) ;F@):= [ d(s)ds.
grado2ecentroinxy=0di f [l F -3 xe[l,2]
2B Vx>0, esiste & € (0, x) tale che 4A  F & derivabile in [-2,2]

fx)—-1= x(§e§ + sinf)

2C  f(x)=Pkx) + o(x%)
NORON

x2

Vv
4B F ediscontinuain x =0 \Y
i F()=1 (]

4D  esiste £ € [-1,0] tale che
$(&) = 5(F(0) - F(-1)) \%

M
-~ HHE

2D lim,_, 0



Figura 6: grafico di f

1

5. Data f(x) = (2 — x)ex3, studiare:

(i) dominio e segno di f
(i) limiti negli estremi del dominio e continuita di f

(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f

(iv) convessita e grafico di f
Soluzione.
(i) Lunica operazione in f che non & sempre definita € la divisione 1/(x — 3). Di conseguenza, il dominio di f &
Dy:={xeR:x#3}L
Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) >0 & x <2
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in D;. Inoltre lim, .. 1/(x —3) = 0, da cui
lim f(x) = Foo.

X—>+00

E poi evidente che lim,_,3: 1/(x — 3) = +o0, da cui

lim f(x) =0, lim f(x) = —co.

(iii) Un calcolo esplicito mostra che ,
fly=-"—""— (;7_x3;211e5
Di conseguenza, i i
7 57 5
=20 o FP-Tx+11<0 o [5—7,2+7}.
1_Yedx= % + %5 sono, rispettivamente, di minimo e di massimo relativo per f.

Risulta quindi che i punti x = 5 — =
Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
(iv) Un ulteriore calcolo esplicito mostra che

oo 8—3x
[ = G

€1
x-3

W | oo

Deduciamo che
ffx)=20 & 8-3x=20 & x<

La funzione f & dunque convessa in (—c0, 8/3] € non convessa altrove.
Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 2.



6. Data I'equazione differenziale
u’ +6u +10u=13cost (%)

(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di (x)

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = 0, u’(0) = 1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = 2> + 64+ 10,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono Ay, := —3 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7’ +67 + 10z = 13€", 2(f) = ne™.
Derivando, otteniamo z’ = ine', 7/ = —ne™, per cui imponiamo che

13 2i

—p+ 6in + 107 = 13 - -2
1 S U < 173352 3

Deduciamo che u(r) = Rz(t) = cost + %sint & una soluzione di (x) e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della

forma

. 2.
u(f) = e [cy cost + ¢y sint] + cos 1 + 3 sin ¢ 2)

(iii) Dato che la funzione ¢~ & illimitata, 'unica soluzione limitata di (x) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero
2 .
u(t) = cost+ 3 sint.
(iv) Derivando in (2) otteniamo
’ -3t . . 2
u'(t) = e '[(c; —3cy)cost — (¢ + 3cy)sint] —sint + 3 cost,

dacuiu)=c;+1,u'(0)=cr —3c; + % Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

c| + 1=0

¢y — 3¢ + % =1
la cui unica soluzione € ¢c; = -1, ¢» = —%, da cui otteniamo la soluzione richiesta

_3 8 . 2
u(t) =e —cost—§31nt +cost+§smt.
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Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data

e —% per ogni risposta sbagliata.

1. Siano f(x) = 1-cosx, g(x) = [ ™" dt.

: fx)—x
1A lim,_, =0 \%
) [F]
. S0gx) 1
1B lim,_, e =5 - F
: fx)
1 lim, 0 ——= = F
C im,_q o 0 -
1D l'equazione della retta tangente
il grafico di g(f(x)) nel punto di
ascissax=0€éy=ux \Y .
2. Siano P(x) = 1+ x? ed f(x) = e™* — log(1 — x).
2A P éil polinomio di Taylor di
grado2ecentroinxy=0dif [l F
2B f(x) = P(x) + o(x%) v F
2C  perognix > 0, esiste ¢ € (0, x)
tale che f -1 =x(ef+ %) v [
2D lim,_s ]LZP(X) =0 M r

X

-2 xe[-2,0)

3. Siag(x)={1 x€[0,1) ;F@x) := [ ¢(s)ds.

3A
3B

3C
3D

2 xe[l,2]

F & continua in [-2, 2]
F & derivabile in x = 1
F2)=0

esiste ¢ € [0, 2] tale che

$(&) = 3(F(2) = F(0)

4. Sia F(x) = [ log(1 +*)dt.

4A
4B

4C

F e crescente in R
F(1)=%-2+log2
F & pari

il polinomio di Taylor di F di
grado 1 centrato in xo =0 &
P(x) =2x

~HBE
E B - -

H BN -



Figura 7: grafico di f
5. Data f(x) = xeﬁ, studiare:

(i) dominio e segno di f

(i) limiti negli estremi del dominio e continuita di f

(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f
(iv) convessita e grafico di f

Soluzione.

(i) Lunica operazione in f che non € sempre definita € la divisione 1/(x — 1). Di conseguenza, il dominio di f

Df:={xeR:x=+1}

Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) > 0 & x > 0.
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in D;. Inoltre lim,—, .+ 1/(x — 1) = 0, da cui

lim f(x) = +oo.

X—>*00

E poi evidente che lim,_,;+ 1/(x — 1) = +co, da cui

lim_f(x) =0,

lim f(x) = +oo.
x—1*
(iii) Un calcolo esplicito mostra che

, ¥ =3x+1 4
= — e x1
fo==Tpre
Di conseguenza,

3 V53 W5
% 2_ > 2 V22 Vo
(=20 & x-3x+120 & xgé[z 2,2+ 2)_
i indi i P —3_ 5 V5
Risulta quindi che i punti x = 5 — 3°

ed x = % + 75 sono, rispettivamente, di massimo e di minimo relativo per f.
Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
(iv) Un ulteriore calcolo esplicito mostra che

oy 3x—2
100 = e
Deduciamo che

€1
X1

f')>0 o 3x-2>0 © x>

La funzione f e dunque convessa in [2/3,1) e in (1, +0) € non convessa altrove.

W

Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 3.



6. Data I'equazione differenziale
u” +4u' +5u=4sint (%)
(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di (x)

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = —%, W' (0)=1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = > +41+5,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono 1y, := —2 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7' +47 + 5z = 4é”, 2(f) = ne'.
Derivando, otteniamo 7’ = ine”, 7/ = —ne', per cui imponiamo che

4
-n+4in+5Sn=4 =1 = =
S T= 40+ 4

i
7

1
2

Deduciamo che u(r) = 3z(¢) = %(sint — cos ) € una soluzione di () e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della
forma

1
mn:a%qmw+qmm+§@m—mw> 3)

-2t & illimitata, 'unica soluzione limitata di («) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero

(iii) Dato che la funzione e
1 .
u(t) = E(sm t —cost).
(iv) Derivando in (3) otteniamo

1
u'(t) = e‘”[(cz —2cy1)cost— (¢ +2¢y)sint] + E(cos t +sint),

da cui u(0) = ¢; — 3, w'(0) = c2 — 2¢1 + 3. Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

la cui unica soluzione e c; =0, ¢, = % da cui otteniamo la soluzione richiesta

u(t) =

[e’zr sint + sin ¢ — cos t] )

N =
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Regolamento. Annerire in modo evidente un’opzione a scelta fra V (vero) ed F (falso).
Sara assegnato un punteggio di 1 per ogni risposta giusta, 0 per ogni risposta non data

e —% per ogni risposta sbagliata.

-1 x€e[-2,0)
L Siagx)={-2 xe[0,1) ;Fx):= [ ¢(s)ds.

3 xe[l,2]

1A F éderivabilein x = 1 [

1B F édiscontinuain x = 1 v

1IC F()=1 %

1D  esiste £ € [-1,0] tale che

$(&) = 5(F(0) - F(=1)) \

2. Siano f(x) = xsinx, g(x) = [ e dr.

Jfx)

24 im0 1Y =0
’ g Kl
P T AC A Vv
8(x)
2C  tim,_o L8 v
X

2D  l'equazione della retta tangente
il grafico di g(f(x)) nel punto di
ascissax=0€y=x Vv

H BN -

3. Siano P(x) =1+ x%ed f(x) = e% —cosx+ 1.

3A

3B

3C

3D

P é il polinomio di Taylor di

grado 2 e centro in xo =0 di f

Vx> 0, esiste ¢ € (0, x) tale che

) -1= x(§e§ + sing)

f(x) = P(x) + o(x?)
@ Pw)

X2 0

lim,_,

4. SiaF(x) = foxtarctantdt.

4A

4B
4C
4D

il polinomio di Taylor di F di
grado 1 centrato in xo =0 &
P(x) = nx

F & crescente in R
F & pari

F(l) =

n_1
)

v F

(]
v F
(]

<
m

<
Rl



Figura 8: grafico di f

5. Data f(x) = (1 — 2x)e™7, studiare:
(i) dominio e segno di f
(ii) limiti negli estremi del dominio e continuita di f
(iii) derivabilita, monotonia ed estremi relativi ed assoluti di f

(iv) convessita e grafico di f
(i) Lunica operazione in f che non & sempre definita & la divisione 1/2(x — 1). Di conseguenza, il dominio di f &

Soluzione.
Dy:={xeR:x#1}

Dato che la funzione esponenziale assume valori positivi, concludiamo inoltre che f(x) >0 & x < 1/2.
(ii] In quanto prodotto di funzioni continue, f & continua in Dy. Inoltre lim, .o 1/2(x — 1) = 0, da cui

lim f(x) = Foo.

|

X200
E poi evidente che lim,_, ;- 1/2(x — 1) = +oo, da cui
[lim f() =0, lim f(x) = —co.
(iii) Un calcolo esplicito mostra che ,
Di conseguenza, i i
5 55 5
(>0 © 4x*-10x+5<0 & e(Z_T’ZJrT .

¥ ed x = 24 %5 sono, rispettivamente, di minimo e di massimo relativo per f.

Risulta quindi che i punti x = 3

5

O
Dato che f ¢ illimitata sia dall’alto che dal basso, come mostrato in (ii), non esistono punti di estremo assoluto.
Il grafico di f quindi quello mostrato in figura 4.



6. Data I'equazione differenziale
u’ +6u’ +10u = 13sint (%)
(i) trovare tutte le soluzioni del’equazione omogenea associata a (x)
(i) trovare tutte le soluzioni di (%)
(iii) trovare tutte le soluzioni limitate di (x)

(iv) trovare tutte le soluzioni di (x) tali che u(0) = 0, u’(0) = —1.

Soluzione.
(i) Il polinomio caratteristico dell’equazione omogenea &

P(1) = 2> + 64+ 10,

le cui due radici (complesse e coniugate) sono Ay, := —3 +i. Le soluzioni del’'equazione omogenea sono quindi tutte
e sole della forma
uo() = e [cy cost + cosint].

(ii) Per trovare una soluzione particolare di (x), cerchiamo z(¢) € C tale che
7’ +67 + 10z = 13€", 2(1) = ne™.
Derivando, otteniamo z’ = ine', 7/ = —ne™, per cui imponiamo che

13 2i

—p+ 6in + 107 = 13 - -2
(R < 173352 3

Deduciamo che u(r) = Jz(¢) = sint — %cost € una soluzione di (x) e quindi le soluzioni di (x) sono tutte e sole della

forma

. . 2
u(f) = e [cy cost + cp sint] + sint — 3 cost )

(iii) Dato che la funzione ¢~ & illimitata, 'unica soluzione limitata di (+) & tale che ¢; = ¢, = 0 ovvero
. 2

u(t) = sint — 3 cost.

(iv) Derivando in (4) otteniamo
’ -3t : 2 .
u'(t) = e '[(c; —3cy)cost — (¢ + 3cy)sint] + cost + 3 sint,

da cui u(0) = ¢; — % u'(0) = ¢; — 3¢y + 1. Imponendo le condizioni iniziali richieste otteniamo dunque

Cl — % = 0

c—=3ci+1=-1
la cui unica soluzione € ¢ = % ¢, = 0, da cui otteniamo la soluzione richiesta

2 . 2
u(t) = —673t§ cost + sint — 3 cos .



