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Soluzione degli esercizi proposti

1. Sia {N,};>0 un processo di Poisson.
a) Determinare il valore atteso del numero di arrivi entro il tempo ¢t = 2,
condizionatamente all’informazione

(Ny =0,N; =5).

con intensita p tale che P(N; = 0) = 1.

b) Calcolare P(Ny = 1, Ny = 5) assumendo che Uintensita p del processo sia
tale che P(N; =0) = 1

Soluzione

a) Indicando con p l'intensita del processo, si ha, per k =0, ..., 5,

P(Ny = k|N; =0, Ny = 5) =

P(N; =0,Ny = k, Ny = 5)
P(N; =0,N, =5)

5l exp{—pu} exp{—p* exp{~2u} (2p)° " _
k(5 — k) exp{—p} exp{—3u} (3u)°
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Ne segue

5
B (No| Ny = 0, Ny = 5) = .

b) La condizione P(N; = 0) = 1 si traduce in exp{—u} = 1 e dunque
u=log4.

Possiamo concludere

2n)* _
41

P(Ny =1,N4 =5) = exp{—2p}2uexp{—2u}

_ exp{—4log4} (2log4)° B 9
= I =2.6667 x 107°.

2. Una catena di Markov {X,,},=0,1 sullo spazio degli stati E = {1,2,3}
ha matrice di transizione P individuata dalle seguenti condizioni:
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P11 = E7p22 = 671012 = P21,P31 = P33,P23 = P32 = 0



a) Determinare se tale matrice & regolare

b) Determinare la distribuzione invariante, giustificandone esistenza ed unic-
ita

¢) Determinare

lim P{Xn:1 = X, }.

n—oo

Soluzione

a) La matrice ¢ regolare in quanto risulta, come si vede immediatamente,
che tutti gli elementi di P? sono positivi.
b) La distribuzione invariante ¢ data da
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lim P{Xp41 = X,} =
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lim (P{X, 11 = Xp|Xn = 1}P (X, = 1) + P{Xpy1 = Xu| X, = 2P (X, = 2) + P{X,, 1 = X,|X,, = 3}P (X
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3. Sia X1, X5,... una successione di variabili aleatorie indipendenti, tutte
con distribuzione esponenziale. Si supponga che esse non siano identicamente
distribuite, bensi valga

a) Calcolare
P(X; < Xs).

b) Dimostrare che
2
n(n+1)
¢) Si ponga ora n = 100. In termini del teorema centrale del limite, calcolare il
valore approssimato per la probabilita

P{1I§nk12nXk =X} =

100

1
P{—09< — S kX, < 1.1}
{ 09—100;k kS L1

Soluzione

a) Siano X ed Y due variabili aleatorie indipendenti con distribuzioni espo-
nenziali, rispettivamente di parametri pux e py.

P(X<Y)= /0+°° /:OO Ix,y(z,y)dedy = /0+°° Ix(z) [/;OO fx(y)dy] dx =



—+o0
nx
exp{—x - exp{—=x - der = ———.
/O px exp{—x - px} [exp{—= - py }] i+ oy

Per le nostre due variabili X;, Xo, di parametri pux, =1 e pux, = 2 rispetti-
vamente, abbiamo allora

1
P(X) < Xp) = 5.

b) Consideriamo ora n variabili aleatorie indipendenti Y3, ...,Y,,, con dis-
tribuzioni esponenziali rispettivamente fiy, ..., fy.
Dimostriamo che risulta
P{ min Y, =i} = L
SREn Zk:1 Kk
Osserviamo, a tale proposito, che la variabile aleatoria mins<y<y, Yi segue
una distribuzione esponenziale con parametro dato da

n
Z Kk
k=2

e che essa ¢ stocasticamente indipendente da Y;. In base a quanto mostrato nel
precedente punto a), si ha dunque

: . . M1 M1
P{ min YV, =Y1} =P{min(Y;, min Yy | =Y} = = .
fig, Ye=n)=H ( " 2<ksn ’“) RS S/ 5
Osservando che le variabili X7, Xs,... sono esponenziali indipendenti con
parametri uguali a u; = 1, uo = 2, ... rispettivamente, possiamo concludere,

. 1 2
P{1I§r}cl£nXk =Xt = ik n(n+1)

c) Per ¢t > 0,

P(kXy > t) = P(X), > %) — exp{fkg} — exp{—1}.

Dunque le variabili aleatorie X;,2X5, 3 X3, ... sono variabili aleatorie indipen-
denti ed identicamente distribuite, con distribuzione esponenziale standard (cioe
di parametro A = 1). Esse hanno tutte valore atteso uguale ad 1 e varianza
uguale a 1. La media aritmetica ﬁ > r_1 kX}, ha valore atteso uguale ad 1
e varianza uguale ad ﬁ. In virtu del TCL possiamo concludere, indicando al
solito con Z una variabile aleatoria fittizia distribuita secondo una gaussiani

standard,
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P{-1.9-10< Z <0.-10} = ® (1) — ®(—19) = & (1) = 0.8413.
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