per ogni derivate 1) del primo ordine in O tangente alla sottovarietd {o =0} N

{e =0},

Allora, per ogni direzione s in O che entra in Q trasversalmente a ciascuna superficie

v, . . g :

6—: <0 in O in caso di disuguaglionza stretie in (1.2)
A &u o . . .
D <0 o ) <0 in O in caso di uguaglianza in (1.2)

1.2 Proprietd spettrali per operatori uniforme-

mente ellittici autoaggiunti del IT ordine

1.2.1 Autovalori ed autofunzioni

Vogliamo risolvere il problema agli autovalori con condizione di Dirichlet omogenea
Q C RY aperto limitato

—Lu = Au , in Q)
u =0 , su 08}

dove L = Au+c(z) , c€ L*®(2)

Teorema 1.8 (di esistenza di autofunzioni, autovalori). Per un certo k > 0
esiste una base ortonormale di L?(Q2) {1} ed una successione di numeri reali { \,}n

con
Ap == 400

—k <A <A< <N, <

tali che
=Dy — (2P0 = Anthn , in Sl
W € Hy(Q) NC2(Q)

Definizione 1.5. Chiamiamo {in}n, {An}n rispettivamente autofunzioni ed auto-
valor: di I, in §2
Ed in particolare Ay autovalore principale.

Dimostrazione. Sia k > ||c||co, allora, per questa scelta di &, la forma bilineare e

continua su ()

a{u,v) = glu,v) + k/ uv

2
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(dove g(u, v) = [, VuVy — Jo c(@)uv & la forma bilineare e continua associata all’-
operatore L)
& coercitiva, infatti:
o) = [ 1Vul = fololulf + Kol
llellirgey + (& = lelloo) lull?

i3y oy + 0= s

v

quindi in particolare a(u,v) & un prodotto scalare equivalente al prodotto scalare di
H; () (equivalenza segue dalla continuita e dalla coercitivita).

Pertanto, data f € L2(02), per il teorema di Lax-Milgram, anzi in realtd per il
teorema di Riesz, 3! u € H}(Q) soluzione debole di

~Ay —(e(z) —kRu=f , 1§
u=20 , su 0§}

E” ben definito, quindi, 'operatore lineare ¢ = (— A — e(z)+ k)t

G L) — LM
fF=2Gf=u

che &
- compatto (grazie al’immersione compatta H1(Q) < .2 (€2} , € limitato);
- autoaggiunto:
<Gho>pe = [ (@1
[, v@nvies - [ e +k [ @rien)

/ﬂf(Gg) =< [,Gg >pe

i

- definito positivo:

@i

1l

fﬂ VG - [ (@) G +k / @1y
IGH B+~ lell)GFE >0 s f %0

v
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Quindi applicando la teoria generale degli operatori lineari compatti e autoaggiunti
segue che

esiste una base ortonormale di L2(Q2) {4}, di autofunzioni di G ed una successione
di autovalori di G positivi {,}» convergente a zero che posso assumere non cres-
cente (a patto di riordinarli), tali che G, = pathy.

Poniamo
=1
:Bn - nu’ﬂ

allora

Ty/)n = G(ﬁn’ﬁbn)

Poich® Pimmagine di G & in H} (), abbiamo che ¢, € H} ()
inoltre

Batbav = VG(JBMDR)V'U - C(:B)G(,Bnl,bn)ﬂ +k G(ﬁnwn)v
Y] Q Q /Y;
= [ V,Vo— [ claypv+k [ v Voe H(Q)
IR /

quindi 1, & soluzione debole di —Ath, — (c(z) — k)b = Buthn ,in Q2
ossia 1, & soluzione deboie di

ANy — () = Anthn i Q)

con

Au = (B — k) = (" — k)

Osserviamo che {essendo p, — 0, g, > 0 e non crescente)

Ay non decrescente
AL > —k
Resta da dimostrare che ¢, € C%{(Q) :
sia ¢ € 2, considero B(z,r) C Q
W € LY B(z,7)) e verifica —A, = c(2)thn + An¥a  , in Blz,7)
dai risultati di regolarita interna segue che ¥, ¢ H*(B(z,r))
quindi, ripetendo, che ¥, € H*(B(z,7))
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e, iterando il procedimento, che v, € H*(B(z,7)), Vk € N
allora per le immersioni di Sobolev ¢, € C®(B{(z,r))
e dall’arbitrarietd di €  segue la tesi 0

Osservazione 1.1, Se in particolare L = A, {e{z) = 0) possiamo prendere k = 0
e ripetere la stessa dimostrazione (questo caso pit semplice si pud trovare su [K1] e
da esso abbiamo dedotio il caso pit generale).

Osservazione 1.2. Si verifica facilmente che la stessa dimostrazione vale inoltre
per operatori upiformemente ellittici autooggiunti del 11 ordine pil generali, ossia
del tipo:

d d
L= %: @(Gﬁ(ﬂa)é}:) + ¢(z)

dove
ai; verifica la condizione di uniforme ellitticita
aij = aj; (simmetrio)
c & L>(Q)

Osservazione 1.3. { \/;TW}” ¢ una base ortonormale di Hj(§2)
infatti:

e ortonormalita:
come gig osservato nella dimostrazione, la forma bilineare

a(u,u):/01Vu|2wfﬂc($)u2+kfﬂu2

¢ un prodotto scalare su H}(Q) equivalente a quello solito e (essendo ¥y,
soluzione di —/\, — (@), = Aathy ed una base ortonormale di L*())

@(?ﬁmlbm) = (A-n -+ k) ./anu‘}m = ()‘n -+ k)énm

o complelezzo:
sia u € HY(SY) tale che alu,v,) = 0,Vn, vogliamo far vedere che u =0

a(u, Py} = /ﬂVuvwn—/{;c(w)m,bn%-k/wmbn:
fﬂc(:n)m,bn+)\.n/c;m/)n —Lc(m)u¢n+k[uu¢n =

= Mﬁlfu%
Q

0

fl
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quindi

f up, =0,Vn
Q
ma {4} & una base ortonormale (e quindi completa) di L*(Q) ed u € L*(Q)
quindi
u = 0.

Teorema 1.9 (Caratterizzazione variazionale di (3., A,)). Definiamo il Quoziente
di Rayleigh

R('U) . q(’t},?)) _ fs’z IV’UP - fg C("T)'U2

, 0 € Hp{Q), v#0

- 91720 B Jov?
allora
A =R() = min R(v)
v e H}HQ)
v#£0
An = R(,) = max R(v)

v € span{Py, ., ¥n}
veE HHQ), v£0

= min R{v)
v L {¥1, .., Yaar}
vE HHY), v#0

= min max R(v) n>2
W c HiQ) "
dimW =n

Dimostrazione. Ovviamente A, = R{y,) Yn>1

Se v L {1, ..9n 1} in L3(Q) allora Vespansione di Fourier in L*(2) di v ({#.}
& una base di L*(2)} &

<O
v=Y_ ot ,ahIfU¢h
h=n 2

Sia v, = Zil:n apipy, allora

Yy — U in LE(Q)

(Osserviamo che

v L {¥, Pt} in LY & v L {¥, ., a1} in H} ()
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infatti (ricordando I’ Osservazione (1.3)):
(0 ¥a)m) = a(v, %) = (A + &) fvihn = (A + £) (9, 90) 124

Inoltre (ancora Osservazione (1.3)) una base ortonormale di H}Q) &datada {%}n.

Pertanto I'espansione di Fourier di v in I} () &:

- P P
’UZZ’M i a’Yh:(@,ﬁ)Hg(n)=\//\h-f-k/nmbhmahv)\h—f—k

h=n Ah’ +k

Ossia coincide con quella in L2(£2).
Da cio segue quindi che v — v in  HHQ)

Scrivendo quindi 2(v) nel seguente modo (a(u,u) & la norma di H(2)):

a{v, v)
R(v) = —k
Ja¥?
appare evidente che
R(‘U;) — R('b‘)

Usando la monotonia non decrescente di {A,}, abbiamo che per ogni | vale:

G.(’IJ;,U;) — k= Zf‘z:n a}%a(?ﬁhﬂf%) k= Zﬁz:n a?a()\h +k’) fﬂ 1‘b§ — ko

Rlu) = Sy e ; =
fﬂ vl2 Zh:n a?z fﬂ w}% Zh:n a?x fQ /t‘b?}
DY I OV N 3N LY 3N, S
- - patiy n T AR
Zi:n a,gg Zi:n a?} Zi:n afzi,

E quindi passando al limite segue che R{v) > A, Vv L {4, .., %1} e inoltre
€ss0 & assunto in b,

Quindi abbiamo dimostrato che

Ap = min R(v)
vl {?ﬁh --;%-1}
v#0
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sen=1
Al = R(@bl) = min R(U)
v € HLHR)
v#£0

Sia ora W, = span{y, ¥2.., ¢, }, se v € W, allora v = ¥ o1 Qnp, quindi

R(v) = a(v,v) b= 2ohet AP, Pn) k= 2 =1 O (M + ) o 07 _
fn v2 Z;:=1 ag fg @b}% Z;::l ag fQ qwa%
Dt O (M + K) b= 2 ket i <) 2 hea O —

> he1 %, Pho1 O " haof i

inolére A, ¢ assunto in v = 4,(€ W,,), quindi abbiamo provato che

k=

Ay = max Rv)
v E Span{¢1a ":fgbn}
v#0

Infine, se W C H}(Q) & un sottospazio di dimensione finita n, allora esiste v €
W tale che v L {:,.., %1} (si vede per esempio applicando il Teorema di
Borsuk-Ulam} e quindi per quanto gis dimostrato

R(U) Z A

4

max R(v) 2 Ay
U

min max R{v) > A\,
W c HYQ)y &7

dimW =n

Tuttavia vale anche la disuguaglianza opposta perchs, per quanto gia dimostrato,
su W =W,

max R{v) = A,
4

vEW,




min max R(v} < A,
W c HiQ) Y

dimW =n
da cui segue che
Ay = min max R(v)
W c HMQ) "
dimW =n

O

Osservazione 1.4, L’ultima caratterizzozione data di N, ¢ intrinseca, nel senso che
non dipende dalle autofunzioni scelte.

1.2.2 Autovalore ed autofunzione principale

Analizziamo ora delle proprieta della coppia (13, ;) che sono conseguenze del
principio di massimo forte applicato all’autofunzione 9; e che quindi valgono se

& connesso.
Da adesso in poi assumiamo guindi anche che ) sia connesso.

Lemma 1.2, Siaw #0 , we H}{Q) t.c. R{w)= )\ allora
w & una autofunzione corrispondente a M

Dimostrazione. Sia v € HH{Q), t > 0 allora w -+ tv € H}(Q) e, per la caretteriz-
zazione variazionale, R(w) = A, < R(w + tv)
assumiamo senza perdita di generalita che [jw|| 20 = 1 (normalizzando), quindi

Jo IV (w + ) = [, c(z)(w + tv)? o _/ , / .
zAh= [ |[Vul - [ clz)w
0 0

fg(w—%—tv)?
i
w+ ) — | e(z)w+ tw)? ] (w+ tw)?
leV( + )| fg()( +t)2Afﬂ( + )
4

Qt[VwVU—i-tz/ |Vv[2—t2/c(a:)v2—2tfc(:r)wv?_?t/\lfwv—ktz/\lfvg
Q 2 ¥ 0 Q Q

divido per 2¢ > 0, per 2¢ < 0 e passo al limite per t — 0, oltenendo

[Vw\?v—fc(m)wv:/\l/wv
Q Q Q
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Teorema 1.10. Il primo autovalore Ay é semplice e la corrispondente outofun-
zione non cambia segno (quindi in particolare possiamo scegliere ¥y fale che Py >
0 in )

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando che la prima autofunzione non cambia segno.
Sia 1 € HL(Q) una qualungue autofunzione corrispondente all’autovalore Ay,

0ssia

/QV‘I/JV’U - /s;c(:c)ipv =X fﬂdm Yo € Hy ()

scegliendo come funzione test v = % abbiamo

[vwte- [ ety = [ @1y

allo stesso modo scegliendo come funzione test v = ¢~ abbiamo

[ 1vvp- JRCRE Loy

Supponiamo per assurdo che ¥ cambi segno, ossia che ¢ # 0 e 3~ # 0 allora dalle
due identitd precedenti seguirebbe che Ay = R(#") = R(¥™), e quindi dal Lemma
1.2 avremmo che 9" 9~ sono entrambe autofunzioni relative all’autovalore A;:

At — clzypt = Myt ,in
=Y~ — ez = My Lin .

Sappiamo inoltre che

Pyt >0 n 0

Yo 20 n
e pertanto, applicando ad entrambe il principio di massimo forte arriveremmo alla
contraddizione

Wt >0 in

W >0 in §2

Abbiamo quindi dimostrato che ¢ > 0 in 2 oppure ¥ < 0in {2, e dal principio di
massimo forte segue quindi che ¢ > 0 in © oppure 4 < ¥ in {

Dimostriamo ora che P'autovalore principale & semplice, ossia che lo spazio delle
autofunzioni ad esso associate & monodimensionale,

Supponiamo per assurdo che esistano due autofunzioni ¥, e ¥, relative a A e
t.c. 1y L 9y ossia fQ Y7 = 0. Cid sarebbe assurde perche per quanto dimostrato
al punto precedente, sia ¥ che #; sono di segno costante. il
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Teorema 1.11. L autovalore principale A; & strettamente decrescente come funzione
di §2.

Dimostrazione. Poniamo Ay = A1 ()

se {0 C Q allora H}{(Q) € H}(Q) quindi dalla caratterizzazione variazionale di
A segue che

M) = M(Q)
mostriamo che vale la disuguaglianza stretta.
Supponiamo per assurdo che valga MQ) = M (Q) = A, allora, detta 1y Pautofun-
zione associata a A;(2), definiamo il suo prolungamento a zero fuori di

'lp'ﬁ 1;1 ,'lnﬁ
T lo L in A

allora 1, verifica debolmente

—Lipy = M , 1§
’l,ﬁ1 =0 5 in 680

Infatti, usando ancora la caratterizzazione variazionale, sappiamo che 2 minimizza
il coefficiente di Rayleigh e A; = R({b}), ma per come abbiamo definito 1, essa &
una funzione di H}(2) e il coefficiente di Rayleigh calcolato in ¢y assume lo stesso
valore Ay (R{w1) = R(3,) = A1), e, poiche per ipotesi Ay = A({{2) allora anche ¥,
¢ un minimo (sulle funzioni di H}(R)), ossia & una autofunzione associata a A ()
ma allora deve essere ¥y > 0 su §, in contraddizione con il fatto che per definizione
Wy = 0 su Q\Q. O

Autovalore principale e principio di massimo
Vale la seguente equivalenza:

Teorema 1.12. Ay > 0 < vale il principio di massimo debole per L in §)

Dimostrazione.

& : assumiamo che valga il principio di massimo debole e supponiamo per assurdo
che sia \; < 0; facciamo quindi vedere che la prima autofunzione ¥, contrad-
dice il principio di massimo debole:
1y > 0 per Teorema 1.10 e verifica

—lpp=MP1 <0, inQ
'LDl:O ,m@ﬂ

32




¢ quindi per il principio di massimo debole dovrebbe essere

¢ISO 1?'77‘9

: assumiamo Ay > 0 e dimostriamo innanzitutto che:
vale il principio di massimo debole per L in U, ¥ U aperto t.c. U C £

sia quindi U aperto t.c. U C £, e ¢y la prima autofunzione di L in tutto £, la
tesi segue applicando la condizione sufficiente Teorema 1.4 per il principio di
max debole con g = 1y, infatti tale funzione verifica tutte le ipotesi necessarie:
g € C{M NWAY(U) (infatti pitt in generale 4; € C°(R))

g > 04nU (in quanto 9, > 04n Q)

—Lg=MXg=>0 ,inU

A questo punto consideriamo Q 2 0 t.c. ,\l(ﬁ) > 0 ed applichiamo quanto
appena dimostrato con U = §.

Dobbiamo comunque dimostrare che un tale insieme Q esiste, sfruttando il
fatto che A;(2) > 0.

A tal proposito consideriamo una famiglia di insiemi aperti incapsulati {2},
tali che

Gpet C O, ¥n
QCQ, ,¥n

fe.e]
O, — 0 (cioéﬂ: ﬂﬁ)
e supponiamo per assurdo che A {Q2,) <0, Vn.

Per ogni n esiste la prima autofunzione di Dirichlet di L in €,, chiamiamola

wn, quindi
wn > 0in €2, (1.3)

Ve Vi — f (@)ony = A () f oy Voe H{Q)  (14)

7
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Osserviamo innanzitutto che esiste A < 0 tale che Ai(Q,) — A {dalla mono-
tonia dell’autovalore principale rispetto al dominio segue infatti che la succes-
sione {A\;{§2,}}, & monotona crescente, inoltre & limitata dall’alto per Pipotesi
fatta A (Q,) < 0).

Inoltre & facile mostrare che la successione {p,}, & limitata in H3(Q2). Dalla
caratterizzazione variazionale si ha infatti che

X (@) = R(a) 2 lonligcan — Ielliogan = oy — lelzmian)
e la tesi segue quindi dalla limitatezza della {A;(2,)}.
Pertanto esiste ny, ed esiste ¢ € HH{Q) tali che
Pn, — ¢ In H3(Q)
Pn, = @ in L*(Q)
Pp, — @ Q0. in

Ma allora, passando al limite in (1.4) e restringendoci a funzioni test v €
H}(©), segue che

f VeV — / clz)py = 5\/ P Vv € Hy ()
Q 0 Q

inoltre ¢ > 0 in .
Pertanto ¢ & proprio la prima autofunzione in Q2 e X = A {8 che & assurdo in
quanto per ipotesi A; (Q) > 0.

O

Teorema 1.13. L’autovalore principale A, ¢é strettamente decrescente come funzione
del coefficiente ¢(x).

Dimostrazione. Sia &(z) S c(z) q.0. allora Rg(v) > R.{v) e dalla caratterizzazione

variazionale di A, segue che
ME(z)) = Mle(z))

mostriamo che vale la disuguaglianza stretta:
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sia 1 'autofunzione relativa a A;(c(xz)), che possiamo assumere (Teorema 1.10)
positiva in Q allora

(0= —Las — (c(z))th

= (=4 ~e(z) ~ Ale(z))) ¥
S(-A-E) - Ml ,inQ
= —Lgihy — Mi(c{z))y

| ¥ =0 , in 00

pertanto , prendendo g = 9y, & verificata la condizione sufficiente (Teorema 1.5} per
il principio di massimo debole per funzioni continue in 2 per operatore (A -+&(z) -+
M(c(z)))

ma allora, per quanto dimostrato al punto precedente (I'implicazione < del Teorema
1.12 vale infatti anche sotto 'ipotesi pili restrittiva che valga il principio di massimo
debole solo su funzioni continue, la dimostrazione & la stessa in quanto ¥, € C(f2)),
P'autovalore principale A; di tale operatore in 2 & positivo, ossia 0 < Ay = A1 (&(z)) —
A(e(z)) e quindi

| M(&z)) > Mle(z))

1.2.3 TUlteriori proprieta

Riportiamo ora alcune proprietd degli autovalori e delle autofunzioni che ci saranno
utili nel corso delle dimostrazioni successive,
Continuiamo a supporre che £ sia connesso.

Osserviamo in particolare che sotto queste ipotesi si ha il seguente

Lemma 1.3,

A< Ay

Dimostrazione. Se per assurdo A; = Ay allora dalla caratterizzazione variazionale
del primo e del secondo autovalore segue che 31} sia positiva sia ortogonale a se
stessa (basta prendere ¥ = 9y = 3)che & un assurdo. 0

Proposizione 1.1. Se ho una aulofunzione 1 2 0

allora
'l,b = Y

e quindi in particolare ¥ > 0
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Dimostrazione. Segue dall’ortogonalitd delle autofunzioni relative ad autovalori di-
versi. Infatti 9 € HF(2) e verifica —A9 — ¢z} = Myp per un certo k£ > 1 e
sappiamo che A, > Ay per £ > 2 per il Lemma 1.3.

Supponiamo per assurdo che ¢ non sia la prima autofunzione ossia che & > 2,
allora, grazie alla caratterizzazione variazionale del k—esimo autovalore, segue che

fg«mblxo

Cid & assurdo in quanto 9 2 0 per ipotesi e 41 > 0 per il Teorema 1.10 O

1 & ortogonale almeno a ¥y, ciog

Proposizione 1.2. Se () >0 e = Qua’ nQ" =06 allore

o MEO)>0eM(@)>0
oppure se \(§) < 0 allora \(Q") >0

Dimostrazione. Utilizzando 1a caratterizzazione variazionale del secondo autovalore

A(82) = min “‘i("‘”T:U)
v 1Ly L3(q)

ve HHR), v£0

e l'ipotesi A3(Q2) > 0, segue che
glv,v) = f IVul? - f clx)v? >0 Yve Hy(S), vl
I Q

considero le due funzioni di Hg(Q) definite nel modo seguente:

1, == 'estensione a 0 fuori di Y della prima autofunzione di L in Q

¢ 4 = Pestensione a 0 fuori di Q" della prima autofunzione di L in ",
Osserviamo che per come sono definite si ha ¢(t;,%;) = 0 essendo Q' N Q" =0
inoltre q(¥,, %)) = M(Q) e q(@], %)) = M(Q") (considero ; e | normaliz-
zate). Inoltre esse non sono ortogonall a ¥y, ma possiamo sceglierne una opportuna
combinazione lineare vy € Hy(2) che lo sia:

vy = athy + By Jcon @ = —(i, ) ey LB = (), 1) L2y
e quindi tale vy verifica

0 < glun,m) = PM()+F0(Q) + 2080(0), 91)
= &*n(@)+ 0O

da cui segue la tesi. ]

36




Definizione 1.6, Definiamo regione nodele di un’autofunzione ¥ una quolungue
componente connessa dell’insieme {z € Qp(z) # 0}

Lemma 1.4. Ciascuna sutofunzione i non puc essere identicamente nulla in nes-
sun sottodominio del proprio dominio.

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima autofunzione il risultato & gia noto (¢
& positiva o negativa in tutto il dominio).

Per 4, n > 2 basta applicare il principio di massimo forte. Infatti sappiamo che
1, cambia segno, quindi, definiti

Q={zeQ: ¢, >0} Q_={ze:y, <0} Qy={zeQ:9, =0},

consideriamo la restrizione di 4, al dominio ' = QU Q.
HEssa verifica

__L'lpn = ’\n?;[)n l in Q’
P, >0 in £

e quindi per il principio di massimo forte segue che ¥, > 0 in {'. O

Proposizione 1.3 (Teorema di Courant-Hilbert). L'n-esima autofunzione i,
P

ha al pit n regiont nodali.

Dimostrazione. Sia A, = n—esimo autovalore in {} e supponiamo che il dominio
{1 sia decomposto in pin di n regioni nodali della autofunzione associata ¥, :
91, Qg, ceay Qn+17
Definiamo le n funzioni wy, ws, ..., w, tali che w; coincida a meno di un fattore
normalizzante con ¥, nel sottodominio £2;, sia nulla fuori di €; e fQ w=1
Prendiamo la loro combinazione lineare ¢ = cyw; + cows + ... + cawy, che soddisfa
essa stessa la condizione di normalizzazione [,¢* = ¢} +cd+ ..+ =1, ed

osserviamo che

n Hi3 n
Rlp) = o) = Y catws ) = 3¢t | [ [V = [ clagu?] = S ctnn =,

i=1 i=1 Q@ i=1
Scegliamo i coeflicienti ¢; in modo che valga anche

f¢¢j=0 ,i=1..,n-=1
Q

se ci restringiamo al dominio £ = 4 U U, ..., U, allora ¢ in particolare verifica

¢ € Hy (V)
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=L
o Q

f‘P%‘:/‘P%:U J=1,.,n—-1
o Q

e quindi, detto A, = n —esimo autovalore dello stesso operatore ma sul dominio §¥,
dalla caratterizzazione variazionale segue che

’X;t < R(‘P) = An (1'5)

ma, essendo -C €, allora
A2 A (1.6)

pertanto da (1.5) e (3.9) segue I'uguaglianza X, = A,,.
Da cio0 segue che per ogni sottodominio di §2 contenente ' I'n—esimo autovalore

coincide con A.

Procediamo in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del Teorema 1.11
(i ci siamo occupati del caso n = 1, ora lo generalizziamo al caso di n generico).
Siano Q) Q@) Q™ yn numero arbitrario m di domini contenuti in £ e contenenti
¥ e stano Lb,(;l), ?(12), iy ) Jo n—esime autofunzioni corrispondenti.

Prolunghiamo a zero ciascuna di queste ¢’ fuori dal rispettivo dominio Q)
ottenendo cosi un sistemna di m funzioni linearmente indipendenti 7,5,(3 }, per agnuna
delle quali il valore del coefficiente di Rayleigh & R(@Eflj )) = R(qj;,(f )) = Ay

Ne prendiamo una combinazione lineare non nulls (quindi con +y; non tutti nulli
i=1,.,mh:
X = ny + ™

tale che

fXTpi:O ,i=1,..,m“‘1
Q

(esiste e si vede usando per esempio Borsuk-Ulam) e la normalizziamo (ciod v, +
o Y = 1).

Pertanto dalia caratterizzazione variazionale dell’m—esimo autovalore, prenden-

do x come funzione test, segue che:

Am < R{x)
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inoltre un calcolo esplicito da
R(x) = ”/IR(@Z:(:)) + .+ 'YmR(J;r(zm)) =Nt F A=t e F ) = A

quindi
An 2 Am

che & assurdo in guanto, poiché lim,,. ;. 1e0 Am = 400 allora A, > A, per m sufficien-
temente grande. 0

Osservazione 1:5. Da guest’ultimo teorema segue che

- 1 ha una sole regione nodale (risultato che abbiamo gia incontrato in Lemma
1.10)

- 5 ha esattamente due regioni nodali (grezie alle Proposizione 1.1 la quale implica
che ¥, n > 1 ha pitk di una regione nodale )

Osservazione 1.6. In [BNV] viene data la sequente definizione generalizzata del-
Pautovalore principale:

M(L, Q) =sup{) : esiste ¢ >0 inQ tale che (L + N <0}

e viene dimostrato che anche con questa definizione continuano o valere le princi-
pali proprietd appena viste (in particolare per l'analogo del Teorema 1.12 viene dato
una versione “rifinita” del principio di massimo debole che generalizza la formu-
lazione classica al caso in cui non si possono dare condizioni al bordo delle funzioni
considerate). 4
Sottolineamo infine che, usando la definizione generalizzata del primo autoval- i
ore, & possibile dimostrare anche la sequente condizione sufficiente affinché valga il
principio di massimo debole, che ci sard utile in seguito:

Teorema 1.14. Seesisteg € C(2), g >0 inQ, g # 0 su qualche parte regolare di
te. —Ag—clz)g >0 inQ allora
vale il principio di massimo debole per L = A\ + ¢(z) in Q
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