1. SERIE NUMERICHE
Esercizio 1. Studiare il carattere delle seguenti serie:

e n e n & n & n
3n 2n)!’ (n!)2”’ 3npn

n=1 n=1 n=1 : n=1

Soluzione. (1). Serie a termini positivi; confrontiamola con la serie Z:; 4, che e
convergente:

n2” 2mn3 n3
lim 2~ = lim = lim —5 =0.
n—+oo P n—+oo 3N n—+o0o (%)

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico, la serie & convergente.
(2). Serie a termini positivi. Usiamo il Criterio del rapporto:
i D™ @) (D)1 @)
an  (2n+2)!  nan (2n) 2n+1)(2n+2) nn

1 1 n+1
= —- . -0,
2 2n+1 n

da cui segue il carattere convergente della serie.

(3). Serie a termini positivi. Usiamo il Criterio del rapporto:
anp1 _ (D" @) (n+1)"(n+1) (n)?
a,  ((n+DH2 nr  ((M)(n+1)2  nn

1\" 1
= <1+> . — 0,
n n+1

da cui il carattere convergente della serie.

(4). Serie a termini positivi; confrontiamola con la serie Z:z #, che € convergente:

ol
3271:7; o 2maln? n? nl
1 - non  (3\" om0
n? 3mn (5) n
2 . . . . .
Dal momento che (?) —0e T’::l — 0, per il Criterio del confronto asintotico la
3

serie & convergente.

Esercizio 2. Studiare il carattere delle seguenti serie

i n?3" i 4" +nd i 2" + sin(n)
n=1 4an V1 + 1 ’ 37L + 1Og n=1 3” + n2 .
Soluzione. (1). Serie a termini positivi. Usiamo il Criterio della radice:
.| n?3n 3 v'n?
Vap = {| —/—= = — —F——,
4ny/n+1 4 /(n+1)1/2

dove ¥n? — 1 (si ricordi che ¥/n® — 1 per ogni b € R) e /(n+1)/2 — 1.

Relativamente a quest’ultimo limite, basta osservare che

1<vVn+1<V2n=v2-vn,
1



da cui segue
1< {Yn+1)2 < V22 y/nl/2,
Di conseguenza, poiche Unl/z 5 1e V2172 1, per il Teorema dei carabinieri si
ha anche {/(n + 1)1/2 — 1. Mettendo insieme queste informazioni si ottiene
. 3
lim a, = 1

n—-+oo

da cui il carattere convergente della serie.

log(n)
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(2). Dal momento che 2 5 0e

471.
infiniti, abbiamo

, , 4 4 p? , A
lim a,= lm — = lm (-] ——— = +4+.
n—-+oo n—+oo 3N + log(n) n—+oo \ 3 1+ 1052”)

— 0 per risultati generali sul confronto tra

Pertanto, poiche la serie e a termini positivi — quindi o converge o diverge — e non
e verificata la condizione necessaria per la convergenza — infatti la successione a,,
non ¢ infinitesima — la serie diverge.

(3). Serie a termini positivi. Osservando che
2" 4sin(n) <2>” 14 fan)

ap =

3" 4 n? 3 1+
. . . . 400 /2\7 N .
confrontiamo la serie con la serie geometrica )~ (5) che e convergente. Si ha
sin(n)
(2% . 14 “on

1 — = im —=—=1
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pertanto la serie converge per il Criterio del confronto asintotico.

Esercizio 3. Studiare il carattere delle seguenti serie

2
1/n ) . i B n . .
Z (e 1 sm(\/ﬁ) ; 24 (n+1) ; Zarctan( T > ;
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Soluzione. (1). Serie a termini positivi. Dal momento che




e per risultati generali sui limiti notevoli si ha

conviene confrontare la serie con la serie armonica (generalizzata) Y, #, che
¢ convergente. In particolare si ha

1 ; 1
. an . en — 1 Sm(ﬁ) 1 3/2
lim —— = lim - T ey =1,
n—-+oo 373 n—-+4oo = ﬁ n

pertanto la serie & convergente per il Criterio del confronto asintotico.

(2). Serie a termini positivi. Usando il Criterio della radice, si ottiene

" 4 4
lim a, = lim 4< ) = lim —5=->1,

n——+00 n—+400 n—400 (1 + %)n e

n+1

da cui la serie diverge.

ntl _ ntl 1
2"n T n 2n

(3). Serie a termini positivi (perché?). Dal momento che

ricordando il limite notevole
. arctan x,,
lim ———
n—-+oo T
per ogni successione x, — 0, x,, # 0, conviene un confronto con la serie geometrica

3> | 5 che & convergente. In particolare si ha

n=0 27
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e la serie converge per il Criterio del confronto asintotico.

(4). Serie a termini positivi. Usando il Criterio della Radice, si ottiene

€

1 "
lim {/a, = lim (n—|— ) :Z<1’

n—-+00 n—+oo 4 n

quindi la serie converge.

(5). Serie a termini positivi. Razionalizzando si ha

vni+1l+n 1
ap,=Vn:+l—-n=+vn2+1-n- = 7
vVn2+14+4n Vn2+14+n
o 1
n=1n’

percio, intuitivamente, conviene un confronto con la serie armonica che

diverge. In particolare si ha

n 1

. anp, . n .
Iim — = lim —— = lim =_,
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pertanto la serie diverge per il Criterio del confronto asintotico.



(6) Serie a termini positivi (perche?). Usando lidentita

— In3 -1
a, = 3” " ~(n2+n\?’/n371+ {’/(ngfl)2> =
n2 +nvnd —1+ ¢/ (n® —1)2
1 1 1

2 3/~3 3 312 n2 Y3 3312
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ed osservando che

vn3 —1 . 1

n—+00 n n—+o00
3/(m3 2
lim M = lim 1 _
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o 1
conviene il confronto con la serie armonica generahzzata 1 7= (che converge).

n=
Infatti si ha

. an . 1 1
ngrfoo L n ngr}rloc Yn3=1 Y(mi-1z 3’
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da cui il carattere convergente della serie.

Esercizio 4. Studiare il carattere delle seguenti serie:

> cos(n) ' = (=1)"log (”T'H)
;n2+log(n+1)+1’ Z vn '

n=1

Soluzione. Entrambe le serie non sono a termini positivi; proviamo a studiarne la
convergenza assoluta (che a sua volta implica la convergenza semplice).

(1). Ricordando che |cos(n)| < 1, otteniamo
1 l
<
n?+log(n+1)+1

|an| <

1
pertanto la serie Y.~ | |ay| converge per confronto diretto con la serie Y " | -5 <
+o00.

(2). Osservando che

n=1

| |_log(”T+1)_log(l—i—%)'l'i_log(l—i—%)' 1
QAp| = \/ﬁ - % n \/ﬁ_ % n3/27
dove )
lim MZL
n—-+4o0o =

n

conviene il confronto tra la serie Y, |a,| e la serie Y7 | —7, che & convergente.
Infatti si ha

" log (1+
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Pertanto la serie Zzo: f converge assolutamente.



Esercizio 5. Studiare il carattere delle seguenti serie al variare del parametro

zeR:
;<1cos<n>> ; Zlog(l+2n+1).

n=1

(1). La serie ¢ termini positivi, quindi o converge o diverge. Per z < 0 si ha

N

(1 —cos1)® — +oo, pertanto non ¢ soddisfatta la condizione necessaria per la
convergenza: essendo a termini positivi, ne deduciamo che la serie diverge. Si vede
facilmente che la serie diverge anche per x = 0.

Consideriamo quindi il caso = > 0. Ricordando il limite notevole

1 1
(1.1) lim n? (1 — cos ) ==

n——+0o n 27

ricorriamo al confronto con la serie armonica (generalizzata)

oo 1 1
convergente se * > 3,

(1.2) PR SN
—n ivergente se * < 5.

Infatti, poiche da (1.1) risulta

1\* 1\ 1\*
lim n2® (1 — cos ) = lim <n2 <1 — cos )) = <> ,
n—+00 n n—-+4oo n 2

le due serie hanno lo stesso carattere.
In conclusione la serie converge per x > % e diverge altrimenti.

2n . N o e e e .
(2). Osservando che 57— > 0, la serie ¢ a termini positivi. Inoltre,

2 22\" 1
(1.3) —~ == - 1>
1 \2) 144
da cui si ha
om +00 se T >1,
lim ap,= lim log( 1+ > =4 log(2) se é*1
no4oo n—-+oo 27 4+ 1 8 P
se & < 1.

Ricordando la condizione necessaria per la convergenza e ricordando che una serie a
termini positivi o converge o diverge, abbiamo che la serie sicuramente diverge per
x>2 oppure per x < /2. Quando V2<z< \/5, basta osservare che da (1.3)
si ha

log (1 + —2722_:1) log (1 + —222_:1) 1
lim ————5—* = lim = . — =1,
notee (%) nUE g L+ 5

n
pertanto la serie ha lo stesso carattere della serie geometrica Zzozo (L;) di ragione
‘L; < 1 (quindi convergente).

In conclusione la serie converge per = € (—v/2,v/2) e diverge altrimenti.



Esercizio 6. Studiare al variare del parametro z € R la convergenza semplice ed
assoluta delle seguenti serie:

. nlz®
ngl (3n)™

Soluzione. (1). La serie converge chiaramente per x = 0. Se x # 0, osservando che

o — nlz" _nf‘(g)n

" Bn)r an \3/ 7
si ha
(1.4) | 1] ’ ‘ (n+1)n" ‘7’ .

' lan] 131 (n41)nFin! 13 (1+4)"
Ne segue che
. |an+1‘

(15) P ’3‘

Pertanto, applicando il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti, si conclude
che la serie converge assolutamente per |z| < 3e. Quando invece |z| > 3e, da (1.5)
si ottiene
a

(1.6) lim M_) ‘7>1

n—+oo  |ay| 3
Ne segue che |a,| = +00 e quindi non & verificata la condizione necessaria per la
convergenza: in conclusione per |z| > 3e la serie non converge, neanche semplice-
mente. Infine, se |z| = 3e, da (1.4) abbiamo

|1 €
(]‘7) = 1\" Z 17
lanl (14 3)

ricordando che (1 + %)n < e per ogni n € N. La successione |a,| risulta quindi
crescente e di conseguenza non puo essere infinitesima. Se ne deduce che anche in
questo caso la serie non converge. Riassumendo la serie converge (assolutamente)
per z € (—3e,3e) e non converge altrove.

(2). Consideriamo la successione dei valori assoluti

@)

n?+1
Chiaramente per x > 0 abbiamo |a,| — 400; in questo caso, non essendo verificata
la condizione necessaria, la serie non converge.

Per x < 0, confrontando la serie dei valori assoluti > |a,| con la serie convergente
S22 (2%)™ otteniamo
n=1

lan| =

27" yn
— = < (27)
vVn2 +1
Quindi la serie risulta essere assolutamente convergente per z < 0.
Infine, per z = 0, ci si riduce a studiare la serie a segni alterni

lan| =

(1.8) jg: VG;TAA,



Dal momento che la successione
1

vn2+1
& positiva, infinitesima e decrescente (infattin < n+1 = n? < (n—l—l)2 =vVn24+1<

V/(n+1)2+1 per ogni n € N), dal Criterio di Leibniz discende la convergenza
semplice di (1.8). Si noti che la convergenza non & assoluta, dal momento che

n 1

1 2
n—+00 - n—+o00 y/n 4+ 1

Q1=

=1

e la serie armonica Y~ | L & divergente.

Esercizio 7. Dimostrare che per ogni p > 1 vale la seguente implicazione:

oo oo
Z|an| <400 = Z|an|p<+oo.
n=1 n=1

Soluzione. Ricordando la condizione necessaria per la convergenza di una serie —
ovvero lim,_, 1 |a,| = 0 — esiste un indice v € N tale che |a,| < 1 per ogni n > v.
Ne segue che per tali n si ha anche |a,|P < |a,| per ogni p > 1. Pertanto la
conclusione segue dal Teorema del Confronto.

Esercizio 8. Siano a, e b, tali che >~ a2 < 4ocoe Y oo, b2 < +o0. Si dimostri
che le serie

ianbn, i(an +b,)?
n=1 n=1

sono convergenti.

Soluzione. Ricordando che 0 < (|a,| — |by|)? = a2 + b2 — 2|a,| - |bs], si ha

1
(1.9) |anbn| = |an] - [bn] < 5(‘1% +02).
Poche per ipotesi > > a2 < 400 e Y oo b2 < +oo — da cui anche Y o (a2 +

b2) < +oo — da (1.9) e dal Criterio del Confronto segue la convergenza assoluta (di
conseguenza anche semplice) della prima serie. Questo in particolare implica che

o0

(1.10) > (a2 + b} + 2lanbn]) < +0o.

n=1
Relativamente alla seconda, osserviamo che
0 < (an +bn)? < a2 + 02 + 2|anby|;

pertanto la conclusione segue dal confronto diretto con la serie in (1.10), che &
convergente.



