1. LIMITI DI SUCCESSIONI — INFINITI ED INFINITESIMI

Esercizio 1. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

n?+1

(1) lim ——;
n—+oo 2n — 3
2 -1
(@) lm Lleentvn
n—+o00 2m 4 hn
i nl+2\"
3) ngr—ir-loo ( n! )

Soluzione. (1). Riscrivendo oppportunamente la successione, si ha

DA et SO VA el U Vi L
" ooap—3 on —3 T on—3 n2’

Poiche
1 1
im noo_ 2 , lim 1+ —==1,
n—+too 2n —3 2 n—-o0 n?2
il limite richiesto esiste e vale 1/2.
(2). Mettendo in evidenza a numeratore e denominatore gli infiniti di ordine

superiore, otteniamo:

 n?—logn++n
an = on 4 5n -
1
T e
= RN )
5" 1+(3)
Dal momento che, ricordando la gerarchia degli infiniti, si ha
n2
lim — =0,
n—+oo Hm
1 _ log(n) + 1
lim n?____nd2

n - I
n—4oo 1 + (%)
il limite richiesto esiste e vale zero.
(3). Riscriviamo la successione come segue

P42\ 1\ %
a, = n+ =14+ —— :aﬁ"7
n! n!/2
1+ ! :
Qp = NS )
n!/2

2n™
Bn =

n!

dove

Ricordando i limiti notevoli

1 Tn
lim (1 + )
n—-+oo T

e per ogni successione x, — 400,

1



si ha

1\ %
lim a,= lim (1+— =e,
n—-+o0o n—-+4oo n'/2
2n"
lim B,= lim — = +oc0.
n—-+o0o n—-+oo ’n,'
Dal primo limite, essendo e > 2, si ricava facilmente che fissato arbitrariamente
€ >0 talechee —e>2sihaa, >e—e>2 dacu
agn Z 2ﬁn ,
definitivamente in n. Ricordando che 3, — 400, si ha

lim 2% = +00.

n—-+o0o

Pertanto per il Teorema del Confronto deduciamo che

! 2 nn
lim <n—|'— > = lim o’ = 4.
n!

n—-+o0o n—-+oo

Esercizio 2. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

241
(1) lim Y-

n—+4o0o .3/n3 +4 ’
@) lim YA

n—+oo
3 li 2 71 ! :
(3) - dim {2+ =)
. n/m?+3
@BV
3
(5) lim ¢/ —"

Soluzione. (1). Riscrivendo oppportunamente la successione, si ha

VnZ+1  /n2(1+1/n?) 1+ 05
an = = = 5
Vnd+4 Ym3(1+4/n?) /144

n-

dove I'ultimo termine tende a 1 nel limite per n — +o0o. Di conseguenza il limite
richiesto esiste e vale 1.



(2). Si ha

n
lim 4"+ 77 = lim {[™ (1 + (4) ) -

n—-+o00 n—+o00 7

~ lm m/H(‘l) 7,
n—-+o0o 7

dal momento che 1+ (4/7)™ — 1 per n — +00, e quindi anche {/1+ (%)n — 1 (si
ricordi che se a,, > 0, a, —a > 0eb, — b€ R, allora ab» — a?).
(3). Osservando che
2—}-#22 - (24—1)”22"
n?+3 n?+3

e 2" — 400, per il Teorema del Confronto il limite richiesto esiste e vale 4occ.

(4). Abbiamo
2
Y At U N Y SR A
n——+0o ’rL2 n——+00 n2

3

n—-+o0o n

5). Ricordando che per ogni b € R si ha V/nb — 1, abbiamo
( g v

dal momento che

3
. n . n
lim { = lim p/n?- =
n—+oo V n+41 n——+o0 n+1
n n
= lim Vn2. 7 =1,
n—-+oo n + 1

perche

Esercizio 3. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

log (%)
(1) m 3 5
n—+o0 log(n3 4 3n?2)
2103

(2) ngr—ir-loo 3n — n2 ;

n"(n® —5n+logn)

3 i
(3) n—1>r—ir-100 n!(2n2 +1) ’
n
. k?
@ m > 05

Soluzione. (1). Osservando che

log(n® 4 3n?) = log (n3 (1 + 3)) = log(n?®) + log <1 + 3) )
n n



otteniamo
v - log(n?) B log(n?)
" log(n®+3n?)  log(n3) +log (1+3)
_ 1
o log(1+%) ’
1+ log(n?3)

Dal momento che log (14 2) — log(1) = 0 e log(n®) — +o0, segue che

log (1 + %)
n—+oo  log(n3)

Pertanto a,, — 1 per n — +oo.
(2). Riscrivendo opportunamente la successione, abbiamo
2"nd 1 3 1

n
B

Ricordando la gerarchia degli infiniti, si ha

lim = =0,
n—+oo (

da cui segue che il limite richiesto esiste e vale zero.

(3). Riscrivendo opportunamente la successione e mettendo in evidenza gli infiniti
di ordine superiore nei termini tra parentesi, abbiamo

2 5 4 log(n)
n"(n? —5n +logn) n" ™ (1 — )
an = = — - =
n!(2n? 4+ 1) n! 2n2 (1 + ﬁ)
nto1 1— 24 lsn)

nl 2 14

Osservando che, per la gerarchia degli infiniti, si ha

n

lim — = 400,

n—+oo n!
1

lim Ogg”) —0,
n—-+o0o n

o 1- 24 st

lim —2 T — 1,
n—-+oo 1+ 57

segue che la successione a,, diverge a +o00.
(4). Ricordando che

~n(n+1)(2n+1)
Zkz 6 ’




otteniamo
e B o nn+1)2n+1) 2n*+3n+n
a”*kzon:s*,pzk 6n3 = 6n3 :

Pertanto, trattandosi del rapporto di due polinomi dello stesso grado, abbiamo

lim a, = —.
n—-+o0o 3

Esercizio 4. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

(1) lim {/n*+logn+1;

n—-+o0o

n241

: 1\ "
(2) &%(”m) ’

1 n
lim — .
3 lim <1 + i 2)n3>

Soluzione. (1). Osservando che

nt 4+ log(n) + 1 = n* <1 +
possiamo scrivere la successione come
n n 1 1
Ay s 1

Poiche 1 + bi# + % — 1, abbiamo

N 1
lim {1+ Ogi") 4=
n

n—-+oo

Inoltre, ricordando il limite notevole ¥/n® — 1 per ogni b € R, otteniamo

lim Vnt=1.

n——+0o

Mettendo insieme questi risultati segue che

lim a,=1.
n——+oo

(2). Riscrivendo la successione come

dove

an:<

3
§_

basta osservare che:



e lim,, . a, = e (limite notevole);
o lim, o Bp = lim, 1 % (1 + #) = 0 dal momento che 1 + % —1le
2 — 0 (limite notevole).
Conseguentemente, si ottiene

lim a, = lim ozg” =’ =1.
n—-+4oo n—-+4oo

Pertanto il limite richiesto esiste e vale 1.

(3). Riscriviamo opportunamente la successione come segue:

1) = [(1+ ;)“"]“"" |

dove
3

2 n
oy = (1 + )
n
Analizziamo separatamente i vari termini che compaiono nella (1.1):

e relativamente ad «,, abbiamo

2\"1"
(1.2) lim «, = lim 1+ — = +o00,

n—-4o0o n—+4o0o n

poiche (1 + %)n —e2>1edn?— +oo;

e da (1.2) otteniamo
1\*"
(1.3) lim (1 + ) =e;
n—4oo (o779

e dimostriamo infine che

(1.4) lim 22 = 4oo.

n—+oco n

Dal momento che

2 n
lim <1+> =e?>1,
n—-+oo n
fissato arbitrariamente A € (1, ¢?), esiste 1 € N tale che
2 n
(1 " ) > A
n
per ogni n > 7. Ricordando la definizione di «,,, segue quindi che
(1.5) on o, AT A

per tali n. Pertanto (1.4) segue da (1.5) e dal teorema del confronto, osser-
vando che ATH — 400 per n — +oo (si osservi che A > 11I).

Mettendo insieme (1.1) e (1.3)—(1.4), otteniamo

1 An &y
lim a, = lim [(1—1—) ] =el=1.
n—-+oo n——+oo Qp

Esercizio 5. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:



(1) lim [log(n +1)— %log(n2 + 7)} ;

n I
() lim (n®+1)sin(n) (1 — cos (;3)) :

(3) lim ;og(:ﬁﬁ) :

1
(ALY w
5) im log (1 —|—jln ( 5 ))
n—-+oo ens — 1

Soluzione. (1). Basta osservare che

1 1
an = |log(n +1) — 3 log(n? + 7)} = log (n—i—) 7

nZ+7
dove
5 n+1 i 1+4 )
im —— = lim —2— =1.
n—+0o /N2 +7 n—-+o00 /1+ %
Pertanto

1

1
lim «, = lim log Tt =log(1) =0.

n——+oo n—-+oo /1 + %
(2). Iniziamo con l'osservare che
n%+1 1 — cos (n%)

sin(n) - i

nb

(1.6)  an=(n®+1)sin(n) <1 — cos (:3)) -

nb

Analizziamo separatamente i diversi termini nella (1.6):

e ricordando che per ogni successione a,, — 0, a,, # 0, si ha 1_%2(“”) — %7
abbiamo
1 —cos (& 1
(L.7) lim —— 2 () _ =
n—-+oo o 2

2 . . by . .
e dal momento che “F — 0 e la successione sin(n) & limitata (pur non

essendo convergente), abbiamo

n2

(1.8) lim ! sin(n) =0.

n—-+oo ’n,6

Da (1.7)—(1.8) segue facilmente che il limite richiesto esiste e vale zero.



(3). Si ha
n+2 1 n
no  a o s() _ls(ivan) v g
. n
51n<‘/2j1) nJlrl sin(\/fjl) \/Z;H
log (1+ ﬁ) \/Z;H n2
T sin (%) (n+1)(Vn+1)"

Studiamo separatamente i diversi termini nella (1.9):

e ricordando il limite notevole logii)

— 1 per ogni successione a,, — 0,
a, # 0, abbiamo

log <1+L)
(1.10) lim ——~
n—-+oo _
n+1

e poiche */Z;H — 0 per n — 00, ricordando il limite notevole $2ar)
per ogni successione a,, — 0, a,, # 0, otteniamo

— 1

n

Vn+l
(1.11) lim —2——— =1;
n—-+o00 sin (\/Z;‘,-l)
e infine,
2
(1.12) lim —— 2 =} vn -

ntoo (n+1)(v/n+1) nr oo (1+ 1) (1 + ﬁ) = +o00.

Mettendo insieme (1.9) con (1.10)—(1.12), segue che il limite richiesto esiste e vale
+o00.

(4). Riscrivendo la successione come

3" ewr —1
an = —
1 b
n! !
grazie ai limiti (notevoli)
n
lim — =0,
n—+oo n!
1
. en! —1
lim T =1,
n—+00 g
n:

segue che il limite richiesto esiste e vale zero (si ricordi infatti che per ogni succes-
. . Ay —
sione a, — 0, a, # 0, si ha <=1 — 0).

n



(5). Si ha
1
log (1 +sin (55)) ™
(1.13) o = o8l +fln("2)) _
en3 —1
1 lg(Lesn(h) A sin(d)
n sin (#) en?d —1 7%3
_ log (1+sin (%)) n% sin (%
- Sin (#) (37%3 — 1 #
Ricordando i lmiti notevoli bg(iﬂ — 1, ea;tn—1 — 1le % — 1 per ogni

n
successione a, — 0, a,, # 0, otteniamo

o1
(1.14) i B0 (G)
n—+o00 sin (#) ’
1
1.15 lim —%~— =1
(1.15) notoo o _1
sin (%)
1.16 li —n s =1,
(1.16) L
da cui
lim o, =
n—+o0o

Esercizio 6. Stabilire se le seguenti successioni ammettono limite oppure no, e
quando possibile calcolarlo:

se n e pari,

(1) n { 2=l ge n & dispari;

33|=

) _ se n e pari,
R /ey . vn se n ¢ dispari;
(3) lim (—1)"log(2n + sin(n)) .

n—-+4oo

3=

Soluzione. (1). La successione non ammette limite. Infatti le due sottosuccessioni
che si ottengono per n pari e per n dispari tendono a due limiti (I; = 0 ed ls = 1,
rispettivamente) diversi.

(2). Si osservi che per ogni n € N, n > 1, si ha

+1-—n 1 1
Vit l—n=— = < /0=,
vn Vn+l4+yn Vn+l+yn = Jn

1

1
< —.
n = n

Quindi, mettendo insieme queste relazioni, otteniamo

Ogangi.

NG

Ne segue che la successione in esame converge a zero per il Teorema del confronto.



10

(3). I limite richiesto non esiste. Per vederlo basta considerare le due sottosucces-
sioni che si ottengono per n pari e per n dispari. Infatti si ha:

azn = log(4n+sin(2n)) = log (4n (1 + Smﬁ")» — log(4n) +log (1 + Sinﬁn)> :

dove
log(4n) — 400

sin(2n)
I 1+ ——= log(1) =0;
og< 22 )wg() ,
quindi ag,, — 400. Invece:
2 in(2 1
agnt+1 = —log(4dn + 2 +sin(2n + 1)) = —log(4n) — log <1 + +Smfmn+))) )

dove
log(4n) — 400

2 +sin(2n + 1)

in ) — log(1) =0;

log (1 +

quindi agn4+1 — —00.



