FUNZIONTI 2.

Esercizio 1 Per x # 0 determinare il gradiente e la matrice Hessiana di f(x) = g(|x|) dove g
¢ una funzione due volte derivabile. Determinare gli autovalori e gli autovettori di D?f(x). (Si
ricorda che fissato x € R™ non nullo, lo spazio ortogonale a x ha dimensione n —1.)

Esercizio 2 Determinare lo sviluppo di Taylor del secondo ordine delle sequenti funzioni definite
mn R™

o f(z)=+/|z|+1inz=0

o f(z) =e® conacR” inz=0.

Esercizio 3 Siano f e g due funzioni convesse in A aperto convesso di R™.

Determinare se sono convesse le sequenti funzioni. Se non lo sono determinare se esistono delle
ipotesi aggiuntive che le rendano tali

o PeracRebeRA()=af(:)+bg(-)
o h(z)= f(Mzx) dove M ¢ una matrice costante n x n

o h(z) = max{f(x),g(x)}
Esercizio 4 Determinare per quali o > 0, f(z) = |z|* é convesso in R™

Esercizio 5 Data f funzione continua in A aperto di R™. Sia

JUT (@) ={p eR™; f(y) = f()+ (p,(y — ) + o]y — z|)}.

1. Dimostrare che se [ ¢ differenziabile in x, allora JV~ f(x,) = {Vf(z,)}.

2. Per fi(z) = |z| e fa(x) = —|x| determinare JY~ fi(x) e J&~ fa(x).



Esercizio 6 Una f: A — R dove A é un aperto di R? & armonica in A se f € C(R?) e fyx(x,y)+

fyy(x,y) = 0 per ogni (x,y) € A. Esistono funzioni armoniche convesse su A [rispettivamente,
strettamente convesse] ¢

Esercizio 7 e dimostrare che se f : R™ — R é differenziabile con ||V f(z)|| < L < 400 per
ogni © € R™ allora f é Lipschitziana su R™, cioé
[f(x) = f()l < Lllx —yll  per ogni z,y € R"
e indicare quali tra le sequenti funzioni non sono Lipschitziane su R™:
flay) =a*+y*  flay) =a>—y*  f(z,y) = we’
e csistono funzioni f : R™ — R tali che

[f(@) = f)l < Lllz = ylI*  per ogni @,y € R" ?

Esercizio 8 Quali tra le sequenti funzioni sono radiali, quali omogenee, quali convesse ¢

2 2 s 2,2
o fla,y)="" flay)=wte fay)=x5h flay) =2
2,2 _
o flay) =ty flw)=a0n fleyz)=%

i f(x,ya Z) = yxfz f(xvyaz) = IOg(l + ex—i—y—i—z) f(xaya Z) = :L,ylogz

f(a:,y,z) zlog(x+y2+z2) f(xayaz) = m f(xay) :3(1—.%'/2—3//4)

.f(x7y):$y f(x,y):% f(l“,y):\/9—l‘2—y2 f(x,y)Z\/Q—xQ—y2

fley)=aty?  floy) =2 flay) =zeV  flz,y) = arccos S mye
R’l’l

Esercizio 9 Matrici semidefinite positive
Sia M"™ l'insieme della matrici A di tipo n X n ad entrate reali a;j identificato in modo naturale
con R™.

Una matrice A € M™ ¢ semidefinita positiva e si scrive A > 0 se < Ax,x >> 0 per ogni v € R™.

o verificare che Uinsieme C' = {A € M™: A >0} ¢ un cono di vertice 0 in R™

dimostrare che la funzione det : C'— R ¢ positivamente omogenea

e pern=2ce¢Ac M2, calcolare Vdet(A) e V2 det(A)

analizzare i punti critici su M? della funzione A — det(A)

¢ vera la disuguaglianza det(A) < (M)n ?

n

2



e ¢ vero che per ogni x,y € R™ si ha

1 1
| < Az,y > | < < Az,z >2 < Ay,y >2 7
Esercizio 10 Due disuguaglianze di convessita

e disuguaglianza di Cauchy parametrica: dimostrare che per ogni € > 0 si ha

2 Y
inf + — - =0
(:0,1;3614 (e 4e )

dove A= {(z,y) e R*:2 >0,y >0}

e disuguaglianza di Young : dimostrare che

P q
inf (m——ky——xy):O
(zy)ed \p g

dove A = {(z,y) €R%:2 >0,y >0} dove p,q € (1,+00) con1/p+1/qg=1

[scrivere xy = €l°8TF18Y ¢ ysare la convessita della funzione t — et |
e disuguaglianza di Jensen: dimostrare che se ¢ : R — R é una funzione convessa allora

o(b 3o = Tioted

n
1



