
Capitolo 4 Gruppi di Lie compatti e semisemplici

Nota Discutiamo i fondamenti della teoria.

1.1 Gruppi compatti e gruppi semplici Iniziamo con un gruppo compatto K.
Sia k la sua algebra di Lie, dalla analisi iniziale sui gruppi compatti esiste una struttura di
spazio Euclideo su k per cui gli operatori Ad(k) sono ortogonali. In particolare possiamo
decomporre k nella somma diretta di sottospazi ortogonali Ad(K) stabili ed irriducibili.

Supponiamo ora che K sia connesso.

Proposizione. i) In questo caso un sottospazio di k è Ad(K) stabile se e solo se è un
ideale di k.

ii) Quindi k si decompone in somma diretta k = ⊕m
i=1ki di algebre di Lie semplici.

iii) Fra tali algebre di Lie dobbiamo distinguere quelle 1 dimensionali che formano per-
tanto il centro di k.

Dim. i) In una rappresentazione di dimensione finita di un gruppo di Lie connesso un
sottospazio è stabile per il gruppo se e solo se è stabile per l’algebra di Lie. Ma per l’azione
aggiunta di una algebra di Lie k un sottomodulo è un ideale.

ii) Una rappresentazione di un gruppo compatto si decompone in somma diretta di
irriducibili, quindi k si decompone in somma diretta k = ⊕m

i=1ki di ideali, che come rappre-
sentazioni sono irriducibili. Ma ora essendo gli ki ideali, essi formano una somma diretta
come algebre di Lie, inoltre ogni ki è irriducibile come modulo su se stesso ovvero è una
algebra semplice.

iii) Il centro di una somma diretta è la somma diretta dei centri, ma il centro è anche
un ideale, per cui una algebra semplice o ha centro 0 oppure è abeliana.

Evidentemente una algebra abeliana è semplice se e solo se è di dimensione 1. �

Sia z il centro di k; tramite l’esponenziale abbiamo un omomomorfismo esp : z → K e
sia Z := esp(z) il sottogruppo di K immagine. Proviamo che

Teorema. Z è chiuso e coincide con la componente connessa del centro di K.

Dim. Chiaramente esp(z) è un sottogruppo contenuto nel centro di K pertanto anche
la sua chiusura è nel centro di K (per continuità). Viceversa la componente connessa del
centro è un sottogruppo di Lie chiuso abeliano la cui algebra di Lie è contenuta in z e
quindi coincide con z. �

Per una algebra di Lie ki semplice e non commutativa che decompone k abbiamo la
analisi seguente.

Il gruppo Ad(K) induce un gruppo compatto Ki di automorfismi per restrizione su ki.
A livello di algebre di Lie abbiamo la restrizione della rappresentazione aggiunta di k a ki

che ha come nucleo z ⊕j 6=i kj e come immagine ad(ki) pertanto Ki è un gruppo compatto
di algebra di Lie ki detto gruppo aggiunto a ki.
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Lemma. Ki è un gruppo di Lie semplice ovvero non ha sottogruppi normali chiusi non
banali.

Dim. Se H è un sottogruppo normale chiuso proprio la sua algebra di Lie è un ideale
proprio di ki che per ipotesi è semplice dunque l’algebra di Lie di H è 0 ed H è un
sottogruppo discreto.

Dunque H è nel centro di Ki, ma se z è nel centro di Ki, z induce la coniugazione banale
Ad(z)(g) = zgz−1 = g. L’azione aggiunta è il differenziale della coniugazione quindi z è 1
nella azione aggiunta e quindi in Ki. �

Ora ci serve un Teorema che proveremo solo dopo aver sviluppato a fondo la teoria dei
gruppi compatti.

Teorema. Se K è un gruppo compatto connesso con centro finito allora π1(K) è un
gruppo finito.

Dal Teorema precedente segue che il rivestimento universale di ciascun Ki è un gruppo
compatto K̃i abbiamo dunque un morfismo

π : Z ×
∏

i

K̃i → K

che induce l’identità sulle algebre di Lie e quindi è un rivestimento, necessariamente finito.

Esercizio Il centro Zi di K̃i coincide con π1(Ki).
Il Nucleo di π è un sottogruppo finito di Z ×

∏

i Zi che interseca Z in 1.
Osserviamo che se Z non è ridotto ad 1 allora Z = (S1)k e π1(Z) = Zk in definitiva

π1(K) è un gruppo abeliano finitamente generato di rango k.

Ora facciamo il secondo passo, consideriamo una algebra di Lie k semplice e non com-
mutativa. Per analizzarla sfrutteremo la Teoria che si può trovare in [H], ***.

Il primo passo da fare è quello di passare alla teoria complessa e complessificare l’algebra
costruendo

kC := k ⊗R C = k + ik.

In kC consideriamo la coniugazione a+ ib := a− ib che è un automorfismo (antilineare) di
algebre di Lie.

L’analisi che facciamo è un caso speciale della discussione della complessificazione di un
modulo irriducibile, fatta nel cap. 3, 1.2.

Supponiamo prima di tutto che kC non sia una algebra semplice e che I sia un ideale
minimale di kC.

Evidentemente anche I è un ideale minimale di kC e I ∩ I è un ideale di k. Poichè k è
semplice e non è un ideale di kC si deve avere che I ∩ I = 0.

Ora kC, come k modulo si decompone come somma diretta di due copie di k che è
irriducibile, poiché sia I che I sono sottomoduli per k l’unica possibilità è che:

a) kC = I ⊕ I.
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b) Le due proiezioni inducono un isomorfismo fra k e le due algebre di Lie I ed I.
In definitiva questo vuol dire che k è isomorfa ad una algebra di Lie semplice su C.
Riassumendo. Se k è una algebra di Lie reale semplice o k è già una algebra di Lie

complessa oppure kC è semplice.

Osserviamo ora:

Proposizione. Sia k una algebra di Lie reale semplice associata ad un gruppo compatto
allora kC è semplice.

Dim. Se k fosse una algebra di Lie complessa proviamo che la sua forma di Killing è
necessariamente indefinita. Infatti preso un operatore lineare complesso A su uno spazio
vettoriale complesso ne possiamo considerare sia la traccia trC(a) come operatore complesso
che come operatore reale trR(a), guardando alle due matrici si vede subito che trR(a) =
2Re(trC(a)). Per la forma di Killing reale abbiamo che è 2 volte la parte reale di una
forma quadratica non degenere complessa. Ora una forma non degenere complessa in una
opportuna base complessa ha la forma

∑

j z
2
j , se zj = xj + iyj si ha:

Re(
∑

j

z2
j ) =

∑

j

(x2
j − y2

j ).

questa è una tipica forma quadratica indefinita, infatti con segnatura 0 quindi non è la
forma di Killing di una algebra di un gruppo compatto che à definita negativa. �

Viceversa vedremo che, se k è una algebra di Lie complessa e semplice allora k è la
complessificazione di una algebra di Lie reale semplice ed in effetti ve ne è una, unica a
meno di isomorfismo, il cui gruppo di Lie associato è compatto. Da questa teoria segue in
particolare che classificare i gruppi di Lie compatti semplici è equivalente a classificare le
algebre di Lie complesse semplici. Questa classificazione si ottiene tramite la classificazione
dei sistemi di radici.

1.2 Tori massimali La teoria di struttura dei gruppi di Lie connessi e compatti passa
attraverso la nozione fondamentale di toro massimale.

Definizione. Un toro massimale T di un gruppo compatto G è un sottogruppo T chiuso
connesso commutativo massimale con questa proprietà.

OSSERVAZIONE Poiché T per ipotesi è un gruppo di Lie abeliano compatto connesso,
per il teorema di struttura è un toro (S1)m.

Lemma. Sia G un gruppo di Lie compatto e connesso e T un toro.
T è massimale se e solo se l’algebra di Lie t di T coincide con gli invarianti gT della

azione aggiunta di T su g.

Dim. Se T è un toro la sua algebra di Lie t è abeliana e T opera banalmente per
aggiunzione su t. Pertanto se T ⊂ T ′ e T ′ è un toro T opera banalmente per aggiunzione
su t′ in particolare se t = gT si deve avere T = T ′ e T è massimale.
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Viceversa se T è massimale e a ∈ gT si ha che il gruppo ad un parametro esp(sa)
commuta con T quindi T ed esp(sa) generano un gruppo la cui chiusura è abeliana e
contiene T , pertanto deve coincidere con T e dunque a ∈ t. �

Lemma. Sia G un gruppo di Lie compatto e connesso e T un toro massimale. Allora T
ha indice finito nel suo normalizzatore:

NT := {g ∈ G | gTg−1 ⊂ T}.

Dim. Evidentemente NT è chiuso e quindi un gruppo di Lie compatto, basta quindi
provare che T ed NT hanno la stessa algebra di Lie. Se per assurdo ciò non fosse avremmo
un gruppo ad un parametro di automorfismi di T , il che non è possibile, gli automorfismi
di T sono un gruppo discreto. �

Abbiamo una definizione fondamentale.

Definizione. Il gruppo quoziente W := NT /T è un gruppo finito detto gruppo di Weyl.

Per capire la azione aggiunta di un toro massimale T sulla algebra di Lie g di G conviene
complessificarla. Dalla teoria delle rappresentazioni dei tori si ha allora:

(1.2.1) gC = tC ⊕µ∈T̂ gµ, gµ := {x ∈ gC |Ad(t)x = µ(t)x, ∀t ∈ T}.

I caratteri µ per cui gµ 6= 0 si chiamano radici e lo spazio gµ lo spazio di radice µ.

Il legame con la teoria reale è il seguente.

Proposizione. Se V è uno spazio vettoriale reale su cui opera un toro T in modo
irrriducibile allora si ha uno dei due casi:

1) dimR V = 1 e la rappresentazione è banale.

2) dimR V = 2, V ha una struttura euclidea per cui l’immagine di T nella rappresen-
tazione è il gruppo1 SO(V ) = SO(2,R) = S1.

Dim. Applichiamo le osservazioni del Cap. 3, 1.2. Una rappresentazione irriducibile
reale V complessificata può restare irriducibile o spezzarsi nella somma diretta di due
rappresentazioni irriducibili complesse. Poiché le rappresentazioni irriducibili complesse
di un toro sono 1-dimensionali si ha che dimR V = 1, 2. Inoltre possiamo mettere una
metrica Euclidea in V in modo tale che T operi come trasformazioni ortogonali. Poiché
T è connesso T opera tramite un sottogruppo connesso di SO(V ). Se dimR V = 1 si ha
dunque che T opera banalmente, se dimR V = 2 gli unici sottogruppi connessi di SO(V )
sono SO(V ) stesso ed {1}, quindi se T opera in modo irrriducibile l’immagine di T deve
coincidere con SO(V ). �

1queste identificazioni non sono canoniche ma dipendono da una orientazione di V abbamo due possibili

identificazioni.
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OSSERVAZIONE
Dato un toro T le sue rappresentazioni irriducibili complesse corrispondono ad i caratteri

µ : T → SU(1) = S1. Dato un tale carattere indichiamo con C(µ) la corrispondente
rappresentazione 1-dimensionale complessa.

Nel caso di una rappresentazione ρ : T → SO(V ) reale irriducibile di dimensione 2
abbiamo che la complessificazione di V è la somma diretta C ⊕ C di due addendi stabili
per il gruppo SO(V ), che si identifica (in ogni addendo) al gruppo SU(1).

I due caratteri cośı determinati sono uno l’inverso dell’altro indichiamoli con µ, µ−1,
pertanto V ⊗R C = C(µ) ⊕ C(µ−1).

Pertanto possiamo decomporre l’algebra di Lie g in rappresentazioni irriducibili reali
per T . La somma delle rappresentazioni banali è t le rappresentazioni bidimensionali si
complessificano fornendo coppie di radici una inversa dell’altra.

È conveniente pensare alle radici anche in un altro modo, usando l’esponenziale abbiamo
che:

gµ = {x ∈ gC | [t, x] = µ0(t)x, t ∈ t}; eµ0(t) = µ(et).

Anche le funzioni lineari µ0 : t → iR si diranno radici, se conveniente scriveremo
gµ0

:= gµ.

Sia ora g ∈ NT si ha dunque che se x ∈ gµ calcolando Ad(g)(x) abbiamo, per t ∈ T :

Ad(t)Ad(g)(x) = Ad(g)Ad(g−1tg)(x) = Ad(g)µ(g−1tg)(x) = µ(g−1tg)Ad(g)(x)

Proposizione.

(1.2.2) Ad(g)(gµ) = gµg , µg(t) := µ(g−1tg).

Possiamo dunque dire che il gruppo di Weyl permuta le radici.

Il torema principale sui tori massimali è il seguente:

Teorema di coniugazione. Sia G un gruppo di Lie compatto e connesso e T un toro
massimale, allora G = ∪g∈GgTg

−1.

Dim. Questo teorema si può provare usando la teoria del grado di una applicazione fra
due varietà orientate compatte. Le due varietà in questo caso sono G/T × T e G. La
applicazione è φ : G/T × T → G, φ(gT, t) := gtg−1.

Si deve sfruttare il fatto generale che una applicazione con grado non nullo è suriettiva.

Nel caso in analisi resta da provare che il grado di φ è l’indice di T in NT .
�

Passiamo ora a giustificare tutti gli enunciati fatti.
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Ricordiamo prima di tutto il Teorema del grado.
Ricordiamo che una varietà M di dimensione n è orientabile se esiste una n−forma ψ

che non è mai nulla. Una tale forma si dirà forma di orientazione.
Se M è orientabile e ψ1, ψ2 sono due forme di orientazione si ha ψ1 = f(m)ψ2 dove f(m)

è una funzione che non è mai nulla. Se M è connessa si ha allora che f(m) ha un segno
costante. Se f(m) è positiva si dice che ψ1, ψ2 definiscono la stessa classe di orientazione
altrimenti definiscono orientazioni opposte.

Siano dunque M,N due varietà compatte orientate della stessa dimensione n e φ : M →
N una applicazione C∞. Dato un punto m ∈ M diremo che m è un punto regolare di φ
se il differenziale dφm è invertibile. Diremo che n ∈ N è un valore regolare se φ−1(n) è
formata da soli valori regolari.

In questo caso necessariamente φ−1(n) è un insieme finito. Poichè e due varietà sono
orientate si può scrivere la matrice jacobiana utrilizzando due sistemi di coordinate com-
patibili con la orientazione. Il segno della matrice Jacobiana dipende solo dalle due
orientazioni e non dalle coordinate scelte. Poniamo σ(m) := ±1 tale segno.

Teorema del grado. I valori regolari formano un aperto Nreg di N , se n ∈ Nreg si
ha che

∑

m∈φ−1(n) σ(m) non dipende dal punto dato. Tale numero si chiama grado della

applicazione detto deg(φ).
Il grado si può anche calcolare prendendo una forma di orientazione ψ per N normaliz-

zata con
∫

N
ψ = 1 e si ha:

(1.2.3) deg(φ) =

∫

M

φ∗(ψ).

Cenni sulla dimostrazione di questo teorema.
Si procede in vari passi.
a) Prima di tutto si estendono le nozioni alle varietà con bordo, se M è una varietà

connessa orientata con bordo non vuoto si prova che una forma di orientazione si può
scrivere come dθ con θ una n− 1 forma. Per il Teorema di Stokes si ha che

∫

M
ψ =

∫

∂M
θ.

b) Si prova il Lemma di Sard, l’immagine tramite φ dei punti non regolari ha misura
nulla in N .

c) Preso un valore regolare n ∈ Nreg si può trovare un intorno sferico D di n su cui la
controimmagine è un rivestimento con un certo numero k di fogli ∆1, . . . ,∆k diffeomorfi a
palle chiuse con bordo sfere n− 1 dimensionali.

d) Si considera M0 := M − ∪i

◦

∆i che è una varietà con bordo la unione dei bordi delle
palle ∆i.

e) Si scrive l’integrale:

∫

M0

φ∗(ψ) = −
∑

i

∫

∂∆i

φ∗(θ), dθ = ψ, su N0
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si ripete questa formula per sfere ∆i,ε per ε→ 0.

f) Se mi è il centro della palla ∆i e φ(mi) = n si prova che
∫

∂∆i
θ = σ(mi) + O(ε) e si

passa al limite.

Nel caso che stiamo analizzando φ : G/T × T → G bisogna premettere varie consider-
azioni.

La prima è che, su un gruppo di Lie G di dimensione n possiamo sempre fissare una
n−forma ψ non nulla ed invariante a sinistra, fissando una base ψ1, . . . , ψn di 1-forme
invarianti a sinistra e definendo ψ := ψ1 ∧ · · · ∧ψn. Questa forma, nel caso di G compatto
si può normalizzare in modo da avere

∫

G
ψ = 1.

Tale forma definisce una misura di Haar invariante a sinistra.

Nel caso di G compatto la forma ψ è anche invariante a destra, in quanto la rappresen-
tazione aggiunta induce un omomorfismo g → Ad(g) che, essendo G compatto e connesso
è formato di matrici di determinante 1.

Dato in generale un gruppo di Lie G ed un sottogruppo di Lie H,

Lemma. L’esistenza di una forma di grado massimo G invariante su G/H è equivalente
al fatto che H operi sullo spazio tangente di G/H, che è l’algebra di Lie di G modulo quella
di H, con trasformazioni di determinante 1.

Dim. Sia m := dimG/H e ψ1 un elemento non nullo di ∧mTH(G/H). preso un punto
gH ∈ G/H vogliamo definire ψgH := g∗(ψ1) dove g è la moltiplicazione per g. Il fatto che
questo sia ben definito dipende dalla ipotesi. Se h ∈ H abbiamo (gh)∗(ψ1) = g∗(h∗ψ1) =
g∗(ψ1). Che la definizione dia anche una forma invariante è ovvio, che sia Cω segue
utilizzando la sezione trasversa esp(U) che definisce una carta di G/H. �

Di nuovo, se H è connesso e compatto questo avviene. In particolare su G/T abbiamo
una tale forma invariante. Una scelta di una tale forma in particolare fornisce una ori-
entazione di G/T . Inoltre per il teorema del Dini, si deve avere che la forma, nel punto
H di G/H deve essere una forma di volume che moltiplicata per la forma di volume di T
fornisce la forma di volume per G in 1.

Teorema. Siano ψG/H , ψT , ψG le forme di orientazioni invarianti risp. a sinistra per
G per T e per G sia a destra che a sinistra. Normalizzate in modo da dare misura di Haar
1 e tali che φ preservi le orientazioni. Si ha:

(1.2.4) φ∗(ψ) = D(gT, t)ψG/H ∧ ψT , D(gT, t) =
∏

i

(1 − µi(t)). formula di Weyl.

Dim.

Bisogna calcolare lo Jacobiano, in un punto (gT, t) di φ, e poi esprimerne il determinante
in basi il cui prodotto esterno dia rispettivamente le due forme di orientazione. Si ha
φ(gT, t) = gtg−1. Per farlo lo comporremo con due diffeomorfismi

Lg : G/T × T → G/T × T, Lg(hT, u) := (ghT, u)
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Cg,t : G→ G, Cg(x) := g−1xgt−1.

Per costruzione tali diffeomorfismi preservano le forme di orientazione.

Si ha che Lg(1T, t) = (gT, t) mentre Cgφ(gT, t) = 1. Usiamo le coordinate locali in
G/T date da esp(v), v ∈ V dove V è il complementare T invariante di t in g la cui
complessificazione à VC := ⊕µ∈T̂ gµ (un complementare canonico alla algebra di Lie di T ).

In un intorno di t ∈ T usiamo le coordinate locali esp(a)t dove a è in un intorno di 0
nell’algebra di Lie. Il diffeomorfismo composto è dunque:
(1.2.5)
(v, a) → (g esp(v)T, esp(a)t) → g esp(v)esp(a)t esp(v)−1g−1 → esp(v)esp(a)t esp(v)−1t−1.

Sfruttiamo ora il fatto che t esp(v)−1t−1 = esp(−Ad(t−1)v).

A livello di spazi tangenti il differenziale in (0, 0) è dunque:

(v, a) → (v − Ad(t−1)v, a)

Per calcolare il determinante di questa trasformazione possiamo complessificare, prendere
una base di autovettori vi di autovalore µi ed abbiamo come determinante:

(1.2.6)
∏

i

(1 − µi(t)).

Abbiamo dunque che (gT, t) è un punto regolare di φ se e solo se t è un elemento
regolare. �

È utile riscrivere questa formula come segue.

Il toro T agisce sulla algebra di Lie in modo tale da fornire una somma diretta nella parte
invariante e di una somma diretta di rappresentazioni di dimensione 2 su cui un elemento
t = e2πia ∈ T opera come rotazioni di un qualche angolo 2πθj(a). Complessificando

questo spazio 2- dimensionale fornisce i due autovalori e±2πiθj(a). Pertanto ogni radice µi

si accoppia con la sua coniugata. Se prendiamo quindi in qualche modo2 i vari angoli di
rotazione θj(a) possiamo scrivere:

∏

i

(1−µi(t))=
∏

j

(1−e2πiθj(a))(1−e−2πiθj(a))=
∏

j

e−πiθj(a)(1−e2πiθj(a))eπiθj(a)(1−e−2πiθj(a))

= V V, V :=
∏

j

(eπiθj(a) − e−πiθj(a)) = e
1/2

∑

j
2πiθj(a)

∏

j

(1 − e−2πiθj(a))

2vi è un modo coerente che da luogo alla nozione di radici positive
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Corollario. Il grado di φ è l’indice di T in NT .

Dim. A meno di coniugare con g possiamo ridurci a studiare m := (T, t). Calcoliamo

φ−1φ(m) = {(gT, u) | gug−1 = t}.

Poiché T è l’unico toro massimale contenente t si deve avere gTg−1 ⊂ T ma avendo la
stessa dimensione gTg−1 = T e g ∈ NT . Ora sappiamo che il gruppo di Weyl permuta le
radici e ne segue che tutti i fattori

∏

i(1 − µi(t)) sono uguali sulla fibra. �

Un corollario molto importante di questa formula è:

Teorema formula di integrazione di Weyl. Se f è una funzione invariante per
coniugazione su G abbiamo:

(1.2.7)

∫

G

f(g)dg =
1

|W |

∫

T

f(t)V (t)V (t)dt.

Dim. Per definizione
∫

G
f(g)dg =

∫

G
f(g)ψ ed essendo φ : G/T × T → G un morfismo

di grado |W | si ha
∫

G
f(g)ψ = 1

|W |

∫

G/T×T
φ∗(f(g)ψ). dalla formula 1.2.4 si ha:

∫

G/T×T

φ∗(f(g)ψ) =

∫

G/T×T

f(gtg−1)V (t)V (t)ψG/H ∧ ψT

Per ipotesi f(gtg−1) = f(t) e quindi si separa l’integrale, essendo
∫

G/T
ψG/H = 1:

∫

G/T×T

f(gtg−1)V (t)V (t)ψG/H ∧ ψT =

∫

T

f(t)V (t)V (t)dt.

�

ESEMPI Il gruppo U(n,C).
Se T è un toro contenuto in U(n,C), dalla teoria delle rappresentazioni dei tori sappi-

amo che esiste una base ortonormale in cui T è diagonale, quindi T è coniugato ad un
sottogruppo del toro D delle matrici diagonali unitarie.

Scriviamo una matrice X di D come diagonale x1, . . . , xn |x1| = 1. Abbiamo che
l’albegra di Lie complessificata di U(n,C) sono le matrici. Tali matrici si decompongono
nelle matrici diagonali, la complessificazione dell’algebra di Lie di D, e la somma degli spazi
Ceij , i 6= j. Su Ceij una matrice diagonale X agisce per coniugazione (azione aggiunta)

con l’autovalore xix
−1
j = xixj . Si ha (1 − xix

−1
j )(1 − xjx

−1
i ) = (xj − xi)(xj − xi) dunque

∏

i6=j

(1 − xix
−1
j ) = V (X)V (X), V (X) =

∏

i<j

(xj − xi).
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Il normalizzatore ND è formato da matrici unitarie che trasformano in se meno di
fattori di scala la base ortonormale standard che è formata dagli autovettori di D. Ogni
trasformazione unitaria di questo tipo è il prodotto di una permutazione per una matrice
diagonale abbiamo:

(1.2.8) ND = Sn nD, prodotto semidiretto.

OSSERVAZIONE ESERCIZIO Si può identificare l’algebra delle funzioni continue su
U(n,C) invarianti per coniugazione con l’algebra delle funzioni continue su D simmet-
riche.

1.3 Corollari del teorema di coniugazione
Sia G un gruppo di Lie compatto e connesso e T un toro massimale.

Sia Z(T ) il suo centralizzatore, vogliamo provare prima di tutto che:

Proposizione. Z(T ) = T .

Dim. Infatti sia x ∈ Z(T ) e sia T ′ un toro massimale contenente x, quindi T e T ′

sono nel centralizzatore di x e quindi anche nella componente connessa Z0(x) di tale
centralizzatore.

Per il Torema di coniugazione, applicato a Z0(x), x è coniugato ad un elemento di T in
Z0(x) ma, siccome x è nel centro di Z0(x) ne segue che x ∈ T . �

Sia ora NT il normalizzatore di T ,

Lemma. Due elementi di T sono coniugati in G se e solo se sono coniugati tramite NT .

dim. Sia x = gyg−1, x, y ∈ T , i tori T, gTg−1 contengono entrambi x quindi esiste
un h ∈ Z(x) nel centralizzatore di x tale che T = (hg)T (hg)−1 ovvero hg ∈ NT ed
evidentemente x = (hg)y(hg)−1. �

Per il prossimo teorema abbiamo bisogno di una premessa. Prendiamo un elemento
g ∈ G e consideriamo il sottogruppo {g} chiuso generato da g ovvero la chiusura del
sottogruppo ciclico {gm}, m ∈ Z generato da g. Per continuità il gruppo che si ottiene è
abeliano, diremo che {g} è topologicamente generato da g.

Prendiamo ora un toro T , vogliamo provare che:

Lemma. i) Un elemento g ∈ T genera topologicamente T se e solo se non esiste un
carattere χ di T non banale con χ(g) = 1.

ii) Per quasi tutti gli elementi g ∈ T si ha che {g} = T .

Dim. i) Se g genera topologicamente T e se χ(g) = 1 per continuità si ha che χ = 1 è
banale.

Viceversa un elemento g non genera topologicamente T se e solo se è contenuto in un
sottogruppo di Lie proprio U . Si ha che T/U è un toro non banale e quindi ha un carattere
χ non banale.
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ii) I caratteri non banali sono un insieme numerabile e il nucleo di un carattere è un
sottotoro di codimensione 1, si vede facilmente che la unione di questo insieme numerabile
di sottotori è piccola, per esempio ha misura 0 ed il complementare è ovunque denso.
un modo semplice di vederlo è di passare al rivestimento universale e vedere uno spazio
vettoriale di dimensione n meno una infinità numerabile di sottospazi di dimensione n− 1.

�

Teorema 1. i) Ogni elemento g ∈ G è contenuto in un toro massimale.
ii) Due tori massimali sono coniugati.
iii) L’intersezione di tutti i tori massimali è il centro di G.

Dim. i) Dal teorema di coniugazione esiste x ∈ G e xgx−1 ∈ T , da cui otteniamo
g ∈ g−1Tg che è un toro massimale.

ii) Siano T, U due tori massimali. Prendiamo un g ∈ U per cui U = {g}. Dal teorema di
coniugazione esiste x ∈ G e xgx−1 ∈ T , da cui otteniamo per continutità che xUx−1 ⊂ T .
Evidentemente xUx−1 è un toro massimale quindi xUx−1 = T .

Sia x nel centro di G, da i) si ha che x è in un toro massimale T . Sappiamo che tutti
i tori massimali sono coniugati. Ma per ogni g ∈ G si ha gxg−1 = x per cui x ∈ gTg−1

per ogni g. Viceversa se x è contenuto in ogni toro massimale x commuta con tutti gli
elementi di ogni toro massimale, ma G è unione di tali tori e quindi x è nel centro di G.
�

Proposizione. Per un gruppo di Lie compatto G le seguenti proprietà sono equivalenti:

i) G è topologicamente generato da un elemento g.

ii) G è commutativo e detto G0 la componente connessa di 1 si ha che G/G0 = Z/(m)
è un gruppo ciclico.

iii) G = T × Z/(m) con T un toro.

Dim. i) =⇒ ii). Infatti seG è topologicamente generato da un elemento g evidentemente
ogni elemento che commuta con g commuta anche con G per continuità, in particolare G
è commutativo. Inoltre G/G0 è un gruppo discreto finito topologicamente generato dalla
classe di g e quindi ciclico.

ii) =⇒ iii). G0 è un gruppo commutativo connesso compatto quindi un toro T . Sia
x ∈ G un generatore modulo G0 = T di ordine m. xm = b ∈ T , poiché T = Rk/Zn se b è
la classe di un vettore v si ha che b = cm con c la classe di v/m. In definitiva cambiando
x con y := x/c si vede che G = T × Z/(m).

iii) =⇒ i). Sia u ∈ T un generatore topologico, e u = tm. Sia y il generatore del fattore
Z/(m). Si ha che ty è un generatore topologico di G, in effetti (ty)m = u quindi la chiusura
del sottogruppo generato da ty contiene T , contiene anche y = (ty)t−1 e quindi contiene
Z/(m). �

ESERCIZIO Un gruppo di Lie non compatto è topologicamente generato da 1 elemento
se e solo se è Z.

Completiamo l’analisi con un Teorema che si usa in seguito:
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Teorema 2. Sia G un gruppo di Lie compatto connesso. Il centralizzatore Z(S) di un
toro S ⊂ G è connesso ed è l’unione dei tori massimali di G che contengono S.

Dim. Dai teoremi già provati basta provare che, se x ∈ Z(S) si ha che S ed x sono
contenuti in un toro T . per questo sia B la chiusura del sottogruppo generato da x, S.
Evidentemente B è un gruppo abeliano, pertanto la sua componente connessa B0 è un
toro. Inoltre S ⊂ B0 e B è generato da x,B0, per cui B/B0 è un gruppo ciclico Z/(m)
generato dalla classe di x. Dalla proposizione precedente B è topologicamente generato
da un elemento g e, dal teorema precedente g è contenuto in un toro massimale T . �

2 Funzioni di Schur

2.1 Polinomi simmetrici. Per capire la teoria dei caratteri di U(n,C) dobbiamo
preliminarmente studiare i polinomi simmetrici ed antisimmetrici a coefficienti interi.

Definizione. Un polinomio f nelle variabili (x1, x2, . . . , xn), è detto funzione alterna
se, per ogni permutazione σ delle variabili

fσ = f(xσ(1), xσ(2, . . . , xσ(n)) = εσf(x1, x2, . . . , xn),

εσ il segno della permutazione.

Il determinante di Vandermonde è un polinomio alterno , V (x) :=
∏

i<j(xi − xj).

La prinicipale osservazione sui polinomi alterni è la seguente.

Proposizione. Un polinomio f(x) è alterno se e solo se è della forma f(x) = V (x)g(x)
con g(x) un polinomio simmetrico.

Proof. Sostituiamo, in un polinomio alterno f ad una variabile xj una variabile xi per
i 6= j. Otteniamo lo stesso polinomio se prima scambiamo xi e xj in f . Poichè in questo
modo f cambia di segno, per questa sostituzione f diventa 0.

Questo significa che f è divisibile per xi − xj ; poiché i, j sono arbitrarii f è divisibile
per V (x). Scrivendo f = V (x)g è chiaro che g è simmetrico .

Più formalmente, se A, S denotano gli insiemi dei polinomi antisimmetrici e sim-
metrici abbiamo:

Proposizione. Lo spazio A dei polinomi antisimmetrici è un modulo libero di rango 1
sull’anello S dei polinomi simmetrici generato da V (x) ovvero A = V (x)S.

In particolare una qualunque base integrale di A fornisce, dividendo per V (x), base
integrale di S. In questo modo otterremo le funzioni di Schur.
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Per capire la costruzione consideriamo nei polinomi Z[x1, x2, . . . , xn] la base data dai
monomi (che sono permutati da Sn).

A meno di permutare le variabili un monomio può essere portato in un altro della forma
xm1

1 xm2

2 xm3

3 . . . xmn
n in cui gli esponenti m1 ≥ m2 ≥ m3 · · · ≥ mn ≥ 0 sono una sequenza

non crescente.

Sia f un polinomio antisimmetrico e (ij) una transposizione. Applicando questa trans-
posizione a f il polinomio cambia segni mentre la transposizione fissa tutti i monomi in
cui xi, xj hanno lo stesso esponente.

Segue che tutti i monomi che hanno coefficiente non 0 in f devono avere esponentsi
distinti. Data una sequenza di esponenti m1 > m2 > m3 > · · · > mn ≥ 0 i coefficienti del
monomio xm1

1 xm2

2 xm3

3 . . . xmn
n e di xm1

σ(1)x
m2

σ(2)x
m3

σ(3) . . . x
mn

σ(n) differiscono per il segno di σ.

Ne segue che:

Teorema. Le funzioni:

Am1>m2>m3>···>mn≥0(x) :=
∑

σ∈Sn

εσx
m1

σ(1)x
m2

σ(2) . . . x
mn

σ(n),

sono una base integrale dei polinomi antisimmetrici.

È conveniente usare le convenzioni seguenti. Si consideri la sequenza

% := (n− 1, n− 2, . . . , 2, 1, 0),

Lemma. L’applicazione

λ = (p1, p2, p3, . . . , pn) −→ λ+ % = (p1 + n− 1, p2 + n− 2, p3 + n− 3, . . . , pn)

è una corrispondenza biunivoca fra sequenze decrescenti e strettamente decrescenti.

Indichiamo con Aλ+% la correspondente funzione antisimmetrica. La possiamo esprimere

come determinante della matrice Mλ che ha nella posizione i, j l’elemento xpi+n−i
j .

Poniamo Sλ(x) := Aλ+%/V (x) la funzione di Schur associata a λ.

Possiamo identificare λ ad una partizione con n−parti, dell’intero
∑

pi e scrivere λ `
∑

i pi.

Abbiamo (con le notazioni di 1.1):

Teorema. Le funzioni Sλ, con λ ` m e ht(λ) ≤ n sono una base integrale della parte
di grado m dell’anello delle funzioni simmetriche.

Si noti che il determinante di Vandermonde è la funzione alterna A% e S0 = 1.
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Se λ = (p1, p2, p3, . . . , pn) è una partizione e a un intero positivo denotiamo con a la
partizione (a, a, a, . . . , a) allora

(6.2.1) Aλ+%+a = (x1x2 . . . xn)aAλ+%, Sλ+a = (x1x2 . . . xn)aSλ.

Possiamo ora estendere questa analisi al caso dell’anello Z[x±1
1 , . . . , x±1

n ] dei polinomi di
Laurent che si può identificare all’anello dei caratteri del toro n−dimensionale.

In questo caso si passa dai polinomi ai polinomi di Laurent moltiplicando per potenze
anche negative di x1x2 . . . xn e si ottiene che possiamo definire le funzioni di Schur
Sλ(x1, . . . , xn) con λ := h1 ≥ h2 ≥ · · · ≥ hn interi qualunque (anche negativi), tali
funzioni sono una base dei polinomi simmetrici di Laurent.

Teorema. Le funzioni di Schur Sλ(x) := Sλ(x1, . . . , xn) con λ := h1 ≥ h2 ≥ · · · ≥ hn

interi qualunque sono i caratteri irriducibili di U(n,C).

Dim. Abbiamo dalla usuale ortogonalità dei caratteri di D:

1

n!

∫

D

Sλ(x)Sµ(x)V (x)V (x)dx =
1

n!

∫

T

Aλ+%(x)Aµ+%(x)dx = δµ
λ

d’altra parte sia χ un carattere irriducibile di U(n,C) ristretto alle matrici diagonali è un
carattere di D invariante per coniugazione tramite Sn pertanto è un polinomio di Laurent
simmetrico ed a coefficienti positivi e quindi è la combinazione lineare a coefficienti interi
di funzioni Sλ(x) sia χ =

∑

λ nλSλ(x). Dalla formula di integrazione di Weyl si ha:

1 =

∫

U(n,C)

χ(g)χ(g)dg =
1

n!

∫

D

(
∑

λ

nλSλ(x))(
∑

λ

nλSλ(x))V (x)V (x)dx =
∑

λ

n2
λ.

Segue che per un λ si deve avere χ(x) = ±Sλ(x) ora il coefficiente direttivo di Sλ(x) è 1 e
quindi essendo χ una combinazione a coefficienti positivi di monomi segue che χ(x) = Sλ(x)
(segue inoltre che Sλ(x) è una combinazione a coefficienti positivi di monomi3).

Poiché i caratteri irriducibili sono una base ortonormale delle funzioni di classe ogni
Sλ(x) deve essere un carattere irriducibile. �

2.2 Caratteri gruppo di Weyl, prima parte
Sia p : X → Y una applicazione continua e suriettiva fra due spazi di Hausdorf compatti

si ha necessariamente che Y ha la topologia quoziente.
Sia G un gruppo topologico che opera in modo continuo su uno spazio X denotiamo

con X/G l’insieme delle G orbite di X. Abbiamo una applicazione p : X → X/G che ad
un punto x ∈ X associa la sua G−orbita.

3vi è una notevole combinatoria quella dei tableaux standard che spiega questa positività in modo chiaro.
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Possiamo ora dare a X/G la topologia quoziente, che ha dunque la proprietà di identi-
ficare le funzioni continue su X/G con le funzioni continue G−invarianti su X.

Gli aperti di X/G corrispondono agli aperti di X che siano G−stabili.

In generale questa topologia quoziente non è di Hausdorf, questo avviene se esistono
orbite non chiuse di G, in questo caso, se O1 è una orbita nella chiusura di un’altra orbita
O2 queste due orbite, come punti di X/G non si possono separare. Questo fenomeno non
può avvenire se G è compatto infatti:

Proposizione. Sia G un gruppo compatto che opera in modo continuo su uno spazio
X localmente compatto. X/G con la topologia quoziente, è uno spazio di Hausdorf.

Dim. Siano O1, O2 due orbite distinte, sono chiuse in quanto G è compatto. Fissato
p ∈ O1 sia Ap un suo intorno compatto con Ap ∩ O2 = ∅. L’insieme GA è un intorno
compatto di O1 ed ancora GA∩O2 = ∅. Possiamo dunque ripetere l’argomento. Prendiamo
un punto q ∈ O2 ed un intorno compatto B di q con B ∩GA = ∅ abbiamo GA ∩GB = ∅
e la separazione delle orbite.

�

Lemma. Sia G un gruppo di Lie compatto definiamo lo spazio quoziente G//G formato
dalle classi coniugate di G con la topologia quoziente.

G//G è omeomorfo a T/W.

Dim. La applicazione T → G → G//G è continua e si fattorizza in una applicazione
biunivoca e continua i : T/W → G//G da (Lemma 1.3). Pertanto essendo T/W compatto
e G//G di Hausdorf per la proposizione precedente, i è un omeomorfismo. �

Questo lemma permette di dimostrare la seguente:

Proposizione. i) Sia C0
G(G) l’algebra delle funzioni continue su G invarianti per co-

niugazione, la restrizione di tali funzioni a T è un isomorfismo di algebre di Banach con
le funzioni continue su T invarianti per l’azione di W .

ii) Tale restrizione si estende ad un isomorfismo di spazi di Hilbert, fra lo spazio L2
G(G)

delle funzioni L2 su G invarianti per coniugazione e lo spazio di Hilbert delle funzioni L2

su T invarianti per W e rispetto alla misura V (t)V (t)dt.

Dim. i) segue dal Lemma precedente. ii) Segue dalla formula di integrazione di Weyl.

�

Sia ora W una rappresentazione unitaria di dimensione finita di un gruppo compatto
connesso G e T un toro massimale.

W si decompone in spazi peso W = ⊕χ∈T̂Wχ, come nella rappresentazione aggiunta si

ha che, se g ∈ NT , gWχ = Wχg . Pertanto abbiamo:

Proposizione. Il carattere di una rappresentazione irriducibile, ristretto al toro mas-
simale T è un carattere di T invariante per il gruppo di Weyl.
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Per potere utilizzare questa proposizione al fine di calcolare i caratteri irriducibili di un
gruppo di Lie compatto connesso è necessario capire meglio la teoria dei pesi associati ad
un sistema di radici.

3 Radici

3.1 SU(2) In questo paragrafo studiamo le rappresentazioni di SU(2) come passo
preliminare per la teoria generale.

Per l’algebra di Lie su(2) (matrici 2 × 2 antihermitiane a traccia 0) di SU(2) possiamo
prendere come base:

∣

∣

∣

∣

0 1
−1 0

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣
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i 0
0 −i
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∣

,

∣
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∣
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∣
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∣

∣

La complessificazione di su(2) è l’algebra sl(2,C) per cui è conveniente prendere come base
le tre matrici.

e :=

∣

∣

∣

∣

0 1
0 0

∣

∣

∣

∣

, h :=

∣

∣

∣

∣

1 0
0 −1

∣

∣

∣

∣

, f :=

∣

∣

∣

∣

0 0
1 0

∣

∣

∣

∣

che soddisfano le regole di commutazione:

(3.1.1) h = [e, f ], [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f.

Sia V una rappresentazione irriducibile di sl(2,C) di dimensione finita, sia u un autovettore
di h di autovalore un numero λ abbiamo:

h(eu) = [h, e]u+ ehu = (2 + λ)eu, h(fu) = [h, f ]u+ fhu = (−2 + λ)eu

ovvero eu è autovettore di autovalore 2+λ e similmente per fu. iterando eku è autovettore
di autovalore 2k + λ pertanto deve esistere un k per cui eku 6= 0, ek+1u = 0.

In altre parole esiste un vettore v 6= 0 autovalore di h di un qualche autovalore m per
cui ev = 0.

Un tale vettore si dice un vettore di peso più alto.

Applichiamo ora a v iterativamente f ottenendo vettori fhv di peso (rispetto ad h)
m− 2h.

Dato che questi pesi sono distinti i vettori non nulli che otteniamo sono linearmente
indipendenti. Abbiamo

efkv = [e, f ]fk−1v + fefk−1v = kfk−1v + fefk−1v = (m− 2k + 2)fk−1v + fefk−1v.

Questa formula, posto efkv = ckf
k−1v ci da la ricorsione ck = m−2(k−1)+ck−1, c0 = 0.

Applicata in modo ricorsivo, ci da infine:

(3.1.2) efkv = k(m− k + 1)v.

Sia ora k > 0 l’intero per cui fk−1v 6= 0 e fkv = 0, abbiamo pertanto:

0 = efkv = k(m− k + 1)v, =⇒ m = k − 1

Abbiamo dunque:
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Teorema. Per ogni intero m ≥ 0 esiste una unica rappresentazione irriducibile di
sl(2,C) di dimensione m+ 1 con una base v, fv, . . . , fh−1v e con le regole:

(3.1.3) efkv = k(m+ 1 − k)v, hfkv = (m− 2k)fkv.

Dim. Dalla discussione precedente abbiamo che una rappresentazione irriducibile è
necessariamente della forma precedente, resta dunque da verificare soltanto che le for-
mule precedenti forniscono una rappresentazione irriducibile, il che si può fare facilmente.
Questa rappresentazione si può anche vedere concretamente come la azione sui polinomi
di grado m in 2 variabili, indotta dalle sostituzioni delle variabili. �

OSSERVAZIONE Gli autovalori dell’elemento h in una rappresentazione di SL(2,C)
vengono detti i pesi della rappresentazione. I corrispondenti autovettori vettori peso (weight
vectors).

Abbiamo visto che i pesi sono interi. Inoltre in una rappresentazione irriducibile Vm

compaiono i pesi m,m− 2,m− 4, . . . ,−m+ 4,−m+ 2,−m con molteplicità 1.
i) In una rappresentazione irriducibile pari tutti i pesi sono pari ed esattamente i pari

fra −m,m il peso 0 appare.
ii) In una rappresentazione irriducibile dispari tutti i pesi sono dispari ed esattamente i

dispari fra −m,m il peso 0 non appare ma appare il peso 1.
iii) Una rappresentazione qualunque si decompone nella somma diretta di a rappre-

sentazioni irriducibili pari e b irriducibili dispari con a la molteplicità del peso 0 e b la
molteplicità del peso 1.

Dalla teoria generale integrando queste sono rappresentazioni anche del gruppo di Lie
SL(2,C) e di SU(2).

ESERCIZIO i) Provare che le rappresentazioni Vm sono anche rappresentazioni di
SO(3,R) se e solo se m è pari.4

ii) Determinare le rappresentazioni irriducibili reali di SU(2).

3.2 Radici Sia T un toro con algebra di Lie t, abbiamo l’esponenziale esp : t → T
con nucleo un reticolo Λ.

Dato un carattere µ : T → SU(1) possiamo scrivere:

(3.2.1) µ(esp(t)) = eµ0(t), µ0 : t → iR, µ0(Λ) ⊂ 2πiZ.

Posto Γ := 1
2π
iΛ, un reticolo in it, a volte è quindi conveniente identificare il gruppo

abeliano dei caratteri di T con il gruppo additivo Γ∗ := hom(Γ,Z) tramite la formula
eµ0(t), µ0 ∈ Γ∗.

4Nel linguaggio della fisica il numero m/2 è detto lo spin della rappresentazione quindi si parla di

rappresentazioni intere e semi-intere, questo formalismo mette in evidenza il fatto che un generatore

infinitesimale delle rotazioni in SU(2) è 1/2 del generatore per SO(3,R).
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Ovviamente Γ∗ è un reticolo dello spazio duale hom(it,R).

Abbiamo visto che, complessificando l’algebra di Lie g di un gruppo compatto G e
scegliendo un toro massimale T di G con algebra di Lie t abbiamo una decomposizione di
gC in spazi di radici gµ = {x ∈ gC |Ad(u)x = µ(u)x, u ∈ T} ovvero [t, x] = µ0(t)x, t ∈ t.

CONVENZIONE D’ora in poi penseremo alle radici sempre nella forma lineare ovvero
come funzioni lineari su t o equivalentemente sulla complessificata tC. Sullo spazio it
la forma di Killing è positiva ed abbiamo quindi uno spazio Euclideo. Tramite questa
struttura Euclidea identifichiamo it con il suo duale it∗. Quindi possiamo pensare alle
radici in particolare come vettori di uno spazio Euclideo.

Indichiamo con Φ ⊂ E le radici.

Spesso conviene estendere anche le radici alle forme lineari che inducono in tC.
Da questo punto di vista la forma di Killing identifica tC al suo duale (complesso) e

lo spazio Euclideo è il sottospazio del duale formato dalle forme lineari reali su it (o
immaginarie su t).

Proposizione. Il gruppo di Weyl W opera come isometrie dello spazio Euclideo E
permutando le radici.

Dim. Abbiamo già visto che il gruppo di Weyl permuta le radici. Il fatto che operi come
isometrie discende dal fatto che questa azione è identificata (per dualità) alla restrizione
a t della coniugazione per NT . Sappiamo che la coniugazione preserva la forma di Killing.
�

Sia ora V ⊂ g una rappresentazione irriducibile di dimensione 2 del toro T . Sappiamo
che in una base ortogonale e1, e2 di V ogni elemento di t ∈ T opera come una rotazione,
si ha:

t(e1) = cosφ e1−sinφ e2, t(e2) = sinφ e1+cosφ e2, =⇒ t([e1, e2]) = [e1, e2] =⇒ [e1, e2] ∈ t.

In particolare t ⊕ V è una sottoalgebra di Lie con [t, V ] ⊂ V, [V, V ] ⊂ t. Affermiamo ora
che h := [e1, e2] 6= 0, [h, ei] 6= 0.

Se [e1, e2] = 0 esponenziando questi elementi abbiamo un gruppo abeliano normalizzato
da T . La sua chiusura è un toro normalizzato da T , ma un toro non ha un gruppo continuo
di automorfismi e quindi una contraddizione T commuta con V .

Se [h, V ] = 0 abbiamo che V stabilizza ogni autospazio di h, in particolare uno con
autovalore α 6= 0 su questo autospazio h è un commutatore e quindi ha traccia 0 il che
implica α = 0 di nuovo una contraddizione.

Essendo h un generatore infinitesimale per un gruppo ad un parametro che opera come

rotazioni, per un valore reale t abbiamo che h su V induce la matrice

∣

∣

∣

∣

0 −t
t 0

∣

∣

∣

∣

, ovvero

[h, e1] = te2, [h, e2] = −te1
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pur di scambiare e1 con e2 possiamo supporre t = a2 positivo. Cambiando base e ponendo
A := a−1e1, B := a−1e2, C := [A,B] abbiamo [C,A] = B, [B,C] = A vediamo che
l’algebra di Lie tridimensionale è isomorfa all’algebra di SU(2) con base:

A :=
1

2

∣

∣

∣

∣

i 0
0 −i

∣

∣

∣

∣

, B :=
1

2

∣

∣

∣

∣

0 i
i 0

∣

∣

∣

∣

, C :=
1

2

∣

∣

∣

∣

0 −1
1 0

∣

∣

∣

∣

.

Da questa discussione otteniamo:

Teorema. Sia G un gruppo compatto connesso di rango 1 non commutativo, allora G
è isomorfo a SU(2) o ad SO(3,R).

Dim. Identifichiamo il toro massimale ad SU(1), ogni radice si può pensare come un
numero intero. Prendiamo un sottospazio V come nella analisi precedente ma supponiamo
che la radice α corrispondente sia minima. Dalla analisi precedente la algebra di Lie t⊕V è
isomorfa ad su(2), abbiamo dunque un omomorfismo di SU(2) in G e possiamo decomporre
l’algebra di Lie di G in rappresentazioni irriducibili di SU(2). Per massimalità l’autovalore
0 deve apparire con molteplicità 1 da cui segue che le altre possibili rappresentazioni
devono essere dispari ma allora contengono un autovalore inferiore ad α. Segue che G è
tridimensionale, poiché SU(2) è semplicemente connesso con centro ±1 il teorema segue.
�

Torniamo ora al caso di un gruppo compatto G un toro massimale T , una rappresen-
tazione irriducibile V di T nell’algebra di Lie che genera una algebra di Lie di dimensione
3 isomorfa ad su(2), che indichiamo con su(2)α ed induce un omomorfismo di SU(2)
in G con immagine un sottogruppo che denotiamo Gα isomorfo ad SU(2) oppure ad
SU(2)/± 1 = SO(3,R).

Se α è una radice di T per la complessificazione di V e Tα := kerα il nucleo di α
abbiamo che Tα commuta con SU(2) in G. L’algebra di Lie g di G si decompone pertanto
in rappresentazioni irriducibili di Tα × SU(2). Su una tale rappresentazione irriducibile,
dal lemma di Schur Tα opera come scalari (tramite un carattere) e la rappresentazione
rimane irriducibile se ristretta a SU(2).

Inoltre se T 0
α denota la componente connessa di Tα e S1

α ⊂ SU(2) è il toro 1-dimensionale
generato da esp(sh) si ha che esiste una ben determinata forma lineare α0 su t con
α(esp(sh)) = esp(sα0(h)) il nucleo tα di α0 è l’algebra di Lie di Tα. Infine abbiamo che la
moltiplicazione Tα ×S1

α → T è una isogenia in quanto il suo differenziale è un isomorfismo
di algebre di Lie.

Vogliamo verificare che Φ soddisfa una serie di proprietà che possono essere prese come
gli assiomi dei sistemi di radici.

ASSIOMI
Un sistema di radici è un insieme finito Φ di vettori non nulli di uno spazio euclideo E

che verifica le seguenti proprietà:

(1) Se α ∈ Φ si ha cα ∈ Φ se e solo se c = ±1.



Radici 145

(2) Se α ∈ Φ e sα indica la riflessione ortogonale rispetto all’iperpiano ortogonale ad
α si ha sα(Φ) = Φ.

(3) Se α, β ∈ Φ si ha:

(3.2.2) sα(β) = β − 〈α, β〉α, 〈α, β〉 :=
2(α, β)

(α, α)
∈ Z, interi di Cartan

(4) Φ genera linearmente lo spazio E.

Passiamo ora a verificare che le radici definite per un gruppo di Lie semplice compatto
soddisfano questi assiomi (ed un’altra condizione di irriducibilità). Definiamo dunque
gα := {x ∈ gC | [t, x] = α(t)x, ∀t ∈ t}.

Teorema. i) Se α è una radice di t, 2α non è una radice (di t).

ii) Le uniche radici di t, multiple di α sono ±α.

iii) gα ha dimensione 1.

Dim. Consideriamo la sottoalgebra di Lie gα fissata dal toro Tα la cui algebra di Lie
è tα := {t ∈ t |α(t) = 0}. gα = {x ∈ g | [t, x] = 0, ∀t ∈ tα}. Complessificata da la

sottoalgebra gTα

C
= tC ⊕β∈Φ gTα

β .

Ora gTα

β è 0 a meno che β = 0 su tα ovvero β è un multiplo di α. gTα

C
= tC ⊕cα∈Φ gcα.

Dalla teoria delle rappresentazioni di SU(2) potremmo avere a priori, oltre a tα⊕su(2)α

anche altre rappresentazioni isomorfe alla rappresentazione Vm di peso più alto m. Se m
è pari una tale rappresentazione contiene un vettore fisso per S1

α e quindi anche per T il
che è assurdo poiché t esaurisce tutti i punti fissi, in particolare ne deduciamo che 2α0 non
è una radice. D’altra parte se vi fosse un Vm di peso più alto m dispari, vi sarebbe un
vettore di peso β := 1/2α0 che sarebbe una radice. Anche questa è una contraddizione in
quanto 2β = α0 è radice contraddicendo quanto appena provato.

Segue che gα = tα ⊕ su(2)α che implica ii) e iii). �

Complessifichiamo su(2)α ad sl(2)α con la usuale base eα, fα, hα.

Proposizione.

(h, hα) = (h, [eα, fα]) = ([h, eα], fα]) = α(h)(eα, fα).

(hα, hα) = (hα, [eα, fα]) = 2(eα, fα).

Poniamo tα l’elemento per cui (h, tα) = α(h) da cui tα = 2hα

(hα,hα) e (α, α) = (tα, tα) =
4

(hα,hα) .

Dall’isometria fra t ed il duale t∗ deduciamo che α corrisponde a tα.
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Proposizione.

β(hα) = 〈β, α〉.

Dim.

β(hα) = (hα, tβ) =
(hα, hα)

2
(tα, tβ) =

(hα, hα)

2
(α, β) =

2(β, α)

(α, α)
= 〈β, α〉.

�

Ora possiamo analizzare la decomposizione di gC in spazi di radici.
Siano β, α due radici, consideriamo tutte le radici del tipo β + iα, i ∈ Z tali radici

vengono dette la α-stringa attraverso β.

Consideriamo il sottospazio:

Mβ,α := ⊕igβ+iα

Proposizione. Mβ,α è una rappresentazione irriducibile di sl(2)α.

Dim. Il peso di gβ+iα relativamente ad hα è β(hα) + 2i. Quindi i pesi che appaiono in
Mβ,α (relativamente ad hα) sono o tutti dispari o tutti pari ed inoltre sono tutti distinti.
Poiché il numero di irriducibili in cui si decompone una rappresentazione di sl(2) viene
contato dalla molteplicità degli autovalori 0,1 l’enunciato segue. �

Consideriamo in Gα l’elemento sα immagine di

∣

∣

∣

∣

0 1
−1 0

∣

∣

∣

∣

∈ SU(2). Questo elemento

commuta con Tα e normalizza S1
α mandando per dualità α0 in −α0.

Proposizione. i) sα ∈ NT .

ii) sα induce sullo spazio Euclideo E duale di t (con prodotto scalare −(x, y) (meno la
forma di Killing) la riflessione ortogonale rispetto all’iperpiano ortogonale ad α0.

iii) Se α, β ∈ Φ si ha:

(3.2.3) sα(β) = β − 〈β, α〉α, 〈β, α〉 :=
2(β, α)

(α, α)
∈ Z, interi di Cartan

iv) Le radici della forma β + iα vengono in una stringa β + iα, −q ≤ i ≤ p, per cui
〈β, α〉 = p− q.

Dim. i) Il fatto che sα ∈ NT segue dal fatto che T è isogeno a Tα × S1
α.

ii) Poiché sα ∈ NT preserva la forma di Killing induce una trasformazione ortogonale di
E.

Questa trasformazione manda α0 in −α0 ed è la identità su un iperpiano. Ne segue
che necessariamente sα induce sullo spazio Euclideo E la riflessione ortogonale rispetto
all’iperpiano ortogonale ad α0.
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iii) In uno spazio Euclideo E la riflessione ortogonale rispetto all’iperpiano ortogonale
ad un vettore non nullo v è evidentemente data dalla formula:

sv(w) = w −
2(v, w)

(v, v)
v.

Dalla proposizione precedente le radici β+ iα vengono in una stringa β+ iα, −q ≤ i ≤ p di
lunghezza m+1 = p+q+1 in cui β+pα fornisce il peso massimale e β−qα fornisce il peso
minimale. Inoltre m = (β+pα)(hα) = β(hα)+2p mentre −m = (β−qα)(hα) = β(hα)−2q
e β(hα) = p− q, ma abbiamo visto che β(hα) = 〈β, α〉.

�

Resta ancora da dimostrare che le radici generano E = hom(t,R). Se cośı non fosse
esisterebbe una t ∈ t, t 6= 0 su cui tutte le radici si annullano. Poiché g = t ⊕α∈Φ gα

ne segue che t è nel centro di t contrariamente alla ipotesi fatta che g sia semplice non
commutativa.

OSSRVAZIONE

∣

∣

∣

∣

0 1
−1 0

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 1
0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0
−1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1
0 1

∣

∣

∣

∣

= esp(e)esp(−f)esp(e)

3.3 Vettori radici

Teorema. i) Per ogni radice α si ha dim gα = 1.

ii) [gα, gβ] =

{

0 se α+ β non è una radice

gα+β se α+ β è una radice

Dim. i) è già stato provato

ii) Le radici β + iα di una α stringa, appartengono ad una unica rappresentazione
irriducibile di sl(2)α che quindi si decompone come somma diretta ⊕q

i=−pgiα+β . In questa
rappresentazione l’elemento eα manda lo spazio peso gβ+iα isomorficamente sullo spazio di
peso β + (i+ 1)α se tale spazio è non 0, oppure in 0 se siamo arrivati al peso più alto. �

Una delle idee per ricostruire una algebra di Lie a partire da un sistema di radici è
quella di fissare per ogni α una terna di elementi eα, fα, hα e di determinarne la tabella di
moltiplicazione. Questa strategia si può portare a termine almeno in modo implicito per
dimostrare la esistenza di una tale algebra di Lie.

3.4 Elementi regolari e singolari
Si da ora la definizione:
Un elemento t ∈ T è detto regolare se µi(t) 6= 1 per tutte le radici di T .
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L’insieme degli elementi regolari Treg è il complementare della unione finita di nuclei
di caratteri ovvero di un numero finito di sottotori di codimensione 1, pertanto Treg è un
aperto denso di T .

In generale un elemento di G coniugato ad un elemento regolare di T si dice elemento
regolare di G. Questa definizione è in effetti intrinseca, un elemento x ∈ G è regolare se e
solo se la dimensione dei punti fissi di x nella rappresentazione aggiunta è minima fra le
dimensioni possibili.

ESEMPIO Nel gruppo SU(n) gli elementi regolari sono le matrici con autovalori distinti.

Lemma. i) Un elemento di T regolare è contenuto in un unico toro massimale.

ii) Se t ∈ T è regolare la componente connessa del centralizzatore di t è T .

iii) La componente connessa del centralizzatore di un elemento singolare di T è un gruppo
non commutativo di dimensione ≥ dim(T ) + 2.

Dim. i) Se t è contenuto in un toro U abbiamo che l’algebra di Lie di U è contenua
nei punti fissi di t. Se t è regolare in T tali punti fissi sono l’algebra di Lie di T e quindi
U ⊂ T .

ii) Stesso ragionamento se U è un gruppo connesso che centralizza t.

iii) Se t è singolare esiste una radice µ su cui t vale 1 quindi t commuta con il sottogruppo
3-dimensionale Gµ. Il centralizzatore contiene dunque TGµ che ha dimensione dim(T )+2.
�

OSSERVAZIONE Non è vero che il centralizzatore di un elemento regolare sia connesso,

per esempio t =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∈ SO(3,R) è regolare ed il suo centralizzatore ha due

componenti connesse (in effetti è il normalizzatore del toro massimale contenente t).

Lemma. Abbiamo una stratificazione finita T = ∪iTi con strati varietà localmente chiuse
caratterizzati dall’essere formati da elementi con la stessa componente connessa del cen-
tralizzatore.

Dim. La stratificazione è data dall’insieme delle radici µ su cui t ha valore 1. Questo è
un toro privato di alcuni sottotori. �

Teorema. L’insieme degli elementi singolari è unione finita di sottovarietà (localmente
chiuse) di dimensione ≤ dim(G) − 3.

Dim. Abbiamo la mappa ρ : G× T → G, ρ : (g, t) → gtg−1 stratifichiamo gli elementi
singolari a seconda del loro centralizzatore. Se Ti è l’insieme con Zi componente connessa
del centralizzatore la mappa ρ ristretta a G×Ti → G si fattorizza come ρi : G/Zi×Ti → G,
ρi è una immersione su una sottovarietà localmente chiusa di dimensione dimTi +dimG−
dimZi ≤ dimT − 1 + dimG− (dimT + 2) = dim(G) − 3. �
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Corollario.

4 Classificazione dei sistemi di radici

4.1 Sistemi di radici Riprendiamo la definizione astratta:

Definizione. Un sistema di radici è un insieme finito Φ di vettori non nulli di uno
spazio euclideo E che verifica le seguenti proprietà:

(1) Se α ∈ Φ si ha cα ∈ Φ se e solo se c = ±1.

(2) Se α ∈ Φ e sα indica la riflessione ortogonale rispetto all’iperpiano ortogonale ad
α si ha sα(Φ) = Φ.

(3) Se α, β ∈ Φ si ha:

(4.1.1) sα(β) = β − 〈α, β〉α, 〈α, β〉 :=
2(α, β)

(α, α)
∈ Z, interi di Cartan

(4) Φ genera linearmente lo spazio E.

OSSERVAZIONE Non fissiamo a priori il modulo delle radici, per cui se c è un numro
reale non nullo e Φ un sistema di radici anche cΦ è un sistema di radici, che penseremo
equivalente a Φ.

Dati due sistemi di radici Φ1 ⊂ E1, Φ2 ⊂ E2 possiamo formare la somma ortogonale
dei due spazi euclidei E := E1 ⊕E2 e Φ := Φ1 ∪ Φ2 è un sistema di radici.

In generale un sistema di radici Φ si dice riducibile se si può scrivere Φ := Φ1 ∪ Φ2 con
Φ1 ortogonale a Φ2, altrimenti si dice irriducibile.

ESERCIZIO Provare che ogni sistema di radici si decompone in modo unico come
Φ = ∪iΦi con i Φi sistemi di radici irriducibili a due a due ortogonali fra loro.

Nostro obiettivo è di classificare i sistemi di radici irriducibili. Poiché non abbiamo
fissato la scala diremo che due sistemi di radici Φ1 ⊂ E1, Φ2 ⊂ E2 sono equivalenti se
esiste una isometria I : E1 → E2 ed una costante positiva c per cui I(Φ1) = cΦ2.

La trasformazione I/c manda Φ1 in Φ2 ed è una isometria a meno di scala ovvero
preserva gli angoli, una tale trasformazione è per definizione un isomorfismo fra i due
sistemi di radici.

Un utile esercizio che richiede un pò della teoria che svilupperemo in seguito, consiste
nel provare che, se Φ1 ⊂ E1, Φ2 ⊂ E2 sono irriducibili e J è una trasformazione lineare
arbitraria che manda Φ1 in Φ2 allora J è necessariamente una isometria a meno di scala.

Finalmente osserviamo la dualità:
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Definizione. Se Φ è un sistema di radici, gli elementi:

(4.1.2) α̌ :=
2α

(α, α)
, α ∈ Φ, coradici

vengono dette coradici.

Esercizio Φ̌ := {α̌, α ∈ Φ} è un sistema di radici, detto duale a Φ, si ha 〈α̌, β 〉̌ = 〈β, α〉.

4.2 Coppie di radici Per arrivare alla classificazione ci servono alcune proprietà
geometriche importanti dei sistemi di radici.

Iniziamo dunque con i sistemi di radici di rango 1 ed iniziamo con una semplice osser-
vazione sugli interi di Cartan.

〈α, β〉〈β, α〉 = 4
(α, β)2

‖α‖2‖β‖2
.

Abbiamo prima di tutto che 〈α, β〉 e 〈β, α〉 hanno lo stesso segno, inoltre dalla disug-

uaglianza di Schwarz e dagli assiomi delle radici, se α 6= ±β si ha anche (α,β)2

‖α‖2‖β‖2 < 1

pertanto essendo 〈α, β〉 e 〈β, α〉 interi si ha che 〈α, β〉〈β, α〉 è un intero fra 1 e 3, sup-
ponendo che ‖β‖ ≥ ‖α‖ abbiamo dunque le seguenti possibilità che sono riassunti dalla
seguente tavola (in cui θ rappresenta l’angolo fra i due vettori α, β):

Tavola 1

〈α, β〉 〈β, α〉 θ ‖β‖2/‖α‖2

0 0 π/2 indefinito
1 1 π/3 1

−1 −1 2π/3 1
1 2 π/4 2

−1 −2 3π/4 2
1 3 π/6 3

−1 −3 5π/6 3

Da questa Tavola deduciamo una importante proprietà:

Proposizione. Siano α, β due radici non proporzionali.

i) Se (α, β) < 0, α+ β è una radice.

ii) Se (α, β) > 0, α− β è una radice.



Coppie di radici 151

Dim. i) Dalla tavola 1, almeno uno dei due interi di Cartan 〈α, β〉, 〈β, α〉 è −1 se ad
esempio 〈α, β〉 = −1 si ha:

sα(β) = β − 〈α, β〉α = β + α ∈ Φ

similmente se 〈β, α〉 = −1.

ii) Il ragionamento è identico, ora almeno uno dei due interi di Cartan 〈α, β〉, 〈β, α〉 è 1.
�

Possiamo ora esibire tutti i sistemi di radici di rango 2. Li esibiamo a seconda del
minimo angolo θ fra due radici.

i) θ = π/2 abbiamo necessariamente le radici:

β

//

OO

oo

��

α sistema A1 × A1

questo sistema è riducibile, non possiamo avre altre radici per la minimalità di θ = π/2.

ii) θ = π/3 abbiamo necessariamente le radici (sistema irriducibile):

β

//

FF

VV........
oo

��3
33

33
33

����
��
��
�

α sistema A2

non possiamo avere altre radici per la minimalità di θ = π/3.

iii) θ = π/4 abbiamo necessariamente le radici (sistema irriducibile):

β

//

OO

oo

��

@@���������

]]<<<<<<<<

��~~
~~

~~
~~

  @
@@

@@
@@

@ α sistema B2.

non possiamo avre altre radici per la minimalità di θ = π/4.

iv) θ = π/6 abbiamo necessariamente le radici (sistema irriducibile):
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β

55kkkkkkk
;;xxxx

``AAA
oo

##FF
FF

~~}}}
//

OO

hhQQQQQQ

))SSSSSSS

��
vvmmmmmm α

sistema G2.

non possiamo avere altre radici per la minimalità di θ = π/3.

4.3 Gruppo di Weyl (definizione) Sia Φ ⊂ E un sistema di radici.

Definizione. Il sottogruppo W del gruppo ortogonale di E, generato dalle riflessioni
sα, α ∈ Φ è detto gruppo di Weyl del sistema di radici.

Proposizione. W è un gruppo finito che permuta Φ.

Dim. Per ipotesi ogni elemento di W induce una permutazione di Φ abbiamo quindi
un omomorfismo di W nel gruppo finito delle permutazioni dell’insieme finito Φ. Questo
omomorfismo è iniettivo, infatti se w induce la permutazione identica su Φ, poiché Φ
genera E linearmente si deve avere w = 1. �

OSSERVAZIONE Il sistema Φˇgenera lo stesso gruppo di Weyl di Φ.

4.4 Radici positive e semplici Sia dunque Φ ⊂ E un sistema di radici. Φ induce
una prima configurazione geometrica l’arrangiamento di iperpiani:

(4.4.1) Hα := {v ∈ E | (α, v) = 0}, α ∈ Φ

Definizione. I vettori in Ereg := E − ∪α∈ΦHα sono detti vettori regolari.

Le componenti connesse dell’aperto Ereg sono dette camere di Weyl.

Fissato un vettore regolare v possiamo dividere le radici in due sottoinsiemi disgiunti:

(4.4.2) Φ+ := {α ∈ Φ | (α, v) > 0}, Φ− := {α ∈ Φ | (α, v) < 0}, (Φ− = −Φ+).

Definizione. Φ+ si chiama una scelta di radici positive.

Invece di scrivere α ∈ Φ+ scriveremo α > 0 (risp. α < 0).

OSSERVAZIONE La scelta delle radici positive Φ+ dipende solo dalla camera di
Weyl in cui si trova v.
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(4.4.3) Φ = Φ+ ∪ Φ−, Φ+ ∩ Φ− = ∅, Φ− = −Φ+.

OSSERVAZIONE Il sistema Φˇ genera lo stesso arrangiamento di iperpiani e le stesse
camere di Weyl di Φ. Inoltre per una scelta di vettori regolari si ha (Φ )̌+ = (Φ+)̌.

Arriviamo ora alla definizione fondamentale:

Definizione. Fissata una scelta Φ+ di radici positive, una radice positiva α ∈ Φ+ si
dice decomponibile se α = α1 + α2, α1, α2 ∈ Φ+.

Se una radice positiva non è decomponibile si dice semplice.

Si denota con ∆ ⊂ Φ+ l’insieme delle radici semplici.

Teorema. i) Ogni radice positiva si scrive come
∑

α∈∆ nαα con gli nα interi non neg-
ativi.

ii) Se α1, α2 ∈ ∆ si ha (α1, α2) ≤ 0.

iii) Le radici semplici ∆ sono una base di E (su R).

Dim. i) Sia v il vettore regolare che definisce la scelta di Φ+. Prima di tutto osserviamo
che se α = α1 + α2, α1, α2 ∈ Φ+ si ha (α, v) = (α1, v) + (α2, v) quindi possiamo provare
per induzione sui numeri (α, v)) che ogni radice positiva si scrive come

∑

α∈∆ nαα con gli
nα interi non negativi.

ii) Se (α1, α2) > 0 si ha che β := α1 − α2 è una radice. Se ad esempio β > 0 si ha
β + α2 = α1 contraddice la indecomponibilità di α1 se invece β < 0 si ha α2 = α1 − β
contraddice la indecomponibilità di α2.

iii) Basta provare che ∆ è formata da elementi linearmente indipendenti (poiché E è
generato da Φ.) Sia per assurdo

∑

ciαi =
∑

j bjαj una relazione fra insiemi disgiunti di
radici con ci, bj ≥ 0 prendendo il prodotto scalare:

0 ≤ (
∑

ciαi,
∑

j

bjαj) =
∑

i,j

cibj(αi, αj) ≤ 0

da cui
∑

ciαi = 0 questo implica
∑

ci(αi, v) = 0. Essendo (αi, v) > 0 questo è assurdo a
meno che tutti i ci = 0. �

OSSERVAZIONE Vi è una corrispondenza biunivoca fra basi di Φ e camere di Weyl.

Dim. Abbiamo già visto che Φ+ e quindi ∆ dipende solo dalla camera di Weyl.
Viceversa, sia Φ+ associata ad un vettore regolare v se w è un vettore regolare con
(α,w) > 0, ∀α ∈ Φ+ abbiamo per 0 ≤ t ≤ 1:

(α, tv + (1 − t)w) > 0, ∀t ∈ [0, 1]

quindi il segmento tv+(1− t)w, t ∈ [0, 1] è interamente formato da vettori regolari e quindi
v, w sono nella stessa camera. �

Abbiamo la seguente conseguenza:
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Proposizione. Sia α0 una radice semplice in ∆ ⊂ Φ+ si ha sα0
(Φ+ − {α0}) = Φ+ −

{α0}.

Dim. Sia β ∈ Φ+ e β 6= α possiamo dunque scrivere in modo unico β =
∑

α∈∆ nαα con
nα interi positivi.

sα0
(β) = β − 〈β, α0〉α0 è una radice. Nella base ∆ l’unico coefficiente che cambia è

quello c di α0 gli altri sono non negativi. Poichè gli unici multipli di α0 sono ±α0 e per
ipotesi sα0

(β) 6= −α0 abbiamo che sα0
(β) scritto nella base δ ha almeno un coefficiente

positivo. Ora una radice o è positiva ed allora tutti i coefficientii sono positivi oppure è
negativa e tutti i coefficienti devono essere negativi, segue che sα0

(β) è necessariamente
positiva. �

Questa proposizione ha un importante corollario che riguarda un peso particolare il peso:

ρ :=
1

2

∑

α∈Φ+

α.

Corollario. Sia α una radice semplice in ∆ ⊂ Φ+ si ha sα(ρ) = ρ− α.

Dim. Evidente. �

4.5 Gruppo di Weyl Vogliamo studiare più in dettaglio il gruppo di Weyl. Per
farlo dobbiamo passare attraverso un artificio. Fissiamo ∆ una base di radici semplici e
poniamo W ′ il sottogruppo di W generato dalle riplessioni sα, α ∈ ∆. Alla fine della
nostra discussione avremo che in effetti W ′ = W per ora proviamo alcune premesse.

Lemma 1. Il gruppo di W ′ opera in modo transitivo sulle basi e sulle camere di Weyl.

Dim. Dalla osservazione vi è una corrispondenza biunivoca, chiaramente W ′ equivari-
ante fra basi e camere di Weyl, quindi basta provarlo per le camere di Weyl.

Sia C la camera per cui ∆ sono le radici semplici di Φ+ il corrispondente insieme di
radici positive. Fissiamo un vettore regolare a per ogni w ∈ W ′ possiamo considerare i
segni dei prodotti scalari (w(a), φ), φ ∈ Φ+ vogliamo provare che per un qualche w tutti
questi segni sono positivi. Sia dunque w tale che il massimo numero di segni positivi sia
raggiunto. Se per assurdo vi fosse una φ ∈ Φ+ con (w(a), φ) < 0 dovrebbe anche esistere
una α ∈ ∆ con la stessa proprietà. Applicando sα avremmo (dalla Proposizione 4.3) che
il numero dei segni positivi aumenta di 1 una contraddizione. Questo prova che W ′ opera
transitivamente. �

Lemma 2. Data una base ∆ ed una radice α esiste un elemento w ∈W ′ con w(α) ∈ ∆.

Dim. Poichè W ′ opera transitivamente sulle basi basta provare che α appartiene ad
una base. Poiché i le sole radici multiple di α sono ±α possiamo trovare un vettore v0

ortogonale ad α ma con prodotto scalare non 0 con ogni radice β 6= ±α. In un intorno



Gruppo di Weyl 155

sufficientemente piccolo di v0 poiché i vettori regolari sono un aperto denso, possiamo
trovare un vettore regolare v con (α, v) > 0 ma anche tale che se (β, v) > 0 e β è una
radice diversa da α si ha (α, v) < (β, v). Segue immediatamente che α è semplice nel
sistema di radici positive definito da v. �

Lemma. Siano v, w due vettori non nulli dello spazio Euclideo E e T una trasformazione
ortogonale con T (v) = w si ha sv = T−1swT .

Dim. T−1swT (v) = T−1sw(w) = T−1(−w) = −v. Se u è ortogonale a v si ha T (u)
ortogonale a T (v) = w quindi T−1swT (u) = T−1T (u) = u. �

Teorema 1. Fissata una base ∆ il gruppo di Weyl è generato dalle riflessioni sα, α ∈ ∆
(ovvero W = W ′).

Dim. Per definizione W è generato dalle riflessioni sα, α ∈ Φ. Sappiamo ora che, se
β ∈ Φ esiste un w ∈W ′ con w(β) = α ∈ ∆. Si allora sβ = w−1sαw ∈ W ′.

�

Le riflessioni sα, α ∈ ∆ vengono anche dette riflessioni semplici. Per semplicità se
α1, . . . , αn sono le radici semplici scriveremo si := sαi

.

Esempio W = Sn è il gruppo del sistema di radici An nella base e0 − e1, . . . , en−1 − en

le riflessioni semplici sono le trasposizioni (i, i+ 1) che generano Sn.

Definizione. Dato un elemento w ∈W si chiama lunghezza di w, indicata con l(w)
la minima lunghezza di una espressione di w come prodotto di riflessioni semplici.

Lemma di scambio. Siano αi1 , . . . , αik
radici semplici supponiamo che si1 . . . sik−1

(αik
) <

0, esiste un numero 1 ≤ u < k per cui:

si1 . . . sik
= si1 . . . siu−1

siu+1
. . . sik−1

Dim. Esiste un indice u < k con siu+1
. . . sik−1

(αik
) > 0, siu

siu+1
. . . sik−1

(αik
) < 0.

Dalla proposizione 4.3 si ha necessariamente che αiu
= siu+1

. . . sik−1
(αik

). Quindi

sik
= (siu+1

. . . sik−1
)−1siu

siu+1
. . . sik−1

.

Sostituendo nella espressione si1 . . . sik
ad sik

il valore trovato abbiamo:

si1 . . . siu−1
siu
siu+1

. . . sik−1
(siu+1

. . . sik−1
)−1siu

siu+1
. . . sik−1

= si1 . . . siu−1
siu+1

. . . sik−1

�

Corollario. Sia w = si1 . . . sik
una espressione di lunghezza minima, allora w(αik

) <
0.
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Teorema 2. La lunghezza l(w) di un elemento di W è il numero di radici positive α
per cui w(α) < 0.

Dim. Per induzione sulla lunghezza se w = si è una riflessione semplice l’unica radice
positiva mandata in una negativa è αi (4.3). Sia w = si1 . . . sik

una espressione di lunghezza
minima k, necessariamente anche w′ := si1 . . . sik−1

è una espressione di lunghezza minima
k−. Sappiamo che w(αik

) = −w′(αik
) < 0. In particolare le radici positive mandate in

negative da w′ sono contenute in Φ+ −{αik
} = sik

(Φ+ −{αik
}). Se β ∈ Φ+ −{αik

} è una
radice positiva, w(β) = w′sik

(β) quindi sik
è una corrispondenza biunivoca fra le radici

positive di Φ+ − {αik
} mandate in negative da w e tutte le radici positive mandate in

negative da w′. �

Teorema 3. Il gruppo di Weyl opera in modo semplicemente transitivo sulle basi e sulle
camere di Weyl.

Dim. Abbiamo già visto che W opera transitivamente, basta provare che se w ∈W fissa
una camera C si ha w = 1.

Infatti se w fissa C fissa anche le radici positive associate a C quindi scritto nelle
riflessioni semplici della relativa base ha lunghezza 1 (Teorema 2) e quindi è 1. �

4.6 Diagrammi di Dynkin Ad una base ∆ associamo ora un grafo di Coxeter ed
un diagramma di Dynkin.

Il grafo di Coxeter viene costruito nel modo seguente. Si disegna un nodo per ogni αi e
si congiungono i nodi i, j con 〈αi, αj〉〈αj, αi〉 lati. Ad esempio i grafi di Coxeter dei tipi
A2, B2, G2 sono:

◦ ◦, ◦ ◦, ◦ ◦.

Il diagramma di Dynkin si ottiene dal grafo di Coxeter aggiungendo una freccia, nel caso
in cui due vertici siano uniti da più di un lato, ovvero che le due radici non abbiamo la
stessa lunghezza. Per convenzione la freccia punto verso la radice più corta.

Il Teorema di classificazione dice:
i) I diagrammi di Dynkin dei sistemi di radici irriducibili sono:

Le 4 serie infinite

An := ◦
1

◦
2

◦
3
· · · · · · · · · · · · ◦

n−1
◦
n
, n ≥ 1

Bn := ◦
1

◦
2

◦
3
· · · · · · · · · ◦

n−1
> ◦

n
, n ≥ 2

Cn := ◦
1

◦
2

◦
3
· · · · · · · · · ◦

n−1
< ◦

n
, n ≥ 3
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Dn := ◦
1

◦
2
· · · · · · ◦

n−3
◦

n−2
◦

n−1

n
◦

, n ≥ 4

I cinque gruppi eccezionali

G2 := ◦
1

> ◦
2

F4 := ◦
1

◦
2

< ◦
3

◦
4

E6 := ◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

◦
5

6
◦

E7 := ◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

◦
5

◦
6

7
◦

E8 := ◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

◦
5

◦
6

◦
7

8
◦

.

ii) I diagrammi di Dynkin determinano i sistemi di radici irriducibili a meno di isomor-
fismo.

Vedremo in seguito che le 4 serie infinite corrispondono ai gruppi classici:

An corrisponde ad SU(n+ 1), Bn ad SO(2n+ 1,R), Cn a Sp(n,H) e Dn ad SO(2n,R).
Le restrizioni sui ranghi corrispondono al fatto che per valori piccoli si hanno coincidenze.
Come B2 = C2, D3 = A3. Queste coincidenze si riflettono nel fatto che i corrispondenti
gruppi classici sono uguali oppure isogeni, come vedremo in dettaglio in seguito.
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Prima di procedere con la dimostrazione conviene osservare che il diagramma di Dynkin
a meno di isomorfismo non dipende dalla base ∆ scelta. Questo segue immediatamente da
4.4 Teorema 3.

Osserviamo inoltre che se eliminiamo la freccia nei diagrammi di Dynkin e passiamo
dunque ai grafi di Coxeter si ha la identificazione fra Bn e Cn solamente.

Per arrivare alla classificazione conviene cambiare leggermente il problema in uno più
semplice ma equivalente.

Definizione. Un sistema di vettori e1, . . . , en di uno spazio Euclideo si dice ammissi-
bile se:

i) Gli ei sono linearmente indipendenti.

ii) Gli ei hanno modulo 1.

iii) Se i 6= j si ha (ei, ej) ≤ 0.

iv) Se i 6= j si ha 4(ei, ej)
2 = 0, 1, 2, o 3.

L’esempio che abbiamo in mente sono i vettori α/|α|, α ∈ ∆.

Come prima possiamo associare un grafo di Coxeter Γ a tali vettori. Vogliamo classificare
quegli insiemi di vettori ammissibili per cui il grafo di Coxeter è connesso.

Procediamo in passi.
1) Se eliminiamo alcuni vettori ad un insieme di vettori ammissibili otteniamo ancora

un insieme di vettori ammissibili. Il corrispondente grafo si ottiene eliminando i vertici
corrispondenti ed i lati uscenti da tali vertici.

Ovvio.

2) Il numero di coppie di vertici di Γ connessi da almeno un lato è strettamente inferiore
ad n.

Poniamo e =
∑n

i=1 ei, poiché i vettori sono linearmenmte indipendenti e 6= 0 e quindi:

0 < (e, e) = n+ 2
∑

i<j

(ei, ej).

Se i 6= j si ha 4(ei, ej)
2 = 0, 1, 2, o 3 quindi se i, j sono uniti da almeno un lato 2(ei, ej) ≤

−1, quindi il numero di tali termini è al più n− 1.

3) Γ non contiene cicli.

Altrimenti selezionando solo i vettori di un ciclo si ha una contraddizione a 2).

4) Da un vertice di Γ escono al più 3 lati.

Sia e un vettore connesso da k vettori ηi, quindi (e, ηi) < 0. Due degli ηi non possono
essere connessi, altrimenti avremmo un ciclo, quindi (ηi, ηj) = 0 se i 6= j.
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Essendo i vettori linearmente indipendenti possiamo costruire un vettore unitario η0

combinazione lineare di e e dei k vettori ηi ortogonale ai k vettori ηi. Necessariamente
e, η0) 6= 0 da cui η0, η1, . . . , ηk è ortonormale e

e =
k

∑

i=0

(e, ηi)ηi, 1 =
k

∑

i=0

(e, ηi)
2 =⇒

k
∑

i=1

(e, ηi)
2 < 1 =⇒

k
∑

i=1

4(e, ηi)
2 < 4

da cui l’enuciato segue essendo
∑k

i=1 4(e, ηi)
2 il numero dei lati uscenti dal vertice associato

ad e.

5) Se il grafo Γ è connesso e contiene un lato triplo è necessariamente ◦
1

◦
2
.

Segue da 4).

6) Supponiamo che il grafo Γ contiene una catena semplice

◦
1

◦
2

◦
3
· · · · · · · · · · · · ◦

n−1
◦
n

corrispondente ai vettori e1, . . . , en. Allora e :=
∑n

i=1 ei è un vettore unitario, togliendo
i vettori e1, . . . , en al sistema ammissibile ed aggiungendo e si ottiene un nuovo sistema
ammissibile in cui la catena semplice è contratta ad un unico vertice.

(e, e) = n +
∑n−1

i=1 (ei, ei+1) = 1, un vettore u corrispondente ad un grafo fuori della
catena può essere connesso solo a e1 o ad en e chiaramente nel primo caso (u, e1) = (u, e)
nel secondo (u, en) = (u, e) e quindi tutti gli enunciati seguono facilmente.

7) Γ non contiene grafi della forma

◦ ◦ ◦ · · · · · · · · · ◦ ◦ ◦,

◦ ◦ ◦ · · · · · · · · · ◦ ◦ ◦

◦

◦

◦

◦ ◦ · · · · · · · · · ◦ ◦ ◦

◦

.

infatti se si contrae la catena semplice al centro si contraddice il punto 4).
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8) A questo punto un grafo Γ diverso da G2 o è una catena semplice, o è una catena con
un solo lato doppio, o infine è formato da tre catene semplici di lunghezze a, b, c uscenti
da un vertice.

Prima di procedere facciamo una osservazione che useremo varie volte. Supponiamo che
e1, e2, . . . , ep formino una catena semplice, sia e :=

∑p
i=1 iei si ha quindi (ei, ej) = 0 se i, j

non sono consecutivi e −1/2 se sono consecutivi da cui:

(e, e) =

p
∑

i=1

i2 −

p−1
∑

i=1

i(i+ 1) = p2 −

p−1
∑

i=1

i = p2 − p(p− 1)/2 = p(p+ 1)/2

9) Nel caso di una catena con un solo lato doppio, il grafo può essere solo Bn = Cn o
F4.

Sia Γ formata da due catene semplici con p, q vertici, la prima relativa ai vettori ei la
seconda ai vettori ηi . L’ultimo vertice della prima catena essendo legato all’ultimo della
seconda con due lati.

Sia e :=
∑p

i=1 iei, η :=
∑q

i=1 iηi. Le ipotesi fatte danno (dalle formule precedenti):

(e, e) = p(p+ 1)/2, (η, η) = q(q + 1)/2, 4(ep, ηq)
2 = 2, (e, η)2 = p2q2(ep, ηq)

2 = p2q2/2

dalla disuguaglianza di Schwarz si ha (essendo e, η indipendenti):

p2q2/2 <
p(p+ 1)

2

q(q + 1)

2
=⇒ pq < p+ q + 1.

Sia ad esempio p ≤ q abbiamo, dividendo per q, p < 3. Se p = 2 si ha 2q < q + 3 ovvero
q < 3, essendo p ≤ q si ha q = 2 ed il caso F4. Se p = 1 a priori q può essere qualunque e
si ha il caso Bn.

10) Nell’ultimo caso abbiamo solo Dn, E6, E7, E8.

Sia ψ il vettore relativo al vertice da cui escono le tre catene, con p, q, r elementi
p, q, r ≥ 2. Per ogni catena definiamo:

e :=

p−1
∑

i=1

iei, η :=

q−1
∑

i=1

iηi, ζ :=
r−1
∑

i=1

iζi,

come prima e, η, ζ hanno modulo quadro p(p−1)/2, q(q−1)/2, r(r−1)/2 e sono ortogonali.
Nello spazio generato da e, η, ζ, ψ fissiamo un vettore γ unitario in modo tale che e, η, ζ, γ
sia una base ortogonale. Abbiamo necessariamente (ψ, γ) 6= 0, inoltre (ψ, e) = −(p −
1)/2, (ψ, η) = −(q − 1)/2, (ψ, ζ) = −(r − 1)/2, :

1 = (ψ, γ)2+
(ψ, e)2

(e, e)2
+

(ψ, η)2

(η, η)2
+

(ψ, ζ)2

(ζ, ζ)2
=⇒

p− 1

p
+
q − 1

q
+
r − 1

r
< 2 =⇒ 1 <

1

p
+

1

q
+

1

r
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Si tratta dunque di studiare le soluzioni della disuguaglianza 1 < 1
p
+ 1

q
+ 1

r
per p, q, r interi

positivi (questa disuguaglianza interviene anche nello studio dei solidi Platonici).

Possiamo assumere p ≤ q ≤ r e vediamo immediatamente che p ≤ 2 altrimenti ogni
termine è ≤ 1/3.

Poiché p ≥ 2 deduciamo p = 2 e 1/2 < 1
q

+ 1
r
. Come prima deve essere q ≤ 3 altrimenti

i due termini sono ≤ 1/4.

Ora abbiamo 2 casi. Se q = 2 abbiamo che r può essere arbitrario e siamo nel caso Dn.
Se invece q = 3 abbiamo 1/2 < 1

3 + 1
r ovvero r < 6. Pertanto r = 3, 4, 5 corrispondenti ai

diagrammi E6, E7, E8.

A questo punto abbiamo visto che i possibili grafi di Coxeter sono quelli che appaiono
nella lista dei diagrammi di Dynkin, a loro volta tali diagrammi sono semplicemente
ottenuti mettendo una possibile freccia. nel caso F4 e G2 per simmetria non importa come
si mette la freccia mentre i casi Bn, Cn per n > 2 sono diversi.

Per concludere usiamo un ovvio lemma:

Lemma. Date due basi a1, . . . , an e b1, . . . , bn di uno spazio Euclideo E la trasformazione
lineare T definita da T (ai) := bi è una isometria se e solo se ∀i, j, (ai, aj) = (bi, bj).

Ora osserviamo che il diagramma di Dynkin determina il sistema di radici, se esiste,
univocamente (a meno di scala), in quanto se fissiamo arbitrariamente il modulo delle
radici più corte, tutti i moduli ed i prodotti scalari sono determinati, quindi abbiamo una
base di uno spazio euclideo con tutti i prodotti scalari fissati, questi dati determinano la
base a meno di isometria, per il Lemma precedente. Pertanto:

Teorema. Siano Φ1 ⊂ E1,Φ2 ⊂ E2 due sistemi di radici irriducibili con basi rispettiva-
mente ∆1,∆2. E sia t : ∆1 → ∆2 una corrispondenza biunivoca che induce un isomorfismo
di diagrammi di Dynkin. Allora t induce una isometria a meno di scala fra E1 ed E2 per
cui t(Φ1) = Φ2.

Dim. Essendo ∆1,∆2 due basi t si estende univocamente ad un isomorfismo lineare.
Per ipotesi, poiché il diagramma di Dynkin è del tutto equivalente alla matrice di Cartan
abbiamo che, per α, β ∈ ∆1 si ha 〈α, β〉 = 〈t(α), t(β)〉. Riscaliamo le due metriche Euclidee
in modo tale che le radici più corte dei due spazi abbiano lo stesso modulo (ad esempio
1), dalla connessione del diagramma di Dynkin si deduce che anche le radici più lunghe
dei due spazi hanno lo stesso modulo e che per α, β ∈ ∆1 si ha (α, β) = (t(α), t(β)).
Ne segue che (dopo questo riscalamento) t è una isometria. Evidentemente se α ∈ E1

si ha t sα = st(α) t. Data α ∈ Φ1 abbiamo che α = sα1
sα2

. . . sαk
(β), β, αi ∈ ∆1 da cui

t(α) = st(α1)st(α2) . . . st(αk)(t(β)), t(β), t(αi) ∈ ∆2 e quindi t(α) ∈ Φ2 si ha t(Φ1) ⊂ Φ2 lo

stesso ragionamento applicato a t−1 implica che t(Φ1) = Φ2. �

Resta da provare che i prodotti scalari fissati danno luogo effettivamente ad un sistema
di radici. Il modo migliore di farlo è di esibire esplicitamente tutti i sistemi di radici.
Prima di questo però conviene soffermarci un momento sulle matrici di Cartan.
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4.7 Matrici di Cartan La matrice di Cartan è un’altro modo di codificare i dati di
un sistema di radici. Fissata una base α1, . . . , αr la matrice di Cartan è la matrice r × r
che, nel posto i, j ha il numero intero 〈αi, αj〉. Possiamo ora esibire le matrici di Cartan
dei vari tipi.

Ar :=



















2 −1 0 0 . . . . . . . . . 0
−1 2 −1 0 . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 0 . . . 0 −1 2 −1 0
0 0 0 . . . . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . . . . −1 2



















Br :=



















2 −1 0 0 . . . . . . . . . 0
−1 2 −1 0 . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 0 . . . 0 −1 2 −1 0
0 0 0 . . . . . . −1 2 −2
0 0 0 0 . . . . . . −1 2



















Cr :=



















2 −1 0 0 . . . . . . . . . 0
−1 2 −1 0 . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 0 . . . 0 −1 2 −1 0
0 0 0 . . . . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . . . . −2 2



















Dr :=























2 −1 0 0 . . . . . . . . . 0
−1 2 −1 0 . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 −1 2 −1 0 0
0 0 . . . 0 −1 2 −1 −1
0 0 . . . 0 0 −1 2 0
0 0 0 . . . 0 −1 0 2























E6 :=















2 0 −1 0 0 0
0 2 0 −1 0 0

−1 0 2 −1 0 0
0 −1 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2
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E7 :=



















2 0 −1 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0

−1 0 2 −1 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 −1 2



















E8 :=























2 0 −1 0 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0 0

−1 0 2 −1 0 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 0 −1 2























F4 :=







2 −1 0 0
−1 2 −2 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2






, G2 :=

(

2 −1
−3 2

)

Prima di continuare calcoliamo il determinate delle varie matrici di Cartan, vedremo che
tale determinante è l’ordine del gruppo fondamentale del gruppo semplice associato al
digramma.

Sia ar := det(Ar), sviluppando secondo la prima colonna abbiamo ar = 2ar−1 −
(−1)(−1)ar−2 = 2ar−1 − (−1)(−1)ar−2, inoltre a1 = 2. Per induzione otteniamo dunque
ar = r + 1.

Per Br e Cr sviluppando il determinante tramite l’ultima colonna abbiamo:

det(Br) = 2r − (−2)(−1)(r − 1) = 2, det(Br) = 2r − (−1)(−2)(r − 1) = 2.

Per Dr sempre dall’ultima colonna abbiamo 2r + (−1)(−2)(−1)(r − 2) = 4.

Infine per i casi eccezionali un calcolo diretto fornisce:

E7 : 2; E6 : 3; E8, F4, G2 : 1.

Digressione. Come vedremo in seguito una algebra di Lie semplice si può scrivere per
generatori (di Chevalley) e relazioni (di Serre) a partire dalla matrice di Cartan. Negli
ultimi 20 anni, anche per la spinta della teoria quantistica dei campi, sono state introdotte
algebre di Lie più generali (algebre di Kac-Moody) definite a partire da una matrice di
Cartan generalizzata, per completezza diamo questa nozione:

Una matrice di Cartan generalizzata è una matrice quadrata C ad elementi interi cij

che verifichi i seguenti assiomi.
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i) cii = 2.
ii) ci,j ≤ 0 se i 6= j.
iii) Se ci,j = 0 si ha anche cj,i = 0.

Una matrice di Cartan generalizzata si dice simmetrizzabile se esiste una matrice diag-
onale con elementi interi positivi non nulli D per cui DC è simmetrica. In questo caso ha
senso studiare la positività o indefinitezza della matrice simmetrica DC. Si deduce che le
matrici di Cartan simmetrizzabili positive sono quelle associate ai diagrammi di Dynkin.
Quelle irriducibili e semidefinite positive hanno anche una grande importanza e vengono
dai diagrammi di Dynkin estesi (cf. Bourbaki, Kač).

4.8 Costruzione dei sistemi di radici
Il metodo per costruire i vari sistemi di radici è il seguente. Si parte dallo spazio Euclideo

standard Rn con la usuale base canonica e norma
∑

i a
2
i e si fissa un sottospazio ed un

reticolo Λ in questo sottospazio, si fissa in questo reticolo l’insieme dei vettori di una
lunghezza prefissata o di due lunghezze prefissate (non nulle). Poiché l’insieme dei vettori
di lunghezza data è compatto e Λ è discreto questa scelta seleziona un insieme finito di
vettori non nulli.

Nelle scelte che faremo l’assioma (2) si verifica immediatamente.
Per l’assioma (3) vedremo che l’intero reticolo è stabile rispetto alla riflessione e per (4)

si tratterà di verificare che i prodotti scalari sono interi su Λ e verificare una proprietà sui
moduli delle radici.

Usualmente potremo utilizzare il seguente:

Lemma. Sia come prima Λ un reticolo in E, supponiamo che, se a, b ∈ Λ si ha (a, b) ∈ Z.
Allora l’insieme Φ dei vettori di Λ per cui (a, a) = 2 (risp. per cui (a, a) = 1, 2 è un sistema
di radici (nello spazio che generano).

Dim. Restringendoci allo spazio che generano possiamo supporre che Φ generi E. Veri-
fichiamo gli assiomi.

Sia α = cβ, α, β ∈ Φ, c ∈ R possiamo supporre c ≥ 1. Abbiamo (dal prodotto scalare)
che c2 = 1, 2. Se c2 = 1 si ha α = ±β invece c2 = 2 è impossibile perchè i rapporti delle
lunghezzza dei vettori di un reticolo sono razionali.

Calcoliamo 〈β, α〉 = 2(β,α)
(αα)

è chiaramente intero.

Infine se α, β ∈ Φ si ha che sα(β) = β−〈β, α〉α ∈ Λ ma il modulo quadro di sα(β)coincide
con quello di β quindi sα(β) ∈ Φ. �

Con queste idee in mente iniziamo.

È utile ricordare che il gruppo simmetrico opera come simmetrie ortogonali dello spazio
Euclideo Rn permutando le coordinate (ovvero la base canonica).

Tipo Ar: Sia E il sottospazio di Rr+1 ortogonale al vettore e1 +e2 + · · ·+er+1 ovvero
il sottospazio dei vettori (x1, . . . , xr+1) con

∑

i xi = 0. Come reticolo Λ prendiamo i punti
di E a coordinate intere e come radici i vettori di Λ di modulo quadro 2.
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È ora evidente che questi vettori devono avere tutte le coordinate 0 tranne due coordinate
1,−1, quindi sono i vettori ei − ej , i 6= j.

La riflessione relativa ad ei−ej è la trasposizione (i, j) dei vettori della base canonica. Gli
assiomi seguono immediatamente. Ora fissiamo un sistema di radici positive, per questo
osserviamo che i vettori regolari sono i vettori (x1, . . . , xr) con

∑

i xi = 0 e con tutte le r
coordinate distinte, a ciascuno di questi vettori si può associare una unica permutazione
σ tale che xσ(1) > xσ(2) > · · · > xσ(r+1).

Si vede facilmente che due vettori sono nella medesima camera di Weyl se e solo se
hanno la stessa permutazione associata.

In particolare possiamo prendere come camera fondamentale i vettori con x1 > x2 >
· · · > xr+1). Per tali vettori le radici positive sono le ei − ej , i < j. Le radici semplici
sono evidentemente αi := ei − ei+1, i = 1, . . . , r e si ha:

(4.8.1) ei − ej = ei − ei+1 + ei+1 − ei+2 + · · · + ej−1 − ej .

è anche immediato che se i+1 < j si ha (αi, αj) = 0 mentre (αi, αi+1) = −1. Il diagramma
di Dynkin Ar segue.

In questo caso si verifica facilmente che il gruppo di Weyl è il gruppo simmetrico Sr+1.

Tipo Br: In questo caso in R
r prendiamo i vettori a coordinate intere e di norma 1

o 2. Si tratta dunque dei vettori:

±ei, ±ei ± ej , i 6= j

I vettori regolari sono quelli (x1, . . . , xr) che:
i) Hanno tutte le coordinate xi non nulle.
ii) Se i 6= j si ha xi 6= ±xj .

In questo caso il gruppo di simmetrie da considerare è il gruppo generato dal gruppo
simmetrico Sr che permuta le coordinate (generato dalle riflessioni tramite le radici ei − ej

ed il gruppo Z/(2)r degli r possibili cambiamenti di segno (generato dalle riflessioni tramite
le radici ei). Evidentemente Sr normalizza Z/(2)r ed il gruppo generato è il prodotto
semidiretto Sr n Z/(2)r. Come camera fondamentale possiamo prendere quella in cui
xi > 0, ∀i e x1 > x2 > · · · > xr).

Per tali vettori le radici positive sono le ei, ei − ej , ei + ej i < j. Le radici semplici sono
evidentemente αi := ei − ei+1, i = 1, . . . , r − 1, αr = er infatti, oltre alle formule 4.8.1
abbiamo: ei = ei−er +er. Evidentemente (αi, αr) = 0 se i < r−1 mentre (αr−1, αr) = −1
e 〈αr−1, αr〉〈αr, αr−1〉 = 2, finalmente l’ultima radice è più corta, abbiamo il diagramma
Br.

È chiaro che Sr n Z/(2)r è il gruppo di Weyl.

Tipo Cr: Si può vedere come sistema duale a Br. Quindi le radici sono

±2ei, ±ei ± ej , i 6= j
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Per tali vettori le radici positive sono le 2ei, ei − ej , ei + ej i < j. Le radici semplici sono
evidentemente αi := ei − ei+1, i = 1, . . . , r − 1, αr = 2er.

Tipo Dr, r > 3: Sia E := Rr prendiamo come radici i vettori a coordinate intere e
di modulo quadro 2. Questi sono esattamente i vettori ±ei ± ej , i 6= j. È evidente che
tutti gli assiomi sono verificati.

I vettori regolari sono quelli (x1, . . . , xr) per cui se i 6= j si ha xi 6= ±xj .

In questo caso il gruppo di simmetrie da considerare è un sottogruppo del gruppo
generato dal gruppo simmetrico Sr che permuta le coordinate (generato dalle riflessioni
tramite le radici ei − ej ed il gruppo Z/(2)r degli r possibili cambiamenti di segno. Infatti
la riflessione determinata da una radice ei + ej fissa tutti gli eh, h 6= i, j mentre manda
ei → −ej , ej → −ei, quindi traspone i due vettori e ne cambia simultaneamente il segno.
Pertanto otteniamo per compositzione tutti quegli elementi di Z/(2)r in cui il numero di
−1 che appare è pari. Se Γ denota questo sottogruppo (isomorfo in modo non canonico a
Z/(2)r−1, il gruppo di Weyl è il prodotto semidiretto Sr n Γ. Come camera fondamentale
possiamo prendere quella in cui x1 > x2 > · · · > xr) e xi + xj 6= 0, ∀i, j.

Per tali vettori le radici positive sono le ei − ej , ei + ej i < j. Le radici semplici sono
evidentemente αi := ei − ei+1, i = 1, . . . , r− 1, αr = er−1 + er infatti, oltre alle formule
4.8.1 abbiamo (le forule ricorsive): ei +er = ei +ei+1 +ei+1 +er, ei +ej = ei −er +ej +er.
Evidentemente (αi, αr) = 0 se i < r− 2 mentre (αr−1, αr) = 0, (αr−2, αr) = −1, abbiamo
il diagramma Dr.

Tipo F4: Nello spazio Euclideo R
4 sia Λ0 il reticolo dei vettori a coordinate intere e

Λ := Λ0 + Z(e1 + e2 + e3 + e4)/2.

Definiamo:
Φ := {α ∈ Λ | (α, α) = 1, 2}.

Si vede facilmente che:

(4.8.2) Φ := {±ei, ±ei ± ej , i 6= j; ±
1

2
(e1 ± e2 ± e3 ± e4)}.

Si verifica facilmente che i numeri 〈α, β〉 sono interi.
I vettori regolari hanno la proprietà che xi 6= 0, xi ± xj 6= 0, x1 ± x2 ± x3 ± x4 6= 0.

Ad esempio prendiamo il vettore regolare 8, 4, 2, 1. Fornisce come radici positive:

(4.8.3) ei, ei − ej , i < j, ei + ej ,
1

2
(e1 ± e2 ± e3 ± e4), 24 radici.

Come radici semplici abbiamo (verificare):

(4.8.4)
1

2
(e1 − e2 − e3 − e4), e4, e3 − e4, e2 − e3.
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Tipo G2: È stato già costruito disegnandolo. Altrimenti prendiamo nello spazio
R3 l’ortogonale a e1 + e2 + e3, in questo ortogonale i vettori di modulo quadro 2 e 6.
Esplicitamente, possiamo scegliere:

Φ+ := {e1 − e2, e2 − e3, e1 − e3, 2e1 − e2 − e3, 2e2 − e1 − e3, −2e3 + e1 + e2}

∆ := {e1 − e2, 2e2 − e1 − e3}

Vogliamo ora trattare in modo uniforme i casi E6, E7, E8, premettiamo:

Proposizione. Sia Φ ⊂ E un sistema di radici, sia A ⊂ Φ un sottoinsieme EA il
sottospazio di E generato da A.

i) ΦA := EA ∩ Φ è un sistema di radici in EA.

ii) Se A ⊂ ∆ è parte di una base allora A è una base del sistema di radici di ΦA.

Dim. i) Tutti gli assiomi sono banalmente verificati, in quanto se α ∈ EA si ha che
sα(EA) ⊂ EA.

ii) Se v ∈ E è un vettore regolare in E per Φ, la sua proiezione ortogonale vA su EA è
un vettore regolare in E per ΦA. Evidentemente se Φ+ sono le radici positive relative a v,
Φ+ ∩EA sono le radici positive di ΦA relative a vA. Se una radice positiva è in EA scritta
come combinazione lineare degli elementi di ∆ devono apparire solo i coefficienti di A e
quindi A è la base associata. �

Diremo quindi che ΦA è un sottosistema di radici. In altre parole un sottosistema di
radici di Φ è un sottoinsieme Ψ tale che Ψ = Φ ∩ 〈Ψ〉, dove 〈Ψ〉 denota il sottospazio
generato da Ψ.

Da questa proposizione segue che basta esibire E8 per trovare all’interno di E8 i sotto-
sistemi di radici E7, E6.

Nello spazio R8 sia Λ0 il reticolo dei vettori a coordinate intere e

Λ1 := Λ0 + Z(e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 + e7 + e8)/2.

OSSERVAZIONE Un elemento
∑8

i=1 ciei ∈ Λ1 se e solo se ci ∈ 1
2Z e ci − cj ∈ Z, ∀i, j.

Equivalentemente se prendamo
∑

i aie1 + c/2
∑

i=1 8ei si ha che tale elemento è in Λ se e
solo se

∑

i ai è pari.
Per un tale elemento si ha che

∑

i ci ∈ Z in quanto o tutti i ci sono interi o tutti della
forma 1/2 + ai, ai ∈ Z.

Inoltre l’insieme Λ degli elementi di Λ1 per cui
∑

i ci è pari è un reticolo.
Inoltre per tale reticolo affermiamo che (a, b) ∈ Z, ∀a, b ∈ Λ.

Infatti se a =
∑8

i=1 ciei+c/2
∑

i=1 8ei, b =
∑8

i=1 diei+d/2
∑

i=1 8ei,
∑

i ci,
∑

i di ∈ 2Z

si ha (a, 1/2
∑

i=1 8ei) = 1/2
∑

i ci ∈ Z e l’enunciato segue facilmente.
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Sia Φ := {α ∈ Λ | (α, α) = 2} si ha:

Φ = {±(ei ± ej), i 6= j, 1/2

8
∑

i=1

(−1)k(i)ei, k(i) = 0, 1,
∑

k(i) pari }

infatti un vettore del tipo 1
2

∑8
i=1 aiei ha modulo quadro 1

4

∑

i a
2
i , se gli ai sono interi ed

il modulo quadro è 2 si deve avere 8 =
∑

i a
2
i .

Un vettore in v ∈ Λ1−Λ0 ha tutte le coordinate non nulle e quindi per un tale vettore si
avrà ai = ±1. v = 1/2

∑8
i=1(−1)k(i)ei = (e1+e2+e3+e4+e5+e6+e7+e8)/2−

∑

i | k(i)=1 ei

La condizione ulteriore imposta v ∈ Λ afferma che 1/2(a− b) dove a è il numero di segni
+ e b il numero di −. Deve essere a+ b = 8 e 4|a− b = 8 − 2b quindi b pari.

Abbiamo in tutto 4
(

8
2

)

= 112 radici del tipo ±ei ± ej e
(

8
1

)

+
(

8
3

)

+
(

8
5

)

+
(

8
7

)

= 27 = 128

radici 1/2
∑8

i=1(−1)k(i)ei, per un totale di 240 radici.

Come radici positive possiamo prendere, fissando come vettore regolare ad esempio
(128, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1):

ei − ej , ei + ej i < j, 1/2(e1 +
8

∑

i=2

(−1)k(i)ei),
∑

i

k(i) pari.

Come base di radici semplici possiamo prendere:

e2−e3, e3−e4, e4−e5, e5−e6, e6−e7, e7−e8, e7 +e8,
1

2
(e1−e2−e3−e4−e5−e6−e7 +e8).

Infatti le radici ei − ej , ei + ej i < j, i ≥ 2 si decompongono usando le prime 7

proposte radici semplici, come nel caso D7. Una radice 1/2(e1 +
∑8

i=2(−1)k(i)ei) si ottiene
cambiando un numero pari dei segni degli elementi ei, i = 2, . . .8 cambiare due segni
relativi a i, j con i, j < 7 corrisponde a sommare con ei + ej mentre per i, 8 a sommare
con ei − e8 in ogni caso radici.

Finalmente le radici e1 − ei si otttengono come e.g:

e1 − e2 =
1

2
(e1 − e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7 + e8) +

1

2
(e1 − e2 + e3 + e4 + e5 + e6 + e7 − e8)

Abbiamo E8.
Per E7 osserviamo che il sottospazio generato da

e3 − e4, e4 − e5, e5 − e6, e6 − e7, e7 − e8, e7 + e8,
1

2
(e1 − e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7 + e8)

è il sottospazio dove la somma delle due prime coordinate x1 + x2 = 0, quindi le radici
positive che si trovano in tale sottospazio sono:

e1 − e2, ei ± ej , 3 ≤ i < j ≤ 8, 1/2(e1 − e2 +

8
∑

i=3

(−1)k(i)ei),
∑

i

k(i) dispari.
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contando 1 + 30 + 32 = 63.

Per E6 osserviamo che il sottospazio generato da

e4 − e5, e5 − e6, e6 − e7, e7 − e8, e7 + e8,
1

2
(e1 − e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7 + e8)

è il sottospazio dove le due somme coordinate x1 + x2 = x1 + x3 = 0, quindi le radici
positive che si trovano in tale sottospazio sono:

ei ± ej , 4 ≤ i < j ≤ 8, 1/2(e1 − e2 − e3 +

8
∑

i=4

(−1)k(i)ei),
∑

i

k(i) pari.

contando 20 + 16 = 36.

4.9 Automorfismi di un sistema di radici
Vogliamo completare l’analisi fatta studiando il gruppo degli automorfismi di un sistema

di radici Φ. Per definizione un automorfismo è una trasformazione lineare che manda Φ in
Φ.

Lemma. Se Φ è irriducibile un automorfismo T è una trasformazione ortogonale e,
fissata una base ∆ si ha T = Uw con w ∈W e U(∆) = ∆.

Dim. Sia Φ = Φ+ ∪ Φ− e ∆ la base associata. T (∆) è una base dello spazio vettoriale
e T (Φ+) è formato da combinazioni lineari acoefficienti interi positivi. pertanto se u è un
vettore che ha prodotto scalare positivo con T (∆) esso ha prodotto scalare positivo con
T (Π+) è quindi regolare e chiaramente T (∆) è una base. Pertanto esiste un w ∈ W con
T = Uw con w ∈W e U(∆) = ∆, U(Φ+) = Φ+.

Resta da provare che U è ortogonale. Per questo osserviamo che, date due radici α, β in
∆ il numero di legami fra esse è determinato dal numero di radici positive che sono loro
combinazioni lineari, tale numero è rispettivamente 2, 3, 4, 6 a seconda che ile due radici
siano unite da 0, 1, 2, 3 lati. Un automorfismo del sistema di radici che fissa una base deve
quindi preservare il grafo di Coxeter, ma anche il diagramma di Dynkin come si vede per
ispezione nei casi a due dimensioni. Pertanto preserva la matrice di Cartan e dunque la
metrica.

Teorema. Sia Φ un sistema di radici irriducibile e AΦ il suo gruppo di automorfismi.
Sia A∆ il sottogruppo che fissa una base.

i) W è un sottogruppo normale di AΦ.
ii) AΦ è un prodotto semidiretto AΦ = A∆ nW .
ii) A∆ è 1 nei tipi A1, Bn, Cn, G2, F4, E7, E8 è Z/(2) per An, n ≥ 2, Dn, n > 4, E6 ed

è S3 per D4.

Dim. i) Se T è una trasformazione ortogonale e v un vettore si ha sT (v) = TvT−1 da
cui i) segue.
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Dalla discussione precedente e da 4.5 Teorema 3, segue che AΦ = A∆W,A∆ ∩W = 1
da cui essendo W normale segue AΦ = A∆ nW .

iii) Per ispezione delle simmetrie geometriche dei diagrammi di Dynkin. �

L’esistenza di 3 vertici simmetrici e di un gruppo di 6 simmetrie per D4 viene detta
trialità.

5 Classificazione dei gruppi compatti

5.1 Generatori e relazioni
Fissata una base ∆ = {α1, . . . , αr} di radici semplici indichiamo con ei, hi, fi i tre

elementi della algebra sl(2)αi
. Indichiamo inoltre con ci,j := 〈αi, αj〉 gli interi di Cartan.

Ricordiamo da 3.2 che, posto ti l’elemento per cui (h, ti) = αi(h) si ha ti = 2hi

(hi,hi)
.

Nell’isometria fra t ed il duale t∗, αi corrisponde a ti. Infine:

(5.1.1) ci,j = 〈αi, αj〉 =
2(αi, αj)

(αj, αj)
=

2αi(tj)

(tj , tj)
= αi(hj).

Teorema. i) Gli elementi ei, hi, fi, i = 1, . . . , r generano l’algebra di Lie gC.
Vengono detti generatori di Chevalley.

ii) Gli elementi ei, hi, fi, i = 1, . . . , r soddisfano alle seguenti relazioni (di Serre):

S1 [hi, ej ] = cj,iej , [hi, fj] = −cj,ifj , [ei, fi] = hi, [hi, hj ] = 0, [ei, fj] = 0 ∀i 6= j,

S2 ad(ei)
−cj,i+1(ej) = 0, ad(fi)

−cj,i+1(fj) = 0,

Dim. i) Sia L la sottoalgebra di Lie di gC generata da ei, hi, fi, i = 1, . . . , r vogliamo
provare che L = gC. Poiché gC = tC ⊕α∈Φ gα dobbiamo provare che tC ⊂ L e che, per
ogni α ∈ Φ, gα ⊂ L. Prima di tutto gli elementi hi sono una base di tC e quindi tC ⊂ L.
Per la seconda parte proviamo che gα ⊂ L per α ∈ Φ+ per Φ− l’argomento è identico.
Scriviamo α =

∑r
i=1 kiαi e sia l(α) :=

∑

i ki la lunghezza di α facciamo induzione sulla
lunghezza. Se l(α) = 1 la radice α è semplice, pertanto gα = Cei ⊂ L per qualche i.
Altrimenti α = β1 + β2 con βi radici positive e quindi di lunghezza inferiore ad α. Per
induzione gβ1

, gβ2
⊂ L quindi gα = [gβ1

, gβ2
] ⊂ L.

ii) Le prime 3 relazioni sono quelle dei vari sl(2) e la 5.1.1. La relazione [hi, hj ] = 0
segue dal fatto che t è abeliana.

[ei, fj] ha peso αi − αj che non è una radice quindi [ei, fj] = 0.

Le relazioni S2 discendono dalla decomposizione di gC in rappresentazioni di sl(2)i.
Poiché [fi, ej] = 0 si ha che ej è un vettore di peso più basso αj(hi) = cj,i della
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rappresentazione che genera, pertanto sαi
(ej) = è un vettore peso più alto di peso

αj −〈αj , αi〉αi = αj − cj,iαi. Ne segue che i vettori peso non nulli di tale rappresentazione
sono ej , ad(ei)(ej), . . . ad(ei)

−cj,i(ej) mentre ad(ei)
−cj,i+1(ej) = 0. Analogo ragionamento

per gli f . �

5.2 Costruzione delle algebre semplici
Finalmente, apartendo da un sistema di radici Φ vogliamo costruire un gruppo compatto

che le ammette.
Possiamo supporre che Φ sia irriducibile.
Faremo la costruzione in due passi, prima di tutto costruiamo una algebra di Lie comp-

lessa semplice, associata al sistema di radici. Dobbiamo spiegare cosa vulo dire anticipando
alcune idee che trovano la loro sistemazione nello studio sistematico delle algebre di Lie
complesse semisemplici.

Definizione. Data una algebra di Lie L una sottoalgebra t è detta torale se gli elementi
ad(t), t ∈ t sono simultaneamente diagonalizzabili. Gli auotovalori di tali elementi vengono
di nuovo chiamati radici.

Ovviamente abbiamo la nozione di algebra torale massimale, la teoria generale passa
attraverso uno studio di tali algebre provando per queste gli stessi risultati che abbiamo
ottenuto per le algebre che si ottengono dai gruppi compatti.5

Teorema. Dato un sistema di radici Φ l’algebra libera nei generatori ei, hi, fi, i =
1, . . . , r modulo l’ideale generato dalle relazioni di Serre è una algebra di Lie semplice con
algebra torale massimale con base gli hi e sistema di radici Φ.

Vogliamo costruire la algebra di Lie per generatori e relazioni, come in ogni sistema
algebrico possiamo considerare, date variabili xi l’algebra di Lie libera in queste variabili,
i cui elementi sono le combinazioni lineari formali dei monomi simbolici di Lie modulo le
relazioni che definiascono la struttura di Lie (antisimmetria ed identità di Jacobi).

È possibile analizzare in dettaglio la struttura di tale algebra libera ma non ci serve in
questo momento.6

Per fare alcuni calcoli utilizziamo una definizione formale. Dati elementi x1, x2, . . . , xn ∈
L in un algebra di Lie L, vogliamo definire ricorsivamente un elemento che denoteremo
[x1, x2, . . . , xn] ∈ L e che generalizza, per n > 2 l’usuale prodotto di Lie:

[x1, x2, . . . , xn] := [[x1, x2, . . . , xn−1], xn]

5questo non è un caso in quanto vi è una specie di equivalenza fra la teoria dei gruppi compatti semisem-

plici e quella delle algebre semisemplici.
6Da tal teorema di Poincaré-Birkof-Witt si ha che, data l’algebra associativa libera Rk := C〈x1, . . . , xk〉

in variabili x1, . . . , xk la sottoalgebra di Lie Lk di Rk generata dalle variabili x1, . . . , xk è una algebra di

Lie libera e Rk è la sua algebra inviluppante.
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ESERCIZIO (per induzione):

ad(y)([x1, x2, . . . , xn]) =
n

∑

i=1

[x1, x2, . . . , xi−1, [y, xi], xi+1, . . . , xn]

Utilizzeremo però questo semplice:

Lemma. Se una algebra di Lie è generata da elementi x1, x2, . . . , xn allora L ha una
base di elementi [xi1 , xi2 , . . . , xim

].

Dim. Sia M il sottospazio generato linearmente dagli elementi [xi1 , xi2 , . . . , xim
]. Per

costruzione xi ∈ M , inoltre evidentemente ad(xi)(M) ⊂ M per ogni i. Ora se a, b ∈ L
sono tali che ad(a)(M) ⊂M, ad(b)(M) ⊂M si ha che ad([a, b])M ⊂M quindi gli elementi
di L per cui ad(a)(M) ⊂ M sono una sottoalgebra contenente i generatori xi e dunque
[L,M ] ⊂M . M è quindi una sottoalgebra contenente i generatori dunque M = L. �

A partire dall’algebra vogliamo costruire l’algebra L definita dalle relazioni, S1,S2.
Iniziamo a studiare l’algebra di Lie L1 generata dagli elementi ei, hi, fi, i = 1, . . . , r modulo
le sole relazioni S1. In tale algebra poniamo n+

1 la sottoalgebra di Lie generata dalle classi
degli elementi ei, n

−
1 la sottoalgebra di Lie generata dalle classi degli elementi fi, e t la

sottoalgebra generata dalle classi degli elementi hi per abuso di notazione continueremo a
denotare con gli stessi simboli ei, hi, fi, i = 1, . . . , r anche le classi di tali elementi in L1.
Queste notazioni sono giustificate dal seguente:

Lemma. i) Le classi degli elementi ei, hi, fi, i = 1, . . . , r in L1 sono linearmente in-
dipendenti.

ii) n+
1 (risp. n−

1 ) ha una base formata da elementi [ei1 , ei2 , ei3 , . . . , eik
],

(risp. [fi1 , fi2 , . . . , fik
]). Un tale monomio è un autovettore di t di autovalore

∑k
j=1 αij

(risp. −
∑k

j=1 αij
).

iii) L1 è somma diretta n+
1 ⊕ t ⊕ n−

1 .

Dim. i) Basta provare che:
a) Le classi degli elementi hi, i = 1, . . . , r in L1 sono linearmente indipendenti.
b) Le classi degli elementi ei, fi, i = 1, . . . , r in L1 sono non nulle.
Infatti se proviamo questi due enunciati possiamo concludere usando le relazioni S1 che

ci dicono che gli ei, fi sono autovettori degli operatori ad(hi) con autovalori non nulli e
distinti.

Per provare questi primi due enunciati forniamo una rappresentazione esplicita dell’algebra
L1 da cui questi enunciati seguono facilmente.

Prendiamo come spazio della rappresentazione l’algebra libera in r variabili v1, v2, . . . , vr.

Definiamo operatori:

ĥj(1) := 0, ĥj(vi1 . . . vik
) := −(ci1,j + ci2,j + · · ·+ cik,j)vi1 . . . vik

.
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f̂j(1) := vj , f̂j(vi1 . . . vik
) := vjvi1 . . . vik

. êj(1) := 0, êj(vi) := 0.

êj(vi1 . . . vik
) := vi1 êj(vi2 . . . vik

) − δi1
j (ci1,j + ci2,j + · · · + cik,j)vi1 . . . vik

.

Si verifica immediatamente dalle definizioni che questi operatorri soddisfano le relazioni
S1 e quindi forniscono una rappresentazione dell’algebra L1.

1) I vettori linearmente indipendenti vi sono autovettori per gli hj di autovalori le
funzioni lineari cj,i che sono linearmente indipendenti, pertanto anche gli elementi hi in
L1 sono linearmente indipendenti.

2) Gli elementi f̂i sono evidentemente non 0 pertanto gli elementi fi ∈ L1 sono non
nulli.

3) Gli elementi ei ∈ L1 sono non nulli per esempio in quanto [ei, fi] = hi.

ii) n+
1 è generata linearmente da monomi [[. . . [ei1 , ei2 ], ei3 ], . . . , eik

]. Un tale monomio è

un autovettore di t di autovalore
∑k

j=1 αij
.

iii) Per provare che L1 è somma diretta n+
1 ⊕ t ⊕ n−

1 proviamo prima di tutto che
L1 = n+

1 + t + n−
1 . Poiché n+

1 + t + n−
1 contiene gli elementi ei, hi, fi basta provare che

n+
1 + t+n−

1 è stabile tramite la azione aggiunta di tali elementi. Questo si prova facilmente
per induzione a partire dalle relazioni. Per esempio applicando;

ad(fi)[ei1 , ei2 , ei3 , . . . , eik
] =

∑

j

[ei1 , ei2 , ei3 , . . . , [fi, eij
], . . . eik

] =

=
∑

j

[ei1 , ei2 , ei3 , . . . , δ
i
ij
hi, . . . eik

] =
∑

j

δi
ij

(±

j−1
∑

s=1

cis,i)[ei1 , ei2 , ei3 , . . . , eij−1
, eij+1

, . . . eik
]

è ancora una somma di monomi nelle ei.

Per provare che la somma è diretta basta osservare che (ii) sia n+
1 che t che n−

1 sono
spazi con una base di autovettori per gli elementi hj .

La differenza è che t corrisponde all’autovalore 0 mentre n+
1 agli autovalori positivi

∑

niαi, ni ≥ 0 e n−
1 agli autovalori negativi

∑

niαi, ni ≤ 0. Essendo le αi linearmente
indipendenti, spazi di autovettori relativi ad autovalori distinti formano somma diretta.
�

Finiamo ora la dimostrazione della esistenza secondo Serre.
Per costruzione, l’algebra L1 contiene, per ogni i una copia sli(2) di sl(2) con base

ei, hi, fi.
Poniamo Ei,j := ad(ei)

−cj,i+1(ej) ∈ n+
1 , Fi,j := ad(fi)

−cj,i+1(fj) ∈ n−
1 .

Lemma. In L1 si ha:
ad(fk)(Ei,j) = 0, ∀k, i, j.

Dim. Distinguiamo due casi. Se k 6= i dalle relazioni S1 segue che ad(ei) ed ad(fk)
commutano pertanto ad(fk)(ad(ei)

−cj,i+1(ej)) = ad(ei)
−cj,i+1(ad(fk)(ej)). Se k 6= j si ha
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ad(fk)(ej) = 0 altrimenti ad(fj)(ej) = −hj e ad(ei)
−cj,i+1(−hj) = ad(ei)

−cj,icj,iei = 0, in
quanto se cj,i 6= 0 si ha ad(ei(ei) = 0.

Se k = i dobbiamo analizzare il sottomodulo relativo ad sli(2) generato da ej .

A priori tale modulo non è di dimensione finita quindi non possiamo usare direttamente
la teoria svolta, ma essenzialmente ripetere la dimostrazione fatta in dimensione finita.
Infatti abbiamo ad(fi)(ej) = 0 quindi ej è come un vettore di peso più basso ed il suo peso
(rispetto ad hi) è −m := cj,i dalla identità [hi, ej ] = cj,iej . Dalla analisi fatta nella teoria
delle rappresentazioni segue che, per ogni t si ha che (ad(ei)

t(ej)) è un vettore di peso
cj,i + 2t e che ad(fi)(ad(ei)

t(ej)) = t(m− t+ 1)(ad(ei)
t−1(ej)). Pertanto per t = m+ 1 si

ha ad(fi)(ad(ei)
t(ej)) = 0. �

Siano ora I, J rispettivamenete gli ideali di n+
1 e n−

1 generati dagli elementi Ei,j , risp.
Fi,j . Vogliamo dimostrare che I, J, I ⊕ J ⊂ L1 sono ideali di L1.

Fatto questo proveremo che il quoziente L := L1/I + J è l’algebra richiesta dal teorema
di esistenza.

Proviamo l’enunciato per I, per J è simile. Dalla identità di Jacobi segue che I è somma
degli spazi [. . . [Ei,j, ei1 ], ei2 ], . . . , eik

]. Se applichamo ad(hi) dalla identità di Jacobi segue

facilmente che tali elementi sono autovettori. È chiaro che il commutatore di due vettori
peso è un vettore peso (per la somma dei pesi).

Se applichiamo ad(ei)abbiamo una espressione dello stesso tipo. Infine se applichiamo
ad(fi) abbiamo una somma data dai termini in cui applichiamo ad(fi) ai vari fattori del
monomio scelto. Poiché ad(fi)(Ei,j) = 0 restano solo i termini in cui compaiono elementi
ad(fi)(ej). Un tale elemento o è 0 oppure è in t in questo ultimo caso usiamo il fatto che
il monomio precedente è un autovettore per t.

OSSERVAZIONE Le radici semplici non appaiono come autovalori in I + J pertanto
modulo I + J gli elementi ei, fi, hi restano linearmente indipendenti.

Lemma. In L gli elementi ad(ei) e ad(fi) sono localmente nilpotenti.

Dim. Se applichiamo ad(fi) ad un elemento [ei1 , ei2 , ei3 , . . . , eik
] abbiamo una combi-

nazione lineare di elementi del medesimo tipo ma di lunghezza k− 1 tranne nel caso k = 1
e ad(fi)(ei) = −hi, iterando ad(fi)(−hi) = 2fi e ad(fi)(2fi) = 0. Similmente per ad(ei)
applicata ad n−. Se invece applichiamo ad(ei)

M ad un elemento [ei1 , ei2 , ei3 , . . . , eik
] ab-

biamo una somma di termini che sono prodotti di Lie di elementi del tipo ad(ei)
Mj (ei2)

con
∑

j Mj = M . Se M è abbastanza grande abbiamo che in ogni termine almeno un Mj

è maggiore di −cj,i + 1 e quindi il termine è 0 in L. �

Il fatto che ad(ei) e ad(fi) sono localmente nilpotenti implica che L è somma diretta di
moduli di dimensione finita per sli(2) e che abbiamo una azione del corrispondente SL(2)
su L. In particolare possiamo considerare l’elemento

ni :=

∣

∣

∣

∣

0 1
−1 0

∣

∣

∣

∣

= esp(ei)esp(−fi)esp(ei)
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questo elemento normalizza t inducendo la riflessione si e porta un spazio di peso β nello
spazio di peso si(β).

Lemma. Sia γ ∈ E, allora o γ è un multiplo di una radice oppure esiste un w ∈W per
cui, posto w(γ) =

∑

i niαi, αi ∈ ∆ si ha un ni < 0 ed un nj > 0 fra i suoi coefficienti.

Dim. Se γ non è un multiplo di una radice il suo iperpiano ortogonale è distinto dagli
iperpiani ortogonali alle radici, esiste quindi un vettore regolare v ortogonale a γ. Sia w(v)
nella camera fondamentale, è un vettore ortogonale a w(γ). Pertanto:

0 = (w(v), w(γ)) =
∑

i

ni(w(v), αi).

Per ipotesi (w(v), αi) > 0 per ogni i e l’enunciato segue.

Teorema.

Dato un peso γ si ha che Lγ = 0 a meno che γ sia una radice, in questo caso dimLγ = 1.
L è semplice.

Dim. dimLγ = dimLw(γ) per ogni w ∈ W pertanto se γ è una radice esiste w per cui
w(γ) è una radice semplice e l’enunciato segue.

Un elemento non nullo [ei1 , ei2 , ei3 , . . . , eik
] con k > 1 deve avere i1 6= i2 quindi i multipli

delle radici non appaiono e per gli altri si applica il lemma precedente. �

Sia I un ideale di L in particolare deve essere formato da autovettori di t, se contiene
un h ∈ t, h 6= 0 si ha per qualche i che αi(h)ei = [h, ei] 6= 0, pertanto qualche ei ∈ I,
poiché sl(2) è semplice e I ∩ sli(2) 6= 0 si ha sli(2) ⊂ I. Ma se hi corrisponde ad un
nodo del diagramma di Dynkin vediamo subito che anche [hi, ej] 6= 0 per j connesso ad i
e ej ∈ I continuando poiché il diagramma di Dynkin è connesso abbiamo che gli elementi
ei, hi, fi ∈ I ma questi elementi generano L quindi I = L. �

5.3 La forma di Killing Gli elementi di t (che hanno come base gli hi) sono
simultaneamente diagonalizzabili e segue come sempre che due spazi di autovalori α, β
sono ortogonali per la forma di Killing a meno che α+ β = 0.

Gli elementi h, k ∈ t sono diagonalizzabili di autovalori simultanei α(h), α(k), α ∈ Φ di
molteplicità 1 quindi per la forma di Killing si ha:

(h, k) = tr(ad(h)ad(k)) =
∑

α∈Φ

α(h)α(k) = 2
∑

α∈Φ+

α(h)α(k)

Se h =
∑

i cihi, ci ∈ R poiché α(hi) ∈ Z si ha (h, h) ≥ 0 e dalla indipendenza lineare delle
radici (h, h) = 0 se e solo se h = 0 ovvero la forma è positiva sullo spazio reale generato
dagli hi. Inoltre dalla associatività si ha (cf. 3.2) (ei, fi) = 1/2(hi, hi) > 0.
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5.4 La forma compatta

Resta da passare da una algebra semplice ad un gruppo compatto, per questo ricordando
la teoria delle matrici dobbiamo definire gli elementi antihermitiani in pratica dobbiamo

definire l’analogo di X → −X
t
.

Per capire la definizione analizziamo l’automorfismo X → −X t dell’algebra di Lie
sl(2,C). Applicato alle matrici e, f, h le manda in −f,−e,−h.

Quindi si definisce:

Proposizione. i) La applicazione ei → −fi, fi → −ei, hi → −hi si estende ad un
automorfismo ω di L di ordine 2.

ii) Per ogni radice α si ha che ω(Lα) = L−α.

Dim. i) Basta provare che tramite tale applicazione le relazioni vengono mandate in
relazioni. Questo è sostanzialmente evidente e lasciato per esercizio. Il fatto che ω2 = 1
segue dal fatto che questa proprietà è vera sugli elementi ei, fi, hi che generano L.

ii) Se x ∈ Lα e h ∈ t si ha:

[h, ω(x)] = −[ω(h), ω(x)] = −ω[h, x] = −ω(α(h)x) = −α(h)ω(x)

�

ω è detta involuzione di Cartan.

L’algebra di Lie L è definita sui reali (e anche sui razionali o persino sugli interi).
Pertanto ha senso applicare la coniugazione dei coefficienti pensando i generatori come
vettori reali.

La involuzione di Cartan induce un automorfismo di ordine 2 del gruppo di Lie associato
compatibile per i vari SL(2,C) associati alle algebre di Lie ei, fi, hi con l’automorfismo

X → X∗ = (X
−1

)t. In particolare l’elemento ni è unitario e fissato da ω.

Vogliamo quindi considerare la sottoalgebra di Lie g := {x ∈ L |ω(x) = x} formata dagli
elementi antihermitiani.

Analizziamo la sua struttura. Prima di tutto se x =
∑

j ajhj si ha ω(x) = −
∑

j ajhj ,

pertanto ω(x) = x se e solo se aj è immaginario per ogni j.

Abbiamo visto che ω(Lα) = L−α quindi se eα, fα, hα è una base standard di slα(2,C) si
deve avere ω(eα) = cfα per qualche c. Ma da ω2 = 1 si ha ω(fα) = c−1eα e posto c = d2

sostituendo eα, fα con deα, d
−1fα possiamo fissare la base in modo che ω(eα) = −fα.

Inoltre scritta α = w(αi) con w ∈ W e αi radice semplice e w = si1 . . . sik
abbiamo

Lα = ni1 . . . nik
Lαi

per cui, posto nw := ni1 . . . nik
possiamo prendere eα = nw(eαi

) che
quindi è reale. Segue che in Lα ⊕L−α gli elementi antihermitiani sono lo spazio vettoriale
sui reali con base:

eα + ω(eα), i(eα − ω(eα)).
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Teorema. L’algebra g degli elementi antihermitiani ha base su R gli elementi:

ihj , eα + ω(eα) = eα − fα, i(eα − ω(eα)) = i(eα + fα), α ∈ Φ+.

Su questa algebra la forma di Killing è definita negativa, pertanto g è l’algebra di Lie di
un gruppo compatto.

Dim. L’algebra L è la somma ortogonale, per la forma di Killing degli spazi t, Lα ⊕
L−α, α ∈ Φ+. Questi spazi sono fissati da x→ ω(x) pertanto la prima parte è vera. per
la seconda basta calcolare la forma di Killing sui vari addendi ortogonali.

Sullo spazio generato dagli hj sui reali la forma è positiva quindi è negativa sullo spazio
generato dagli ihj . Per quanto riguarda eα − fα, i(eα + fα)) abbiamo (ricordando che
0 = (eα, eα) = (fα, fα), (eα, fα) > 0:

(eα − fα, i(eα + fα)) = 0, (eα − fα, eα − fα) < 0, (i(eα + fα)), i(eα + fα))) < 0.

�

Abbiamo pertanto dimostrato:

Teorema di classificazione dei gruppi di Lie semplici compatti. Ad un gruppo
di Lie compatto semplice è associato un sistema di radici irriducile. In questo modo si
stabilisce una corrispondenza biunivoca fra gruppi di Lie compatti semplici (a meno di
isomorfismo) e sistemi di radici irriducili (a meno di isomorfismo).

5.5 Il gruppo di Weyl
A questo punto dobbiamo paragonare due definizioni che abbiamo dato per il gruppo

di Weyl. Quella interna al gruppo di Lie compatto W := NT /T e quella in termini del
sistema di radici. Vogliamo provare che coincidono.

Abbiamo già visto che, un elemento n ∈ NT induce un’automorfismo del sistema di
radici. Inoltre, per ogni radice semplice si ha un elemento ni ∈ SUi(2) con ni ∈ NT e ni

induce la riflessione si sulle radici. DettoW il gruppo di Weyl del sistema di radici abbiamo
dunque un omomorfismo NT /T → W suriettivo. Evidentemente anche NT /T permuta le
camere di Weyl quindi basta provare che, se n ∈ NT fissa la camera fondamentale allora
n ∈ T . Per questo osserviamo che n induce un’automorfismo del sistema di radici che in
particolare è una trasformazione ortogonale n di E di ordine finito k che fissa la camera
C. Vogliamo provare che tale trasformazione fissa anche un vettore di C per questo basta

prendere un vettore qualunque x ∈ C e formare la media 1
k

∑k
i=1 n

ix ∈ C per convessità.

Dualmente abbiamo che n fissa una retta nell’algebra di Lie di t che non è contenuta
in nessun iperpiano definito da una radice. Esponenziando abbiamo che n commuta con
un gruppo ad un parametro esp(su) formato da elementi regolari. Dal Teorema 2, 1.3
esiste un toro massimale che contiene n, esp(su) ma dal Lemma 3.4 l’unico toro massimale
contenente esp(su) è T e quindi n ∈ T .
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5.6 Complementi
In effetti la storia non finisce qui, si può infatti provare che ogni algebra di Lie semplice

complessa gC, è la complessificazione dell’algebra di Lie g di un gruppo compatto semplice
(unico a meno di isomorfismo).

In più, se G è un gruppo di Lie di algebra di Lie gC i sottogruppi di G compatti massimali
sono tutti coniugati fra loro ed hanno algebra di Lie isomorfa a g.

Inoltre G è un gruppo algebrico (di tipo semplice) e per tali gruppi si ha una nozione
algebrica di toro massimale, i tori massimali sono tutti coniugati fra loro.

Questo è l’inizio di una teoria molto precisa che immette potenti metodi di geometria
algebrica nella teoria dei gruppi di Lie.

Anche rimanendo solo nella teoria dei gruppi compatti a questo punto il capitolo suc-
cessivo è la teoria delle rappresentazioni di tali gruppi in cui i risultati fondamentali di
Weyl e Cartan danno risposte molto precise ai problemi di classificazione e descrizione
delle rappresentazioni irriducibili.
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Mathématiques-Université, 1990.

TITS, J. Tabellen zu den einfachen Lie Gruppen und ihren Darstellungen. - Berlin,
Springer, 1967. (Lecture notes in mathematics; 40).

Tits, Jacques. Sur les constantes de structure et le théoréme d’existence des algébres
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