Corso di geometria (per fisici)

ANNO AccADEMICO 2009/2010

Pseudo-esonero 1 - Soluzioni

Esercizio 1.

Scegliamo vy, v2 € Z in modo che {v1, vy} sia linearmente indipendente. Per
esempio, V1 =e€1 +eq e vy =e; —es.

Prendiamo una base di R* che contenga w, per esempio la seguente B =
{w, e1,e2,e3}. Definiamo f assegnandone i valori sulla base B: f(w) = f(e3) =
0, fler) = vy e f(ez) = va.

Chiaramente, Im(f) = span(v1,v2) C Z e quindi rg(f) = 2. Inoltre, W =
span(w) C ker(f).

Poiché 0 = f(w) = f(e1 —eq) = f(e1) — fes) = v1 — f(eq), si ha f(eq) = v;.
Dunque la matrice M che rappresenta f & del tipo M = (vq|v2]0]vy), ossia

1 1 01
0 0 00
M= 0 -1 0 0
1 0 01

Esercizio 2.
Estraiamo da C una base di W. Consideriamo ’applicazione lineare W :
C3 — C* tale che ¥(e;) = w; per i = 1,2,3. La sua matrice associata sara

1 -2 1

0 -1 -1
V= 1414 -2 14 3¢

1 143t 2+3

e Im(¥) = W. Una riduzione a scala di ¥ con Gauss-Jordan &

oS O O
o o = O
OO = W

quindi D := {wy,wz} € una base di W estratta da C.
Consideriamo 1'applicazione ® : C* — C? definita come

Uy

& u9 _(ul—(1+3i)u2—U4>
U3 Uy + uz — 2uy
Uy

cosicché U = ker(®) e WNU = W Nker(P).

Se Fp : C2 — W, consideriamo la composizione M = ® o Fp : C? — C2.
Abbiamo W NU = Fp(ker(M)) e una base di U NW ¢ data da Fp(B), dove B
¢ una base di ker(M).

Poiché M = (®(w;)|®(w2)), abbiamo

0 0
M(z’ —2—6i)



il cui nucleo & generato dal solo e3 + (6 — 2i)e;. Dunque, U N W ha dimensione
1 e base
4 -2
-1
6 + 44
S5+1

Fp(ez + (6 —2i)e1) = wa + (6 — 2i)w1 =

Esercizio 3.

Se M é simile ad una matrice triangolare superiore, allora esiste una base
B = {v1,...,v,} tale che F§(M) & una matrice triangolare superiore. Questo
vuol dire che, definiti

Vo = {0} € Vi = span(vy) C Vo = span(vy,v) C --- C V,, = span(vy,...,v,) = K"

si ha M(V;) C V;. Chiaramente, dimg(V;) = i.

Viceversa, data la catena di sottospazi, definiamo i vettori vq,...,v, per
induzione su 0 < k <mn.
Asserzione Ty: per ogni 0 < i < k, {v1,...,v;} € una base di V;.

Per k = 0 Passerzione ¢ banalmente vera, perche () ¢ una base di Vy = {0}.

Supponiamo T}, vera e k < n. Poiche Vi1 D Vi e dim(Viy1) = dim(Vy) + 1,
allora {vy,..., vk, vk11} & una base di Vi1, dove vg41 & un qualunque vettore
in Vi1 \ Vg E chiaro che tale base soddisfa I’ipotesi induttiva.

Sia B = {v1,...,v,} base di V,, = K"

Poiche f(v;) C Vi = span(vi,...,v;), ne segue che F5(f) & triangolare
superiore.

Esercizio 4.

Per ogni p(t), q(t) € K[t]<z, si ha fi(p(t) +q(t)) = (p +q)(t + 1) + kt*(p +
@O)=pﬁ+1%+ﬂﬂ+U+kF@ﬂ)+ﬂ))=f(Mﬂ%+h@(D Mdﬂepw
p(t) € Kltl<z € A € K, si ha fo(Ap(t)) = (Ap)(t + 1) + k2 p)(1) = Ap(t + 1) +
Met?p(1) = A fx(p(t)). Quindi fi & K-lineare.

Abbiamo f(vi) = 1+ kt? = (14 2k)v; — kvs, f(ve) = (=1 —2k)vy +vo + kvs
e f(vs) = (2k — 1)v1 + 2v2 + (1 — k)vs. Quindi

142k —1-2k 2k—1
F§(fi) = 0 1 2
—k Eo 1—k

Si ha Tr(F5(fx)) = 2 + k, mentre Tr(M) = 3. Quindi, le due matrici non sono
simili se k # 1. Tuttavia, rg(M) = 2 mentre si puo verificare con una riduzione
a scala che

3 -3 1
Fg(fi)=1 0 1 2
-1 1 0

ha rango 3. Dunque, le due matrici non sono simili per nessun valore di k € K.



