Corso di geometria (per fisici) - Canale C

PSEUDO-ESAME 1 - SOLUZIONI

Esercizio 1.

(a)

(b)

Se chiamiamo C = {v; = 1,vy = t,v3 = t?,v4 = t3} la base standard di V, si ha

00 0 0
000 3
010 0

Il polinomio caratteristico di g &
py(t) = det(g — t1) = t(t — 2)(t — V3)(t + V/3)

che quindi si fattorizza completamente su R e ha 4 radici distinte 0, v/2, —v/2. Dunque ¢
¢ certamente diagonalizzabile.

Una base di Ey & {v1}.

Invece, una base di Fa ¢ {vs}, una base di £ 5 ¢ {V2vy + v4} e una base di E_ e
{V2vy — w4}

Dunque, una base che diagonalizza g & B = {1,%,v/2t + 13,2t — 3} e

0 0
0
V3
0

0
0
Fg(g) = 0
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o O oo

2
0
0

Esercizio 2.

(a)

Sia P € M,,x,(C) invertibile tale che PM P~! = T & triangolare superiore. Gli elementi
sulla diagonale di T sono le radici di pr(t) = pas(t), e dunque sono Ay, ..., \,.

Gli elementi sulla diagonale di ¢(T) = ¢(PMP~1) = Pqg(M)P~! sono q(A\1),...,q(\,) e
dunque pg(7)(t) = pgar) (t) = (g(A1) = 1) -+ (q(An) — 1)

Per il teorema spettrale, esiste una matrice P € O(n,R) tale che PSP~! = D & diagonale,
con Dy = X\; € R.

Poiché ¢(t) ha grado dispari, allora la funzione polinomiale ¢ : R — R & suriettiva e quindi,
per ogni A; € R, esiste p; € R tale che g(u;) = A;.

Sia D’ la matrice diagonale tale che D!, = p;. Allora ¢(D') = D. Dunque ¢(P~1D'P) =
P~1q(D")P = P'DP = S e P'D'P = PTD'P & simmetrica reale: basta porre R =
P~1D'P.

Esercizio 3.

(a)

Gli autovalori non reali compaiono a coppie coniugate, dunque si possono avere soltanto
0, 2 oppure 4 autovalori reali. Gli autovalori reali possono essere soltanto 1 oppure —1.
Poiché tr(M) = 3, non si possono avere 4 autovalori reali.



(b-c)

Il caso senza autovalori reali capita, per esempio

Cf)s((oz; - Sir(l((;z) 8 8
M= 0 0 cos(a) —sin(a)
0 0 sin(a)  cos(a)

dove a & un angolo tale che cos(a) = 3/4.

11 caso con due autovalori reali capita (notiamo che le loro molteplicita algebriche e geo-
metriche coincidono): la traccia di M in questo caso sard m; —m_1 +2 cos(3) = 3. Poiché
| cos(B)| < 1, necessariamente m; = 2, m_1 = 0 e § & un angolo tale che cos(f) = 1/2,
ovvero § = £7/3, e la matrice M sara simile/congruente a

0 0
0 0
cos() —sin(p)
sin(B)  cos(f)

Mg =

oS oo
o O = O

Se prendiamo v; = e; e vy = (e2 + 63)/\@, allora {v1,v2} & una base ortonormale di Fj.
Poiché M & ortogonale, allora M(Ej) = Ef. Sia {vs,v4} una base ortonormale di Ei,
per esempio vs = (ez — e3)/V/2 e vy = ey, e sia infine B = {vy, vz, v3,v4}.

Allora F§(M) = (F§)™'- M - (F§) sara uguale a Mﬂ—/;g oppure a M,,r/g. Dunque ci sono
esattamente due possibilita.

Per determinare M = (Fg) - M:tﬂ-/g -(F§)~1, ricordiamo che

oot =
o O O

oo O =
S firl
(an)

e che (F§)~! = (F§)T = F§.



