Corso di geometria (per fisici)
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Esercizi - Foglio 8 - soluzioni

Gruppo 2.

Esercizio 1.

Scriviamo ¢ = a1v] + agvy + asvs + aqvy € V*. Valutando entrambi i
membri di questa uguaglianza in vy si ottiene 5 = ¢;(v;) = a;. In modo
simile si ottiene ay = ¢1(ve) = 4, ag = ¢1(v3) = 12 e ay = ¢1(v4) = 8.
Dunque
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Allo stesso modo per ¢, otteniamo
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Per trovare Ann(¢y, ¢»), definiamo ® : V — R? come
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in modo che Ann(¢q, ¢2) = ker(®).
L’applicazione ® o Fp : R* — R? ¢ rappresentata da una matrice, che

chiameremo M. Avremo ker(®) = F(ker(M)).
La colonna £ della matrice M ¢ data da

M - e, = ®(Fp(er)) = (vy) = ( o >
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Otteniamo quindi



La riduzione di Gauss-Jordan (usata in modo leggermente piu astuto) ci
produce una M’ del tipo seguente
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Una base del ker(M) & data da
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e quindi una base di ker(®) ¢ data da {q = Fg(w1),q2 = Fp(wy)}, dove
Fe(wy) = 4vy +1Tvg — 11vy = 22+ 17t +8t2 — 1113 e Fg(wy) = vo+v3 — 204 =
24t +t%

Notiamo che possiamo completarla alla base {¢1, ¢z, 1,t} di V, in quanto
questi sono evidentemente generatori (perché generano 1,t,¢%,¢3) e sono il
numero giusto.

Esercizio 2.
Sia V = R[t] e sia W), = span{t"|h > k} C V per ogni k¥ > 0. Sia
D :V — V la derivata, ossia D(p(t)) = p/(t).

(a)

(b)

(c)

(d)

D non ¢ invertibile in quanto D(1) = 0. Chiaramente, se p(t) ¢ un
polinomio non nullo, di grado d > 0, allora D(p(t)) ha grado d — 1.
Concludiamo che D (p(t)) = 0.

Per l'osservazione (a), il grado di un p(¢) che soddisfi D(p(t)) = p(t)
non puo essere maggiore di zero. D’altra parte, se p(t) non ¢ nullo e
ha grado zero, allora 0 = D(p(t)) # p(t). Dunque, 'unica soluzione ¢
data dal polinomio nullo.

Consideriamo la proiezione canonica ¢ : V. — V/Wj. Allora l'esisten-
za di 7 ¢ garantita dal primo teorema di omomorfismo (applicato a
k), in quanto Wy, = ker(cx) 2 Wiyq.

Consideriamo la composizione ¢, o D : V. — V/W). L’esistenza di
Dy, & ancora garantita dal primo teorema di omomorfismo (applicato a
¢y o D), in quanto ker(c, o D) = D™Y(W},) = Wy & contenuto dentro
Wit



Inoltre, I'esistenza di evg : V/Wyi11 — R per k > 0 segue ancora una
volta dal primo teorema di omomorfismo applicato a fy : V — R data
da fo(p(t)) = p(0). Infatti, ker(fo) = Wi 2 Wiy per k > 0.

Sia o = by + bit +--- + btk + Wyy1. Per prima cosa, 0 = evg(ay) =
bo. Inoltre, Dy(ay) = by + 2bot + 3bst® + - - - + kbpt*~1 + W}, mentre
mr(ar) = bg+ bt +bot? +- - -+ bp_1t*~L +W,,. Dal confronto, otteniamo
b, =bp_1/h perogni h=1,... k. Quindi by =1 e b, = %
Dunque o4 ¢ univocamente determinata e
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Dall’espressione trovata in (e) ¢ chiaro che 7 (o) = 1.

Abbiamo trovato lo sviluppo di Taylor in 0 della funzione esponenziale
t— el



