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Gruppo 2.

Esercizio 4.
Sia W un supplementare di ker(f), ovvero V = W ⊕ ker(f). Allora

f |
f(W )
W : W −→ f(W ) è iniettiva (perché ker(f |

f(W )
W ) = W ∩ ker(f) = {0}) e

suriettiva, e quindi invertibile. Sia h = (f |
f(W )
W )−1 : f(W ) → W ⊂ V la sua

inversa.
Infine, sia U un supplementare di f(W ) in V , ossia V = f(W ) ⊕ U .

Definiamo g : V → V in modo che g(U) = 0 e g|f(W ) = h. Allora (g ◦
f)(ker(f)) = 0 e (g ◦ f)|W = h ◦ fW = idW , e quindi g ◦ f è una proiezione,
ossia (g ◦ f)2 = (g ◦ f).

Poiché f non è nulla, allora dim(Im(g)) = dim(W ) = dim(f(W )) > 0 e
quindi la g cos̀ı definita e la (g ◦ f) non sono nulle.

Esercizio 5.
Poiché f 2 = idV , allora f−1 = f e quindi f è invertibile.
Prendiamo una base qualunque BH = {v1, . . . , vm} di H e siano wi =

f(vi) ∈ K. Dimostriamo ora che BK = {w1, . . . , wm} è una base di K.
Certamente sono linearmente indipendenti, perché wi = f(vi) e f è iniettiva.
Inoltre, se f(K) ⊆ H e quindi dim(K) = dim(f(K)) = dim(H) = m (perché
f è iniettiva).

Dunque, B = {v1, . . . , vm, w1, . . . , wm} è una base di V (perché V =
H ⊕ K) e quindi v = 2m. Inoltre

FB

B
(f) · ei =

{

FB(f(vi)) = FB(wi) = em+i se 1 ≤ i ≤ m

FB(f(wi−m)) = FB(vi) = ei se m + 1 ≤ i ≤ 2m

e quindi FB

B
(f) ha la forma voluta.

Esercizio 6.
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Sia R = {f1, . . . , fk} ⊂ V ∗. L’enunciato si può riformulare come

g ∈ span(R) ⇐⇒
⋂

i

(Ann(fi)) ⊂ Ann(g)

Riconosciamo subito che
⋂

i

(Ann(fi)) = Ann(R)

Quindi l’enunciato diventa

{g} ⊆ span(R) ⇐⇒ Ann(g) ⊇ Ann(R)

che abbiamo dimostrato in classe.

Esercizio 7.
No, tale f non esiste. Infatti, dimostreremo che, posto X := {A ∈

M3×3(R) | rg(A) = 2}, si ha

span(X) = M3×3(R)

che ha dimensione 9 e quindi f non sarà mai suriettiva.
Data una matrice A ∈ M3×3(R), numeriamo le sue colonne e le sue righe

con i, j ∈ Z/3. (Questo vuol dire semplicemente che, se scriviamo “la riga 4”,
intendiamo “la riga 1”, se scriviamo “la colonna 5”, intendiamo “la colonna
2”, e cos̀ı via.)

Consideriamo le matrici Fi,j = Ei,j + Ei,j+1 + Ei+i,j+1 e Gi,j = Ei,j +
Ei+i,j+1, per i, j ∈ Z/3. Queste 18 matrici {Fi,j, Gi,j} hanno tutte rango 2
e quindi appartengono a X. Inoltre Fi,j − Gi,j = Ei,j+1. Dunque, la base
canonica {Ei,j} è contenuta nello span(X), che quindi coincide con M3×3(R).

Esercizio 8.
Fatto in classe, tranne il punto (e).
Un argomento “astratto” (ovvero, senza usare le coordinate) per il punto

(e) è il seguente.
Sia {w1, . . . , wk} una base di Im(g) ⊂ W , dove k = rg(g). Inoltre, se

h = rg(f), sia {α1, . . . , αh} una base di Im(f) ⊂ V/W . Questo vuol dire che,
per ogni i = 1, . . . , h, αi = f([vi]) = [f(vi)] per un certo vi ∈ V .

Per l’indipendenza di {α1, . . . , αh}, anche {f(v1), . . . , f(vh)} ⊂ V sono
linearmente indipendenti.
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Chiaramente, S := {w1, . . . , wk, f(v1), . . . , f(vh)} ⊂ Im(f). Se dimostri-
amo che S è un insieme di vettori linearmente indipendenti, concludiamo che
rg(g) + rg(f) = k + h ≤ dim(Im(f)) = rg(f).

Se
a1w1 + · · · + akwk + b1f(v1) + · · · + bhf(vh) = 0 ∈ V

con ai, bj ∈ K, allora

b1f(v1) + · · · + bhf(vh) = −a1w1 + · · · − akwk ∈ W

Applicando π otteniamo

b1[f(v1)] + · · · + bh[f(vh)] = 0 ∈ V/W

e quindi b1 = · · · = bh = 0 per l’indipendenza di {α1, . . . , αh}. Ne segue che

a1w1 + · · · + akwk = 0 ∈ W

e quindi a1 = · · · = ak = 0 per l’indipendenza di {w1, . . . , wk}. Dunque S è
un insieme di vettori linearmente indipendenti.
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