Corso di geometria (per fisici)

ANNO ACCADEMICO 2009/2010
Esercizi - Foglio 7 - Soluzioni

Gruppo 2.

Esercizio 4.

Sia W un supplementare di ker(f), ovvero V.= W & ker(f). Allora
f|{;§w) : W — f(W) ¢ iniettiva (perché ker(fH:[SW)) =W Nker(f)={0}) e
suriettiva, e quindi invertibile. Sia h = (f|‘];éw))*1 c f(W) - W CV lasua
inversa.

Infine, sia U un supplementare di f(W) in V, ossia V = f(W) & U.
Definiamo g : V' — V in modo che g(U) = 0 e g|fw) = h. Allora (g o
fker(f))=0e (go f)lw = ho fiy =idw, e quindi g o f & una proiezione,
ossia (96 /)7 = (g0 /).

Poiché f non ¢ nulla, allora dim(Im(g)) = dim(W) = dim(f(W)) > 0 e
quindi la ¢ cosi definita e la (g o f) non sono nulle.

Esercizio 5.

Poiché f2 =idy, allora f~! = f e quindi f ¢ invertibile.

Prendiamo una base qualunque By = {v1,...,v,,} di H e siano w; =
f(v;) € K. Dimostriamo ora che Bx = {wy,...,w,} ¢ una base di K.
Certamente sono linearmente indipendenti, perché w; = f(v;) e f & iniettiva.
Inoltre, se f(K) C H e quindi dim(K) = dim(f(K)) = dim(H) = m (perché
f € iniettiva).

Dunque, B = {v1,...,0m,wq,...,wy} € una base di V (perché V =
H & K) e quindi v = 2m. Inoltre

FB(f(v)) = FB(w;) = emys sel<i<m
FB(f(wi_m)) = FB(v;)) =¢; sem+1<i<2m

Fg(f)'ei:{

e quindi F5(f) ha la forma voluta.

Esercizio 6.



Sia R = {f1,..., fr} € V*. L’enunciato si puo riformulare come
g € span(R) <~ ﬂ (Ann(f;)) C Ann(g)

Riconosciamo subito che

() (Ann(f;)) = Ann(R)

1

Quindi I'enunciato diventa
{9} Cspan(R) <= Ann(g) 2 Ann(R)

che abbiamo dimostrato in classe.

Esercizio 7.
No, tale f non esiste. Infatti, dimostreremo che, posto X := {4 €
Mix3(R) [1g(A) = 2}, si ha

span(X) = Msy3(R)

che ha dimensione 9 e quindi f non sara mai suriettiva.

Data una matrice A € M3,3(R), numeriamo le sue colonne e le sue righe
coni,j € Z/3. (Questo vuol dire semplicemente che, se scriviamo “la riga 47,
intendiamo “la riga 17, se scriviamo “la colonna 5”7, intendiamo “la colonna
2”7 e cosi via.)

Consideriamo le matrici F;; = E;j + E; j41 + Eivijp1 ¢ Gij = Eij +
Eitij+1, per i, € Z/3. Queste 18 matrici {F} ;, G;;} hanno tutte rango 2
e quindi appartengono a X. Inoltre F;; — G;; = E; 1. Dunque, la base
canonica {E; ;} € contenuta nello span(X), che quindi coincide con Msy3(R).

Esercizio 8.

Fatto in classe, tranne il punto (e).

Un argomento “astratto” (ovvero, senza usare le coordinate) per il punto
(e) & il seguente.

Sia {wy,...,w} una base di Im(g) C W, dove k = rg(g). Inoltre, se
h =rg(f), sia {ay,...,a,} una base di Im(f) C V/W. Questo vuol dire che,
perognii=1,...,h, a; = f([vi]) = [f(vi)] per un certo v; € V.

Per l'indipendenza di {ay,...,an}, anche {f(vy),..., f(vn)} C V sono
linearmente indipendenti.



Chiaramente, S := {wy, ..., wg, f(v1),..., f(vn)} C Im(f). Se dimostri-
amo che S e un insieme di vettori linearmente indipendenti, concludiamo che

rg(gs) +1g(f) =k + h < dim(Im(f)) = rg(f).

a1w1+--~—|—akwk—i—blf(vl) +"'+bhf(Uh) =0eV

con a;, b; € K, allora
bif(v)+ -+ +bpf(uop) = —aqwy + -+ — apwy € W
Applicando 7 otteniamo
bilf(v))] + -+ bp[f(up)] =0€ V/W
e quindi by = -+ = by, = 0 per I'indipendenza di {ay,...,a,}. Ne segue che
awy + -+ apwy =0 W

e quindi a; = --+ = a; = 0 per l'indipendenza di {w,...,w;}. Dunque S &
un insieme di vettori linearmente indipendenti.



