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Esercizio 1.

a) X è binomiale di parametri 5 e 1
6
. Quindi E(X) = 5

6
e Var(X) = 25

36
.

b) Sia Ai l’evento {in tre lanci del dado i-esimo esce almeno un “6”} e Ii la
sua funzione indicatrice. Abbiamo P(Ai) = 1 − (5

6
)3 = 91

216
e possiamo

scrivere Y =
∑5

i=1 Ii. Quindi Y è binomiale di parametri 5 e 91
216

e
E(Y ) = 455

216
.

c) La probabilità di ottenere almeno un “6” in due lanci è 1− (5
6
)2 = 1

4
. Sia

Z = Y −X. Condizionatamente all’evento {X = k}, Z è binomiale di
parametri 5− k e 1

4
. Quindi abbiamo

E(Y |X = k) = E(Z+X|X = k) = E(Z|X = k)+k =
1

4
(5−k)+k =

1

4
(5+3k)

e E(Y |X) = 1
4
(5 + 3X).

E(XY ) = E(E(XY |X)) = E(XE(Y |X)) = 1
4
E(5X + 3X2) = 1

4
(25
6

+
25
6

) = 25
12

e Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 25
12
− 455

216
· 5
6

= 425
1296

.

Esercizio 2.

a) Indichiamo con M un membro di maggioranza e con m un membro di
minoranza.

P(1am | 2aM) =
P(mM)

P(MM) + P(mM)
=

4
10

7
10

6
10

5
10

+ 4
10

7
10

=
14

29

b)

P(i 3 membri estratti sono tutti dell’opposizione) =
4

10
· 3

10
· 2

10

1



c) Sia A = (mmm)
⋃

(MMM) e χA la sua funzione indicatrice. Allora χA
e’ una variabile di Bernoulli di parametro p = P(A) e X = 2 − χA.
Quindi E(X) = 2− p e Var(χA) = Var(X) = p(1− p). Poiché

p = P(mmm) + P(MMM) =
4 · 3 · 2 + 6 · 5 · 4

1000
=

18

125

si ottiene

E(X) =
232

125
, Var(X) =

18× 107

1252
.

Esercizio 3.

a)

P(Y = 4 |X = 10) =

(
10

6

)(
3

4

)6(
1

4

)4

b) La distribuzione di Y dato {X = n} è binomiale di parametri n e p = 3/4,
ovvero

P(Y = k |X = n) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

P(Y = k) =
∞∑
n=0

P(Y = k |X = n)P(X = n) =
∞∑
n=k

(
n

k

)
pk(1− p)n−ke−λλ

n

n!
=

e−λ(pλ)k
1

k!

∞∑
n=k

1

(n− k)!
(1− p)(n−k)λ(n−k) =

e−λ(pλ)k
1

k!

∞∑
n=0

1

n!
((1− p)λ)n = e−pλ(pλ)k

1

k!

Quindi Y ha distribuzione di Poisson di parametro pλ = 3λ/4.

c)

E(X) = λ; Var(X) = λ

E(Y |X) =
3X

4
; E(Y ) =

3λ

4
; Var(Y ) =

3λ

4

2



E(XY ) = E(E(XY |X)) = E(XE(Y |X)) = E(3X2/4) =
3

4
(λ2 + λ)

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 3λ/4 = pλ

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

Var(X)Var(Y )
=

√
3

2
=
√
p

Esercizio 4.

a) Sia π tale matrice. Dai dati forniti si trova 0 1/2 1/2
2/3 0 1/3
2/3 1/3 0


b)

P(X2 = A) = pABpBA + pACpC A =
2

3

P(X2 = B) = P(X2 = C) = pACpC B =
1

2

1

3
=

1

6

c)

P(X3 = C) = P(X2 = A)pAC + P(X2 = B)pBC =
7

18

d) Si deve risolvere il problema lineare

(x, y, z)

 0 1/2 1/2
2/3 0 1/3
2/4 1/3 0

 = (x, y, z)

Si vede subito dal fatto che il vettore è una distribuzione di probabilità
e dalla simmetria del problema rispetto allo scambio tra gli stati B e C
che la soluzione deve essere del tipo (x, y, z) = (1− 2α, α, α). Si trova
la soluzione (4/10, 3/10, 3/10).
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