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Esercizio 1.

a) Si vede subito che Y può assumere solo i valori 0,1,4.

P(X = 0|Y = 0) =

{
1 se h = 0
0 altrimenti;

P(X = h|Y = 1) =

{
1/2 se h = ±1
0 altrimenti;

P(X = h|Y = 4) =

{
1/2 se h = ±2
0 altrimenti.

b)

E(X|Y ) =
∑

h

hP(X = h|Y = k) = 0 ∀k

pertanto E(X|Y ) = 0

c) Si ricordi che Y = X2, e si osservi che E(X) = 0. Pertanto

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = E(X3)− 0 = 0− 0 = 0

poiché anche X3 ha distribuzione dispari come X e la sua attesa è quindi nulla.

d) X e Y non sono indipendenti. Per esempio consideriamo:

P (X = 0, Y = 1) = 0 6= P (X = 0)P (Y = 1) =
2

25
.

Esercizio 2.

a)

P(zero risposte esatte a una data domanda) =
1

2
· 1

2
=

1

4

poiché con probabilità 1
2

il primo a ricevere la domanda fornisce una risposta errata e
cosi’ la domanda passa all’altro concorrente, che sbaglia con probabilità 1

2
.

b) Si tratta di una distribuzione binomiale di parametri 4 e 1
2
.

P(XC = h) =

(
4

h

)(
1

4

)h(
3

4

)4−h

h = 0, 1, 2, 3, 4
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c) Dalla formula al punto precedente abbiamo

P(XC = 2) =

(
4

2

)(
1

4

)2(
3

4

)2

=
27

128

Y100 è binomiale si parametri 100 e p = 27
128

. Quindi

E
(

Y100

100

)
= p; Var

(
Y100

100

)
=

p(1− p)

100

d) Risulta E(Y100) = 675/32.

P(|Y100 −
675

32
| > 12) = P(|Y100

100
− 675

32 · 100
| > 0.12)

e usando la disuguaglianza di Chebyshev

P(|Y100 −
675

32
| > 12) = P(|Y100

100
− 675

32 · 100
| > 0.12) ≤ 1

100

p(1− p)

(0.12)2
' 0.1156

e) Indichiamo un dato esito del gioco con una stringa di quattro simboli che possono avere
i valori A, B, 0. col rispettivo significato “risponde correttamente il giocatore A”,
“risponde correttamente il giocatore B”, “nessuno risponde correttamente”. Ad esem-
pio B0AB vuol dire “indovina B, poi nessuno, poi A, poi B”.

L’evento {XA = 1, XB = 1} è unione disgiunta di eventi descritti da stringhe nellle
quali compare una volta il simbolo A, una volta il simbolo B, e due volte il simbolo
0. Ci sono dodici stringhe di questo tipo. Calcoleremo la probabilità delle sei in cui A
precede B. Dobbiamo tenere conto dei seguenti punti:

- il simbolo B segue A con probabilità 1
4

- il simbolo 0 ha sempre probabilità 1
4

- il simbolo A occorre al primo posto oppure dopo uno 0 con probabilità 3
8

(A ha proba-
bilità 1

4
di essere sorteggiato e dare la risposta corretta e 1

8
di rispondere correttamente

dopo che B è stato sorteggiato e ha sbagliato).

- lo stesso per B

Abbiamo quindi

P(AB00) =
3

8
· 1

4
· 1

4
· 1

4

P(A00B) =
3

8
· 1

4
· 1

4
· 3

8

P(A0B0) =
3

8
· 1

4
· 3

8
· 1

4

P(0AB0) =
1

4
· 3

8
· 1

4
· 1

4

P(0A0B) =
1

4
· 3

8
· 1

4
· 3

8

P(00AB) =
1

4
· 1

4
· 3

8
· 1

4

La somma di queste quantità è 45
1024

e pertanto P(XA = 1, XB = 1) = 45
512
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Esercizio 3.

a) Ordinando le righe e le colonne secondo l’ordine della terna A, B, C, si ottiene

P =

 3
4

1
20

1
5

3
20

13
20

1
5

1
20

1
10

17
20


b)

P (X1 = A|X2 = A) = P (X2 = A|X1 = A)
P (X1 = A)

P (X2 = A)

P (X1 = A) =
3

4
; P (X2 = A|X1 = A) =

3

4

P (X2 = A) = p2
AA + pABpBA + pACpCA =

29

50

P (X1 = A|X2 = A) =
3

4
·

3
4
29
50

=
225

232

c) Si tratta di trovare l’autovettore-riga da sinistra per la matrice di cui sopra:

(x y z)

 75 5 20
15 65 20
5 10 85

 = (x y z)

con x + y + z = 1. La soluzione di questo sistema lineare è

x =
13

56
, y =

11

56
, z =

32

56
,

queste grandezze forniscono anche le relative quote di mercato asintotiche.

Esercizio 4.
Sia P la probabilita’ definita sullo spazio Ω. Allora

E(Y )− E(X) = E(Y −X) =
∑
ω∈Ω

(Y (ω)−X(ω))P(ω) ≥ 0

QED
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