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Introduzione: "Le 4 teorie fisiche fondamentali”
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Introduzione: "Le 4 teorie fisiche fondamentali”

I """""" quantiz. I
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@ Meccanica Classica: particelle puntiformi (numero finito di gradi di
liberta); osservabili sono funzioni (commutano) nello spazio delle
fasi; 'evoluzione dinamica e: f(x,p) = {H, f}.
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Introduzione: "Le 4 teorie fisiche fondamentali”
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@ Meccanica Classica: particelle puntiformi (numero finito di gradi di
liberta); osservabili sono funzioni (commutano) nello spazio delle
fasi; I'evoluzione dinamica &: f(x, p) = {H, f}.

@ Meccanica Quantistica: particelle puntiformi; osservabili sono
operatori nello spazio delle fasi; la dinamica &: O = h[H O].
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Introduzione: "Le 4 teorie fisiche fondamentali”
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@ Meccanica Classica: particelle puntiformi (numero finito di gradi di
liberta); osservabili sono funzioni (commutano) nello spazio delle
fasi; I'evoluzione dinamica &: f(x, p) = {H, f}.

@ Meccanica Quantistica: particelle puntiformi; osservabili sono
operatori nello spazio delle fasi; la dinamica &: O = h[H O].

@ Teoria di campo classica: particelle ondulatorie (hnumero infinito di
gradi di liberta); osservabili sono funzionali, o campi classici.
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Introduzione: "Le 4 teorie fisiche fondamentali”

lim.cl.

@ Meccanica Classica: particelle puntiformi (numero finito di gradi di
liberta); osservabili sono funzioni (commutano) nello spazio delle
fasi; I'evoluzione dinamica &: f(x, p) = {H, f}.

@ Meccanica Quantistica: particelle puntiformi; osservabili sono
operatori nello spazio delle fasi; la dinamica &: O = h[H O].

@ Teoria di campo classica: particelle ondulatorie (hnumero infinito di
gradi di liberta); osservabili sono funzionali, o campi classici.

@ Teoria dei campi quant.: particelle ondulatorie; osservabili distrib.
a valori operatori nello spazio degli stati, 0 campi quantistici.
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Introduzione: "Le 4 teorie fisiche fondamentali”
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Algebre di Poisson & algebre associative ]

A A A

algebra di Lie ~~~~ algebra di Poisson ~— algebra associativa
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Definizione

Un’ algebra di Lie (unitaria) € i seguenti dati:

@ uno spazio vettoriale A,

o

o

@ unbracket{, } : Ax A — A
Assiomi:

iy {ab} = —{b,a}
{37{b7 C}}_{b7{av C}}:{{av b},C}
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Definizione
Un’ algebra di Poisson  (unitaria) & i seguenti dati:

@ uno spazio vettoriale A,

o
(*}
@ unbracket{, } : Ax A — A
Assiomi:
iy {a,b} = —{b,a} (anti simm.)

{a,{b,c}}—{b,{a,c}}={{a b}, c} (id. Jacobi)
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Definizione

Un’ algebra di Poisson  (unitaria) & i seguenti dati:

@ uno spazio vettoriale A,
@ unelemento 1 € A,
@ unprodotto - : A x A — A,
@ unbracket{, } : Ax A — A
Assiomi:
i al1=1.a=a
i) (ab)ce—a(bc) = 0
ab—ba =0
iy {a,b} = —{b,a}
{37{b7 C}}_{b7{av C}}:{{av b},C}

A. De Sole (Univ. di Roma 1) Algebre di vertice e applicazioni

ita)
(associativita)
(commut.)
(anti simm.)
(id. Jacobi)

Roma 18/9/2009

5/20



Definizione
Un’ algebra di Poisson  (unitaria) & i seguenti dati:

@ uno spazio vettoriale A,

@ unelemento 1 € A,

@ unprodotto - : A x A — A,

@ unbracket{, } : Ax A — A

Assiomi:
i al1=1.a=a (unita)
i) (ab)c—a(bc) =0 (associativita)
ab—ba=20 (commut.)
iy {a,b} = —{b,a} (anti simm.)
{a,{b,c}}—{b,{a,c}}={{a b}, c} (id. Jacobi)
iv) {a,bc} = {a,b}c+ b{a,c} (regola di Leibniz)
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Definizione
Un’ algebra di  associativa (unitaria) € i seguenti dati:
@ uno spazio vettoriale A,
@ unelemento 1 € A,
@ unprodotto - : A x A — A,
@ unbracket{, } : Ax A — A

Assiomi:

i)
ii)

i)

iv)

a-1=1.a=a (unita)
(ab)c — a(bc) = 0 (associativita)
ab—ba = {a b} (g-commut.)
{a,b} = —{b,a} (anti simm.)
{a,{b,c}}—{b,{a,c}}={{a b}, c} (id. Jacobi)
{a,bc} = {a,b}c+ b{a,c} (regola di Leibniz)
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Algebre di vertice di Poisson & algebre di vertice ]

A A A

algebra di Lie ~~~~ algebra di Poisson ~— algebra associativa
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Algebre di vertice di Poisson & algebre di vertice J

algebra di Lie

conforme
A analogo A A

conforme

algebra di Lie ~~~~ algebra di Poisson ~— algebra associativa
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Algebre di vertice di Poisson & algebre di vertice J

algebra di Lie algebra di vertice
NS> . .
conforme di Poisson
A analogo A A
conforme : :

algebra di Lie ~~~~ algebra di Poisson ~— algebra associativa
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Algebre di vertice di Poisson & algebre di vertice J

algebra di Lie algebra di vertice algebra di vertice
NS> . . N>
conforme di Poisson
A analogo A A
conforme : :

algebra di Lie ~~~~ algebra di Poisson ~— algebra associativa
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Definizione Un’algebra di Lie R € uno spazio vettoriale con
un bracket di Lie

ab—{ab} € R

soddisfacente i seguenti assiomi:
o

@ anti-simmetria
{b at =—{a b}

@ identita di Jacobi

{a{bcit—{blac}} = {{ab} c}
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Definizione Un’algebra di Lie differenziale R & uno spazio vettoriale

con un endomorfismo o € End R e un bracket di Lie
ab—{ab} € R

soddisfacente i seguenti assiomi:
@ regola di Leibniz

d{ab} = {0ab}+{a ob}

@ anti-simmetria
{b a} =—{a b}

@ identita di Jacobi

{a{bct}—{b{ac}} = {{ab} c}
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Definizione Un’algebra di Lie differenziale R € uno spazio vettoriale

con un endomorfismo @ € End R e un bracket di Lie
ab—{ab} € R

soddisfacente i seguenti assiomi:
@ regola di Leibniz

d{a b} = {0a b}+{a ob}

@ anti-simmetria
{b a} =—{a b}

@ identita di Jacobi

{a{bct}—{b{ac}} = {{ab} c}
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Definizione Un’algebra di Lie conforme R € uno spazio vettoriale con
un endomorfismo 0 € End R e un \—bracket

a® b~ {ab} € R\

soddisfacente i seguenti assiomi:
@ sesquilinearita

d{ab} = {oa.b}+{a.0b}
{f)a/\b} = - )\{a/\b}

@ anti-simmetria
{bra} = —{a ., sb}
@ identita di Jacobi

{arib,ct} —{b{ac}} = {{abh..c}
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Definizione Un’algebra di Lie conforme R € uno spazio vettoriale con
un endomorfismo 0 € End R e un A-bracket

a® b~ {ayb} € R[]

soddisfacente i seguenti assiomi:
@ sesquilinearita

d{ayb} = {0a\b}+ {a\0b}
{8axb} = - )\{axb}

@ anti-simmetria
{bra} = —{a -\-ob}

@ identita di Jacobi

{ax{b.c}} — {bu.{arc}} = {{axb}riuC}
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Definizione Un’algebra di Lie conforme
R € uno spazio vettoriale con un
endomorfismo 9 € End R e un \-bracket

a® b— {a\b} € R[]

soddisfacente i seguenti assiomi:
@ sesquilinearita

8{a,\b} = {aa)\b} + {a,\ab}
{83)\[3} = — )\{a)\b}
@ anti-simmetria {anb} = Z a(n
{bra} = —{a _\-ob} (a_s_ob)
@ identita di Jacobi EN: 1)n O+ 0)(amb)
{ar{buc}} — (bufancl) = {{ab}as, 10 ,
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Algebra di Lie conforme

Un C[d]-modulo R con un
A-bracket R ® R — R[] che
soddisfa

@ sesquilinearita
0{a\b} = {9a\b} + {a 0b}
{0axb} = —X{a\b}
@ anti-simmetria
{bxa} = —{a_x—sb}
@ identita di Jacobi
{ax{buc}} — {b.{arc}}

= {{axb}ryucC}

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Definizione Un’algebra di

Poisson V € uno spazio vettoriale con due
strutture algebriche:

@ un prodotto commutativo associativo
,f,g—f-geV,
@ un bracket di algebra di Lie
f,g—{f gteV
@ soddisfano la regola di Leibniz (da
sinistra):

{f gh} ={f gth+g{f h}.
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Algebra di Lie conforme

Un C[Bk]-mlgdUbRR CORn un A Definizione Un’algebra di vertice di
2;33;3 ) 1= (R e Poisson V & uno spazio vettoriale con due
strutture algebriche:

@ sesquilinearita
@ un prodotto commutativo associativo

d{axb} = {da\b} + {a,ob} . :
(9axb) = —A{axb) differenziale, f,g— f-g €V,

@ un bracket di algebra di Lie conforme

@ anti-simmetria f,g— {f g} € V]\;
{bra} = —{a_r-ob} @ soddisfano la regola di Leibniz (da
@ identita di Jacobi sinistra):
@ue)) ~ (utanc) [f\gh} = {f.g}h+ g{f.h}.
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Algebra di Lie conforme

Un Clak]-mlgdWORH CORn un A Definizione Un’algebra di vertice di
::c)jg:fft ) 1= (R e Poisson V & uno spazio vettoriale con due
strutture algebriche:

@ sesquilinearita
@ un prodotto commutativo associativo

d{axb} = {da\b} + {a,ob} . .
(9axb) = —A{axb) differenziale, f,g— f-g €V,

@ un bracket di algebra di Lie conforme

@ anti-simmetria f,g — {ng} e V[)\];
{bra} = —{a_r—ob} @ soddisfano la regola di Leibniz (da
@ identita di Jacobi sinistra):
g™ (fagh} = {1xg}h -+ g{fah)
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Algebra di Lie conforme

Un C[d]-modulo R con un Definizione Un’algebra di vertice di
PHBBEEL i@ (7 = A € Poisson V & uno spazio vettoriale con due
soddisfa .

strutture algebriche:

@ sesquilinearita _ o
@ un prodotto commutativo associativo
AR = (PNl = (el differenziale, f,g+— f-g €V,

{0axb} = —X{a\b}
@ un bracket di algebra di Lie conforme

@ anti-simmetria f,g— {f g} € V[\;
{bra} = —{a_x—ob} @ soddisfano la regola di Leibniz (da
@ identita di Jacobi sinistra):
{ax{buc}} — {bu{arc}} —
T AP AY {fagh} = {f\g}h + gifih}.

Nota: Segue la regola di Leibniz da destra:
{foxh} = {hrogt—h+ {h\rog}-f.
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Algebra di Lie conforme

Un C[d]-modulo R con un Definizione Un’algebra di vertice di
PHBBEEL i@ (7 = A € Poisson V & uno spazio vettoriale con due
soddisfa .

strutture algebriche:

@ sesquilinearita _ o
@ un prodotto commutativo associativo
AR = (PNl = (el differenziale, f,g+— f-g €V,

{0axb} = —X{a\b}
@ un bracket di algebra di Lie conforme

@ anti-simmetria f,g— {f g} € V[\;
{bra} = —{a_x—ob} @ soddisfano la regola di Leibniz (da
@ identita di Jacobi sinistra):
{ax{buc}} — {bu{arc}} —
T AP AY {fagh} = {f\g}h + gifih}.

Nota: Segue la regola di Leibniz da destra:
{faxh} = {Hir09} -+ {hriog}-f.
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Algebra di Lie conforme

Un C[d]-modulo R con un Definizione Un’algebra di vertice di
:(;Zg‘s’:f:t FlaEeilicns Poisson V & uno spazio vettoriale con due

strutture algebriche:

@ un prodotto commutativo associativo
differenziale, f,g+— f-g €V,

@ un bracket di algebra di Lie conforme

@ sesquilinearita

d{axb} = {9a\b} + {a\ob}
{0ayb} = —A{a\b}

@ anti-simmetria f,g— {frg} € V|
{bra} = —{a_x-ob} @ soddisfano la regola di Leibniz (da
@ identita di Jacobi sinistra):
) e {frgh} = {fAg}h+ g{fh}.

Nota: Segue la regola di Leibniz da destra:
{frrag}—h {foxh} = {firogl -+ {hyag}t-1.
N

=" (@) +0)h
n=0 "

v
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Def. Un’algebra di vertice di Poisson € i seguenti dati:
V: spazio degli stati; |0)e V: vuoto; 9<€End(V): trasl.infinit.;
a-beV,prod. ; [a\b] € V[)], A\-bracket.

Assiomi:

al0) = |0)a =a (vuoto)
d(@b) = (0a)b+a(ob) (Leibniz)
(ab)e — a(bc) =0 (assoc.)
ab—ba=0 (commut.)
Olaxb] = [0axb] + [ar0b] (sesqulin.)
[83,\b] = —)\[a)\b]

[anb] = —[b_x-54] (anti-sim.)
[ax[b,.cll-[bu[axc]=[[arb]x+.c]  (id.Jacobi)
[axnbd = [axb]c+blaxc] (form.Wick)
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Def. Un’algebra di vertice ¢ i seguenti dati:

V: spazio degli stati; |0)e V: vuoto; 9<€End(V): traslinfinit.;
:ab:€ V,prod. norm. ordinato ; [axb] € V[A], A-bracket.

Assiomi:
:al0):= :|0)a:=a (vuoto)
d(:ab:) = :(0a)b: + :a(ob): (Leibniz)
:(:ab:)c:—:a(:bc:): (g-assoc.)
= (fo() d/\a> [bxc]: +(a < b)
cab:—:ba:= ffo(.) d\[ayb] (9-commut.)
Olaxb] = [0axb] + [ax0b] (sesqulin.)
[(98)\b] = —/\[a)\b]
[axb] = —[b_A—54] (anti-sim.)

[abucll-Ibuarcll={[arblrs,c]  (id.Jacobi)
[ayr : bc:] = :[a\b]c: + :blaxc]: (form.Wick)
+ Jo dullarblcl
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Roma 18/9/2009
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Def. Un’algebra di vertice ¢ i seguenti dati:

V: spazio degli stati; |0)e V: vuoto; 9<€End(V): traslinfinit.;
:ab:€ V,prod. norm. ordinato ; [axb] € V[A], A-bracket.

Assiomi:

:al0):= :|0)a:=a (vuoto)
d(:ab:) = :(0a)b: + :a(ob): (Leibniz)
:(:ab:)c:—:a(:bc:): (g-assoc.)
=:(Jy dra)[back: +(a < b)

cab:—:ba:= ff)a d\axb] (g-commut.)
Olaxb] = [0axb] + [ax0b] (sesqulin.)
[(98)\b] = —/\[a)\b]

[axb] = —[b_A—54] (anti-sim.)

[abucll-Ibuarcll={[arblrs,c]  (id.Jacobi)
[ayr : bc:] = :[a\b]c: + :blaxc]: (form.Wick)
+ J; dullasbl,cl
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Def. Un’algebra di vertice ¢ i seguenti dati:

V: spazio degli stati; |0)e V: vuoto; 9<€End(V): traslinfinit.;
:ab:€ V,prod. norm. ordinato ; [axb] € V[A], A-bracket.

Assiomi:
:al0):= :|0)a:=a (vuoto)
d(:ab:) = :(0a)b: + :a(ob): (Leibniz)
:(:ab:)c:—:a(:bc:): (g-assoc.)
= ;<j'0a d/\a> [bic]: +(a < b)
cab:—:ba:= ffa d\axb] (g-commut.)
Olaxb] = [0axb] + [ax0b] (sesqulin.)
[8aAb] = —/\[a)\b]
[axb] = —[b_r_5d] (anti-sim.)

[abucll-[buarcli={[arblas,c]  (id.Jacobi)
[ayr : bc:] = :[a\b]c: + :blaxc]: (form.Wick)
+ J; dullasbl,cl
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Def. Un’algebra di vertice ¢ i seguenti dati:
V: spazio degli stati;
»ab:€ V, prod. norm. ordinato ;

Assiomi:

:al0):= :|0)a:=a
0(:ab:) = :(0a)b: + :a(ob):
:(:ab:)c:—:a(:bc:):
=:(Jy da)[back: +(a < b)
cab: —:ba:= [°, dA[a\b]
dlaxb] = [0axb] + [a\0b]

[(98)\b] = —/\[a)\b]
[axb] = —[b--»a]

[ax[by.cll-[by[axc][=([arb]x+,.c]
[ay : bc:] = :[anb]c: + :b[axc]:

+ Jo dl[axb,.c]

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

|0) € V: vuoto;

0 €End(V): trasl.infinit.;
[arb] € V[A], A-bracket.

(/(;0 dAa)[brc]

N antlg

= ————bp)C
(1) ™

(g-commut.)

0
/ dX[ayb]
J—8
N (—8)™"(an)b)
o (n+1)!

(form.Wick)

[b_x—54d]
N

1 n
= ;(—A — 0) (b(nya)
n=o ™
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Outline

© Esempi di PVA
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Algebra di Lie conforme
Un C[9]-modulo R con un A-bracket
R ® R — R[] che soddisfa
@ sesquilinearita
d{ayb} = {dayb} + {a)0ob}
{0ayb} = —x{ayb}
@ anti-simmetria
{bra} = —{a_x_sb}
@ id. Jacobi
{ax{buc}} — {bu{axc}}
{{axb

At C}

Algebra di vertice di Poisson

@ un’algebra comm. assoc.
differenziale, derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
con deriv. @ e A-bracket
{Hha};

@ regola di Leibniz:

{fxgh} = {fxg}th+ g{f\h} .

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Algebre di vertice e applicazioni

Clu™|i=1,

A, neZilCy

Roma 18/9/2009
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Algebra di Lie conforme
Un C[9]-modulo R con un A-bracket
R ® R — R[] che soddisfa
@ sesquilinearita
d{ayb} = {dayb} + {a)0ob}
{8ayb} = —A{a)b}
@ anti-simmetria
{bra} = —{a_\_ab}
@ id. Jacobi
{ax{buc}} — {bu{axc}}
{{axb

At C}

Algebra di vertice di Poisson

@ un’algebra comm. assoc.
differenziale, derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
con deriv. @ e A-bracket
{Hha};

@ regola di Leibniz:

{fxgh} = {fxg}th+ g{f\h} .

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Def: Un’algebra di funzioni differenziabili &
Clu™|i=1,....6, neZ]CV
con le derivate parziali
0
V=V,
au(”)
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Algebra di Lie conforme
Un C[9]-modulo R con un A-bracket
R ® R — R[] che soddisfa
@ sesquilinearita
d{ayb} = {dayb} + {a)0ob}
{8ayb} = —x{ayb}
@ anti-simmetria
{bra} = —{a_ _pb}
@ id. Jacobi
{ax{buc}} — {bu{axc}}

= {{axb}ripc}

Clu™|i=1,....6, neZ]CV

con le derivate parziali

0
8u(n) Y=V,

N

e la derivata totale

Algebra di vertice di Poisson

@ un’algebra comm. assoc.
differenziale, derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
con deriv. @ e A-bracket
{Hha};

@ regola di Leibniz:

{fxgh} = {fxg}th+ g{fxh} .

0
o=>S umh
%: " oau™
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Algebra di Lie conforme
Un C[9]-modulo R con un A-bracket
R ® R — R[] che soddisfa
@ sesquilinearita
d{ayb} = {dayb} + {a)0ob}
{8ayb} = —x{ayb}
@ anti-simmetria
{bra} = —{a_ _pb}
@ id. Jacobi
{ax{buc}} — {bu{axc}}

{{axb}r1pcC}

Def: Un’algebra di funzioni differenziabili &

Clu™|i=1,....6, neZ]CV
con le derivate parziali
3n) V-V,
ou;

N

e la derivata totale

Algebra di vertice di Poisson

@ un’algebra comm. assoc.
differenziale, derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
con deriv. @ e A-bracket
{Hha};

@ regola di Leibniz:

{fxgh} = {fxg}th+ g{fxh} .

0
o=y um T
i,n : 8UI§”)

Chiediamo: =0forn=>>0, regole

U

: . 9 ol — _0
di commutazione: {md} PYCuE
1
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Al e 6 A o Def: Un’algebra di funzioni differenziabili e

Un C[9]-modulo R con un A-bracket n, .
R® R — R[\] che soddisfa (C[u,()\/:1,...,£,n€Z+]CV
@ sesquilinearita ) o
a{axb) = {0axb} + {ayob} | CON le derivate parziali

{0axb} = —{ayb} 0
@ anti-simmetria au(n) V=V,
{bra} = —{a_x_pb} i
@ id. Jacobi .
{ak{buc}} _ (bufarc)} e la derivata totale
= {{axb}ripc} n+1)
d= Z 9 (n) :
U

Algebra di vertice di Poisson

@ un’algebra comm. assoc.
differenziale, derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
con deriv. 9 e A-bracket af
{\a}; Z U (,, ()‘+a) {uinsout— 8u

@ regola di Leibniz: Hemn '

{fxgh} = {fxg}h+ g{fxh}.

Formula Principale: {f,g} =
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Algebra di Lie conforme
Un C[9]-modulo R con un A-bracket
R ® R — R[] che soddisfa
@ sesquilinearita
d{ayb} = {dayb} + {a)ob}
{0ayb} = —X{a)b}
@ anti-simmetria
{bra} = —{a_x_ab}
@ id. Jacobi

{ax{buc}} — {bu{axc}}
= {{axb}ripc}h

Esempi

2]

Algebra di vertice di Poisson

@ un’algebra comm. assoc.
differenziale, con derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
deriv. 9 e A-bracket {f\g};

@ regola di Leibniz:
{fxgh} = {fxg}h+ g{fxh}.

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Algebre di vertice e applicazioni

@ PVAGFZ:V =C[u” |n e Z;] con

{uyu} = A

Roma 18/9/2009
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Algebra di Lie conforme
Un C[9]-modulo R con un A-bracket
R ® R — R[] che soddisfa
@ sesquilinearita
d{ayb} = {dayb} + {a)ob}
{0ayb} = —X{a)b}
@ anti-simmetria
{bra} = —{a_x_ab}
@ id. Jacobi

{ax{buc}} — {bu{axc}}
= {{axb}ripc}h

Algebra di vertice di Poisson

@ un’algebra comm. assoc.
differenziale, con derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
deriv. 9 e A-bracket {f\g};

@ regola di Leibniz:
{fxgh} = {fxg}h+ g{fxh}.

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Esempi

@ PVAGFZ:V =C[u” |n e Z;] con

{uyu} = A

© PVA Virasoro-Magri:
V =C[u |ne 7] con

{uyu} = U +2uX + cA®

c: carica centrale di Virasoro

o

Algebre di vertice e applicazioni

Roma 18/9/2009
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Esempi J

Algebra di Lie conforme

Un C[9]-modulo R con un A-bracket .
R® R — R[A] che soddisfa @ PVAGFZ:V =C[u" |n € Z;] con

@ sesquilinearita {uu} = A

d{ayb} = {dayb} + {a)ob}

BN = =N @ PVA Virasoro-Magri:
@ anti-simmetri n

&l S{bk;t:af{a,)\,ab} V =C[ul" |neZ,] con
o J?:f{bt;uc}} — {bu{arc}} {iau} = U +2ur +cX°
= {{axb}ripc}h )
c: carica centrale di Virasoro
Algebra di vertice di Poisson Note: every linear combin. is a PVA!

@ un’algebra comm. assoc. e

differenziale, con derivata 0 e
prodotto f - g,

@ un’algebra di Lie conforme,
deriv. 9 e A-bracket {f\g};

@ regola di Leibniz:
{fxgh} = {fxg}h+ g{fxh}.
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Esempi J

Algebra di Lie conforme

Un C[9]-modulo R con un A-bracket .
R® R — R[A] che soddisfa @ PVAGFZ:V =C[u" |n € Z;] con
@ sesquilinearita {uyu} = A
d{ayb} = {dayb} + {a)ob}
EERBL = =) © PVA Virasoro-Magri:
@ anti-simmetria V= C[U(n) | ne Z+] con
{bra} = —{a_\_ob}
@ id. Jacobi o 3
{ax {buc}} — {bu{arc}} {uu} = U+ 20X + cA
= {{axb}rtpuc} )
c: carica centrale di Virasoro
Algebra di vertice di Poisson Note: every linear combin. is a PVA!
@ un’algebra comm. assoc. PVA affini: Dati: al i Li
differenziale, con derivata e ° a_ o atl.'a ge'bra dilieg,p€g,
prodotto f - g, forma bilin. simm. invariante (|), k € C
@ un’algebra di Lie conforme, V(g,p,(|)) = C[C[d]g] con (a,b € g)
deriv. 9 e A-bracket {f\g};
@ regola di Leibniz: abl =[a, bl + a.bl) + k(alb))\.
{fagh} = {fagth+g{inh} . | {ab} = [a.b] + (plla. b]) + k(alb)

A. De Sole (Univ. di Roma 1) Algebre di vertice e applicazioni Roma 18/9/2009 12/20



Outline

e PVA e equazioni Hamiltoniane
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Che legame c’e’ tra le PV.A. e le equazioni Hamiltoniane? |
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Che legame c’e’ tra le PV.A. e le equazioni Hamiltoniane?

Basic Lemma: Sia V una P.V.A. Allora:
@ )V /9V e un’algebra di Lie con Lie-bracket

{[f,[9} = [{Hha}|,_, € V/OV
(Notazione: [f=f+0V e V/oV.
@ V éunV/dV-modulo, con azione

{[f.9} ={Hha}|,_, €V
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Basic Lemma: Sia V una P.V.A. Allora:
@ V/0V e un’algebra di Lie con Lie-bracket
{[f,[9} = [{hg}|,_, € V/OV
(Notazione: [f=f+0V e V/oV.
@ V éun V/9V-modulo, con azione

{[f.9} ={hg}, o€V

Definizioni: sia V una PVA su un algebra di funzioni differenziabili.

@ Spazio delle funzioni: V (spazio delle fasi).
Spazio dei funzionali locali: V/0)V (osservabili fisiche).
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Basic Lemma: Sia V una P.V.A. Allora:
@ V/0V e un’algebra di Lie con Lie-bracket
{[f,[9} = [{hg}|,_, € V/OV
(Notazione: [f=f+0V e V/oV.
@ V éun V/9V-modulo, con azione

{[f.9} ={hg}, o€V

Definizioni: sia V una PVA su un algebra di funzioni differenziabili.

@ Spazio delle funzioni: V (spazio delle fasi).
Spazio dei funzionali locali: V/0)V (osservabili fisiche).

e Sistema di equazioni di evoluzione: % = P | i=1,...,¢.
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Basic Lemma: Sia V una P.V.A. Allora:
@ V/0V e un’algebra di Lie con Lie-bracket
{Jt, [} = [{fg}|,_, € V/OV
(Notazione: [f=f+0V e V/oV.
@ V éun V/9V-modulo, con azione
{[f.g} = {fig}],_, €V
Definizioni: sia V una PVA su un algebra di funzioni differenziabili.
@ Spazio delle funzioni: V (spazio delle fasi).
Spazio dei funzionali locali: V/0)V (osservabili fisiche).
e Sistema di equazioni di evoluzione: % = P | i=1,...,¢.
Quindi: & = Xp(f); Xp = >, ,(0"P;)—,;: campo vett.evolutivo

i)uf”) )
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Basic Lemma: Sia V una P.V.A. Allora:
@ V/JV e un’algebra di Lie con Lie-bracket
{Jf. [} = [{hg}|,_, € V/OV
(Notazione: [f=f+0V e V/oV.
@ V éun V/9V-modulo, con azione
{[f.g} = {fig}],_, €V
Definizioni: sia V una PVA su un algebra di funzioni differenziabili.
@ Spazio delle funzioni: V (spazio delle fasi).
Spazio dei funzionali locali: V/0V (osservabili fisiche).
@ Sistema d| equazioni di evoluzione: “' =P i=1,....¢.
Quindi: ¢ dt = Xp(f); Xp = Z,*H(O”P,)()U

. campo vett.evolutivo

@ Equazione Hamiltoniana (con funzionale Hamilt. [ h):
du oh
— {/hu,}_ZH,,() 7

dove: Hj(0) = {u; uiy . el operatore Hamiltoniano;
sh n_oh 3 ; i
= = o(—0) G e la derivata variazionale.

J
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Definizioni: sia V una PVA su un algebra di funzioni differenziabili.
@ Spazio delle funzioni: V (spazio delle fasi).
Spazio dei funzionali locali: V/0V (osservabili fisiche).
@ Sistema d| equazioni di evoluzione: d“/ =P ,i=1,...,¢.

Quindi: ¢ t = Xp(f); Xp = Z,n(()”P) : campo vett. evolutlvo

@ Equazione Hamiltoniana (con fun2|onale Hamilt. fh :
du;
7’ ={[hu} = Z Hi( ()

dove H;j(0) = {uj,ui}— el operatore Hamiltoniano;
n_oh
Ouj = > no(—0) o, € laderivata variazionale.
J
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Definizioni: sia V una PVA su un algebra di funzioni differenziabili.
@ Spazio delle funzioni: V (spazio delle fasi).
Spazio dei funzionali locali: V/0V (osservabili fisiche).
@ Sistema d| equazioni di evoluzione: d“/ =P ,i=1,...,¢.

Qumd|. = Xp(f); Xp = >, n(()”P) : campo vett. evolutlvo

° Equazione Hamiltoniana (con fun2|onale Hamilt. fh :
du;
7’ ={[hu} = Z Hi( ()

dove H;j(0) = {uj,ui}— el operatore Hamiltoniano;
=32 (-9)" )‘){’n) & la derivata variazionale.
ou
J

ou,
@ Integrali del moto (per un’equaz.Hamilt.): [fs.t.

d :
Slf=Un.fn=o.
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Definizioni: sia V una PVA su un algebra di funzioni differenziabili.

@ Spazio delle funzioni: V (spazio delle fasi).
Spazio dei funzionali locali: V/0V (osservabili fisiche).
@ Sistema d| equa2|on| di evoluzione: d“/ =P ,i=1,...,¢.

Quindi: § = Xp(f); Xp = > n(()”P) : campo vett. evolutlvo

° Equa2|one Hamiltoniana (con fun2|onale Hamilt. fh :
du;
7’ = {[hu} = Z Hi( ()

dove H;j(0) = {uj,ui}— el operatore Hamiltoniano;
=30 ,(—9)" )‘){’n) & la derivata variazionale.
ou

ou,
@ Integrali del moto (per un’equaz.Hamilt.): [f s.t.

d :
Slf=Un.fn=o.

Integrabilita: 3 co successione, lin. indip. [hg = [h, [hy [hy... t.c.

{[hm, [hp} =0, Vm,n.
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Esempio: Equazione KdV suV = Clu, U/, U", .. .]:

adu
— =3ul +cu”.
ot *
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Esempio: Equazione KdV suV = Clu, U/, U", .. .]:

du
— =3uu +cu"”.

at
Si puo scrivere in forma Hamiltoniana in due modi diversi:
o
(2]
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Esempio: Equazione KdV suV = Clu, U/, U", .. .]:

adu
— =3ul +cu”.
ot *

Si puo scrivere in forma Hamiltoniana in due modi diversi:

@ PVA: {u,u} = ) (questa e la PVA GFZ2),
funzionale Hamiltoniano: [hy = Su° + Suu”.
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Esempio: Equazione KdV suV = Clu, U/, U", .. .]:

u
=3ul +cu".

dt

Si puo scrivere in forma Hamiltoniana in due modi diversi:

@ PVA: {u,u} = ) (questa € la PVA GF2),
funzionale Hamiltoniano: [hy = Su° + Suu”.
Infatti abbiamo: '

— —{ au}ﬁi = (gu2+cu ) =3uu + cu”
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Esempio: Equazione KdV suV = Clu, U/, U", .. .]:

u
=3ul +cu".

dt

Si puo scrivere in forma Hamiltoniana in due modi diversi:

@ PVA: {u,u} = ) (questa € la PVA GF2),
funzionale Hamiltoniano: [hy = Su° + Suu”.
Infatti abbiamo: '

— —{ au}ﬁi = (gu2+cu ) =3uu + cu”

©Q PVA: (uyu} = U/ +2u) + c)® (PVA Virasoro-Magri)
funzionale Hamiltoniano: [hy = Ju?.
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Esempio: Equazione KdV su V = Clu, v/, U"

R
u

=3ul +cu".
dt *

Si puo scrivere in forma Hamiltoniana in due modi diversi

@ PVA: {u,u} = A (questa e la PVA GFZ2)

funzionale Hamiltoniano: [hy = u° + Suu
Infatti abbiamo:

— —{ au}ﬁi = (gu2+cu ) =3uu + cu”

©Q PVA: (uyu} = U/ +2u) + c)® (PVA Virasoro-Magri)
funzionale Hamiltoniano: [hy = u?
Infatti abbiamo

du

5 = Luo }H = (U +2ud + cd’)u =3uu + cu”
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Esempio: Equazione KdV su V = Clu, v/, u”,...]:

dU / /1
g 3uu’ +cu”.
Si puo scrivere in forma Hamiltoniana in due modi diversi:
@ PVA: {u,u} = ) (questa e la PVA GFZ2),
funzionale Hamiltoniano: [hy = Su® + Suu”.
Infatti abbiamo:
au oho 3 5

&= {USU}HW = a(Eu +cu”) =3uu + cu™ .

©Q PVA: {uyu} = U +2u) + c)® (PVA Virasoro-Magri)
funzionale Hamiltoniano: [hy = Ju?.
Infatti abbiamo

% = {uau}ﬁ% = (U +2ud + cd®)u = 3u + cu" .

Nota: in fatto di avere due forme Hamiltoniane compatibili &€ un punto
cruciale per dimostrare I'integrabilita con lo schema di Lenard.
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)

© 0000
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

© 000
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

Definizione: V normale: ﬁ : VY — V e suriettiva in ogni grado.
u;

Ipotesi debole: ogni V' si pud eétendere ad un’algebra normale (aggiungendo degli “integrali”).

© 000
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

Definizione: V normale: : ¥V — V e suriettiva in ogni grado.

Implica che il complesso del caIcoIo variazionale & esatto. In particolare: la derivata di Frechet di
F, (DE(O)P); = Xjn 8”P & auto-aggiunta Dg(9) = Dy (9) se e solo se F = 2L
Ll

Ll

0O 000
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

© 000
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)

Ipotesi:
@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale
@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
o

o
o
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V é un’ algebra di funzioni differenziabili normale
@ Due strutture di PVA compatibili su V: {- -}y e {-x }k-

compatibili: le combinazioni lineari a{- » -}# + B{- » -}k definiscono una PVA su V. J

o
o

o
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)

Ipotesi:
@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale
@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
o

o
o
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)

Ipotesi:
@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale
@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

o
o
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V é un’ algebra di funzioni differenziabili normale
© Due strutture di PVA compatibili su V: {- -}y e {1 }k-
Q K() = ({ujau,-}K),.,j:L”_,ﬁ & non-degenere.

Def: K(9) non-degenere: M(9) = —M*(9) & K(0)M(9)K(9) = 0 = M(d) = 0.

Ipotesi debole (e facile da verificare); per rango 1 & sempre vera. J
o
o

A. De Sole (Univ. di Roma 1) Algebre di vertice e applicazioni Roma 18/9/2009 16/20



Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)

Ipotesi:
@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale
@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

o
o
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

© Siano fho,fh1 S V/@V t.c. {/ho ’}H = {//’H '}K-

o
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)

Ipotesi:

@ V é un’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {- -}y e {-r }k-
Q K(9) = ({ujau,-}K),.j ...c € non-degenere.

@ Siano [hy, [hy eV/c‘)Vtc {[ho, }=1{[h1, }k.

Nota: equazione di evoluzione che puo essere scritta in due forme Hamiltoniane:
du,

={[ho,uitn = {1, ui}x
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

© Siano fho,fh1 S V/@V t.c. {/ho ’}H = {//’H '}K-

o
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

© Siano fho,fh1 S V/@V t.c. {/ho ’}H = {//’H '}K-

@ Condizione di ortogonalita: <<C5”° + (C‘”“) C Im (K(9)).
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {- -}y e {-x }k-
Q K(9) = ({“fa“i}K)/,j=1,...,e & non-degenere.

@ Siano [hy, [hy e V/oVtce. {[ho. -fu={[h1. -}k

© Condizione di ortogonalita: <C5h° + C‘Sh‘) C Im (K(9)).

Notazione: |a relazione di ortogonalita &: £ L P < [F- P = 0. J
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

© Siano fho,fh1 S V/@V t.c. {/ho ’}H = {//’H '}K-

@ Condizione di ortogonalita: <<C5”° + (C‘”“) C Im (K(9)).
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

© Siano fho,fh1 S V/@V t.c. {/ho ’}H = {//’H '}K-

@ Condizione di ortogonalita: <<C5”° + (C‘”“) C Im (K(9)).

Allora: 3 una successione infinita di funzionali locali
Jho, [hy, [ho, --- € V/OV, tali che

{.,/.hn- tH= {fhn+1~ Yk, Yn>0.
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Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {-x-}y e {1 }k-
Q K(9) = ({ufaui}K)i,j:1,...,£ & non-degenere.

© Siano fho,fh1 S V/@V t.c. {/ho ’}H = {//’H '}K-

@ Condizione di ortogonalita: <<C5”° + (C‘”") C Im (K(9)).

Allora: 3 una successione infinita di funzionali locali
Jho, [hy, [ho, --- € V/OV, tali che

{Jhn, 3 ={[Pn1, }k , ¥n=0.
In particolare, { [hm. [Nty = {[hm. [hatk =0, Vm.n > 0.

A. De Sole (Univ. di Roma 1) Algebre di vertice e applicazioni Roma 18/9/2009

16/20



Teorema: (Schema di integrabilita di Lenard)
Ipotesi:

@ V éun’ algebra di funzioni differenziabili normale

@ Due strutture di PVA compatibili su V: {- -}y e {-r }k-
Q K = ({U/a“/}K)i,j:1,...,e & non-degenere.

© Siano fho,fh1 € V/@V i.c. {/ho '}H = {/h1 '}K-

© Condizione di ortogonalita: (C‘;h" + (C‘Sh‘) C Im (K(9)).

Allora: 3 una successione infinita di funzionali locali
fho, fh1, fhg, SRR V/(?V, tali che

{bn, v =A{Pnt1, }k, ¥n=0.
In particolare, { [hm. [haty = {[hm. [ha}k =0, Vm.n > 0.

Concl.: la gerarchia di equazioni Hamiltoniane dt’ ={[hn, ui}n € mtegrablIeJ
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Lenard scheme
Ipotesi:
@ V & normale.
@ {-x-}ne{ -}k sono
strutture di PVA compatibili.
e K(a) = ({ujaui}K),"/':L””g é
non-degenere.
© S/, [h € V/V sono t.c.
{fh()v '}H == {fh17 '}K'
© Condizione di ortogonalita:
(€% + o)t c1m K(9).
Allora:

3 [ho, [hy, [ho, --- € V/OV, tali
che

{[hn, Iv ={[bns1, 3k, Yn>0.

Quindi: gerarchia integrabile

% = {[hn, ui}n-

Esempi.

v

A. De Sole (Univ. di Roma 1)
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Lenard scheme
Ipotesi:
@ V énormale.
@ {5 }re{x}ksono
strutture di PVA compatibili.
e K(0) = ({ujaui}K)/’j=1
non-degenere.
Q [ho, [ €V/dV sonotc.
{Jho, Y ={[h1, -}k
@ Condizione di ortogonalita:
Sh hyyL
(€% + i)t cm K(9).
Allora:

3 [ho, [h1, [ho, - € V/OV, tali
che

{Shn, tn=A{Shns1, 3k, Yn=>0.

..... ¢ ©

Quindi: gerarchia integrabile

au, .
difnl 7{jhn-Ul}H.

v

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Esempi: equazione KdV

Equazione:
adu o / "
i =3uu +cu’=_0
K(9)

=u +2ud + cd®
~—_— ———

H(d)

Algebre di vertice e applicazioni

(u® + cuu’)
—_———
[r

N =

9
ou
6§ 1 5

-~

S

Roma 18/9/2009

Spazio delle funzioni: V = C[u, U, u", .. .].
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Lenard scheme
Ipotesi:
@ V énormale.
@ {5 }re{x}ksono
strutture di PVA compatibili.
e K(0) = {ulau'}K)// 1,0y é
non-degenere.
Q [ho, [ €V/dV sonotc.
{Jho; Y ={[h1, }k-
@ Condizione di ortogonalita:
Sh ShyyL
(C52 +C5E) ™ CIm K(9).
Allora:

3 [ho, [h1, [ho, - € V/OV, tali
che

{[hn, Iv ={Sbns1, -}k, ¥Yn>0.

Quindi: gerarchia integrabile

dUl = {Jhn, Ui}

Esempi: equazione KdV
Spazio delle funzioni: V = C[u, U, U", ..

Equazione:

du
at

Abbiamo inoltre
o 2
~~ du
K(8)

<W

—
=

v

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Algebre di vertice e applicazioni

— =3uu +cu"”

H(9)

0
~~
K(®

H(9)

)

=u +2ud + cd®
~—_— ———

(u® + cuu’)
—_———
[r

N =

9
ou

51,
67§u

f’ﬁ

Peu+200+c> u =u.
—_— U~~~

Roma 18/9/2009

1.
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Lenard scheme
Ipotesi:
@ V énormale.
@ {5 }re{x}ksono
strutture di PVA compatibili.
e K(0) = {ulau'}K)// 1,0y é
non-degenere.
Qo fho,fm € V/dV sono t.c.
{ho, I ={Sh, }«k-
@ Condizione di ortogonalita:
Sh Shyy L
(CaT? ‘HCTJ) C Im K(9).
Allora:

EIfl707 fh17fh27
che

€ V/ov, tali

{[hn, Iv ={Sbns1, -}k, ¥Yn>0.

Quindi: gerarchia integrabile

dUl = {Jhn, Ui}

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

Algebre di vertice e applicazioni

Esempi: equazione KdV
Spazio delle funzioni: V = C[u, U, u", .. .].
Equazione:

de / " 0 1 3 "
E—SUU +cu' =0 6u2(u +cuu”)
Jre
—u’+2u8—&—c@3i1u2
C~————u 2
H(9)
f’ﬁ

Abbiamo inoltre

o 1 ) J
0 L P =u+200+c® L u =u.
\/OU&’/ —_——— U~
K(9) H(d) h
I It

Condizione di ortogonalita:

< 1) ho o (,Sh1

m vm) C17- =0V =1Im (K((’))) .

Roma 18/9/2009 17/20



Lenard scheme Esempi: equazione KdV

Ipotesi: Spazio delle funzioni: V = C[u, U, u", .. .].
— Equazione:
@ V énormale.
@ {-»-}ne{ -}« sono WU g o = o S 1w 4 e
strutture di PVA compatibili. at + ~~ du 2( + )
R K(d) —_————
e K(9) = {ulau'}K)// 1,..0° fh2
non-degenere. , 251,
efho,fh1eV/8Vsonotc. :LZUM(TEU
{Sho, }n={[M1, }k- H(d)
@ Condizione di ortogonalita: fh‘
cho 4 ¢yt cm K(9). | Abbiamo inoltre
ou du
Allora: 61, ' oud 53 5 ,
ahfho, Shi, [ho, --- € V/oV, tali \d/@ U =U +2u0+ce suL =y
che K(9) ~~ H(d) fho
{hn, 3y ={[hnt1, Ik, ¥n>0. I
Quindi: gerarchia integrabile Condizione di ortogonalita:
dU/ ()ho Ohi\ L - -
= { [ hn, u C— 1 =0V =1 K(9)) .
{Shn, Uith - < U U ) - 9V =1Im (K(9))
J Conclusione: I'eq. KdV ¢ integrabile.
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Lenard scheme
Ipotesi:
@ Vv énormale.
@ {-x-}ne{ -}k sono
strutture di PVA compatibili.
e K(a) = ({ujauf}K),"/':L””g é
non-degenere.
© S/, [h € V/V sono t.c.
{Jho, Y ={[h1, }«k-
© Condizione di ortogonalité
(€% + o)t c1m K(9).
Allora:

3 fho, [h1, [ho, --- € V/OV, tali
che

{[hn, Iv ={[bns1, 3k, Yn>0.

Quindi: gerarchia integrabile

au;

- {[hn, Ui}y -

Esempi
In modo analogo si pud dimostrare
l'integrabilita dell’ equazione HD:

au

M 1/2ym

v

A. De Sole (Univ. di Roma 1)
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Lenard scheme
Ipotesi:
@ V & normale.
@ {-x-}ne{ -}k sono
strutture di PVA compatibili.
Q KO = ({upuitk);jr.. o &
non-degenere.
(% ] fho,fh1 € V/dV sono t.c.
{Jho, }n={SM, Ik
© Condizione di ortogonallta
(€% + o)t c1m K(9).
Allora:
3 fho, [h1, [ho, --- € V/OV, tali
che

{[hn, Iv ={[bns1, 3k, Yn>0.

Quindi: gerarchia integrabile

au; .
— = hn, .
dt, {/ n U/}H

Esempi
In modo analogo si pud dimostrare
l'integrabilita dell’ equazione HD:

@ — (1—1/2\m

e del sistema di equazioni CNW:

A. De Sole (Univ. di Roma 1)

W — oy + 3uu’ + W'
av _
T = 9(uv)
Algebre di vertice e applicazioni Roma 18/9/2009
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Lenard scheme
Ipotesi:
@ V & normale.
@ {»}ne{}ksono
strutture di PVA compatibili.
Q KO = ({upuitk);jr.. o &
non-degenere.
(% ] fho,fh1 € V/dV sono t.c.
{Jho, }n={SM, Ik
© Condizione di ortogonallta
(€% + o)t c1m K(9).
Allora:

3 fho, [h1, [ho, --- € V/OV, tali
che

{[hn, Iv ={[bns1, 3k, Yn>0.

Quindi: gerarchia integrabile

au; .
—_— = hn, .
dt, {/ n U/}H

Esempi
In modo analogo si pud dimostrare
l'integrabilita dell’ equazione HD:

@ — (1—1/2\m

e del sistema di equazioni CNW:

W — oy + 3uu’ + W'
av _
T = 9(uv)

Nota: si puo procedere in modo sistematico
per cercare nuove equazioni integrabili.

v

A. De Sole (Univ. di Roma 1)
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Esempio: sistema CNW di tipo HD
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Esempio: sistema CNW di tipo HD
Spazio delle funzioni: V = Clu, v', v/, v/, u”, v"]. Strutture di PVA compatibili:

{unulk = (O +2\N)u, {vavik =0, {trwvik = (0 + ANV, {vau}k = Av,

{usulp =2+, {(vwin=X, {trawiy={vau}y=0.
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Esempio: sistema CNW di tipo HD
Spazio delle funzioni: V = Clu, v', v/, v/, u”, v"]. Strutture di PVA compatibili:

{unulk = (O +2\N)u, {vavik =0, {trwvik = (0 + ANV, {vau}k = Av,

{UAU}H:)\+CA3, {VAV}H:/\. {UAV}H: {VAU}H:O‘

Operatori Hamiltoniani (per ¢ € C):

N[ 0+cd® 0 o [ U +2ud vd
H(d)*( 0 0)"“’”*( vV +vd 0 >
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Esempio: sistema CNW di tipo HD
Spazio delle funzioni: V = Clu, v', v/, v/, u”, v"]. Strutture di PVA compatibili:

{unulk = (O +2\N)u, {vavik =0, {trwvik = (0 + ANV, {vau}k = Av,

{usulp =2+, {(vwin=X, {trawiy={vau}y=0.

Operatori Hamiltoniani (per ¢ € C):

N[ 0+cd® 0 o [ U +2ud vd
H(())7< 0 0).K(())7( vV ive 0 )

Siano [ho = [v, [hy = [L.

Abbiamo: K(9) %% = H(9)%b = K(9)%1 = 0.
Inoltre abbiamo ((C‘?Zj’ Cm)* cm (K(9)).
Quindi abbiamo una nuova gerarchia integrabile:

adu O0hn_4 ohn
— = H(o = 0)—— >0.
o (9) 50 K(9) 50 n>0
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Esempio: sistema CNW di tipo HD
Spazio delle funzioni: V = Clu, v', v/, v/, u”, v"]. Strutture di PVA compatibili:

{inutk = (042 \)u, {vavik =0, {uxvik = (0 + A)v, {vaulk = Av,

{usulp =2+, {(vwin=X, {trawiy={vau}y=0.

Operatori Hamiltoniani (per ¢ € C):
N[ 0+cd® 0 o [ U +2ud vd
Hw)f( 0 a))'K(’))*( Vi+vd 0 )

Siano [ho = [v, [hy = [L.
Abbiamo: K(9) %% = H(9)%b = K(9)%1 = 0.
Inoltre abbiamo ((C‘”’O ®CY) c Im (K(9)).
Quindi abbiamo una nuova gerarchia integrabile:
au .\ 0hn . O0hp

au ko oo
g~ HO =5~ = K@O)F . n=0

La prima equazione della gerarchia e:

du
aty
che chiamiamo il sistema CNW di tipo HD.

av .
(0+Cf)3)(v) ; ?ﬁ:_d(ﬁ)
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The End
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