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dimensione < oo: Meccanica Classica (in forma Hamiltoniana)

Equazioni di Hamilton in meccanica classica, nelle variabili

@ q,...

°pi,...
@ Zi,..

, Qn: variabili di posizione,
, Pn: variabili momento,
., Zr: parametri (costanti del moto):

. ag; oh = oh

qi(_ﬁ)zaip,-’ P/——@a

h(q;, pi, z): €' la funzione Hamiltoniana.
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dimensione < oo: Meccanica Classica (in forma Hamiltoniana) J

Equazioni di Hamilton in meccanica classica, nelle variabili
@ qi,...,Qqn: variabili di posizione,
@ p1,...,pn: variabili momento,

., Zr: parametri (costanti del moto):

@ Zi,..
. dg, oh . on .
q’(i dt) - 8pl7 pli aql ) Z,*O.

h(q;, pi, z): €' la funzione Hamiltoniana.
In forma vettoriale, in M = R® 3 q = (q;, pj, 2): spazio delle fasi, le eq.

di Hamilton sono:

oh
g1 0 T O
g=J-Vh(q), Vh= , J= -1T 0 O
oh 0 0O
0qe

J € I operatore Hamiltoniano canonico e h(q) ¢ la funzione

Hamiltoniana
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Formulazione piu generale (e covariante) della Meccanica Classica:
@ M: varieta differenzioale di dim=n (Spazio delle Fasi).
Localmente M ~R" > qg=(qy,...,qn)
@ h(q) : M — R, funzione Hamiltoniana € C>°(M)
@ H: operatore Hamiltoniano; localmente:
H(q) = (H,-,-(q)),’.jj:1 € Mat,, con certe proprieta
Equazioni Hamiltoniane (localmente): g = H(q) - Vh(q).
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Formulazione piu generale (e covariante) della Meccanica Classica:
@ M: varieta differenzioale di dim=n (Spazio delle Fasi).
Localmente M ~R" > qg=(qy,...,qn)
@ h(q) : M — R, funzione Hamiltoniana € C>°(M)
@ H: operatore Hamiltoniano; localmente:
H(q) = (H,-,-(q)),’.jj:1 € Mat,, con certe proprieta
Equazioni Hamiltoniane (localmente): g = H(q) - Vh(q).
Definizione: Una Struttura Hamiltoniana su M & una struttura di
Algebra di Poisson su F = C>°(M) (lo spazio delle Osservabili
Fisiche), ovvero {-, -}y : Fx F —F, f,g— {f,g}n, che soddisfa:
antisimmetria, identita di Jacobi e regola di Leibniz.
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Formulazione piu generale (e covariante) della Meccanica Classica:

@ M: varieta differenzioale di dim=n (Spazio delle Fasi).
Localmente M ~R" > qg=(qy,...,qn)
h(q) : M — R, funzione Hamiltoniana € C>*(M)
@ H: operatore Hamiltoniano; localmente:
H(q) = (H,-,-(q)),’.jj:1 € Mat,, con certe proprieta
Equazioni Hamiltoniane (localmente): g = H(q) - Vh(q).
Definizione: Una Struttura Hamiltoniana su M & una struttura di
Algebra di Poisson su F = C>°(M) (lo spazio delle Osservabili

Fisiche), ovvero {-, -}y : Fx F —F, f,g— {f,g}n, che soddisfa:

antisimmetria, identita di Jacobi e regola di Leibniz.

L' operatore Hamiltoniano associato e (localmente): H;(q) = {q;, g} 1.

Viceversa, dato I'operatore Hamiltoniano H(Q), si rlcostrwsce la
struttura Hamiltoniana tramite la formula:

(fohu—3 2 Se@)5 (= Ve H@V/)

7./ 1
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Formulazione piu generale (e covariante) della Meccanica Classica:
@ M: varieta differenzioale di dim=n (Spazio delle Fasi).
Localmente M ~R" > qg=(qy,...,qn)
h(q) : M — R, funzione Hamiltoniana € C>*(M)
@ H: operatore Hamiltoniano; localmente:
H(q) = (H,-,-(q)),’.jj:1 € Mat,, con certe proprieta
Equazioni Hamiltoniane (localmente): g = H(q) - Vh(q).
Definizione: Una Struttura Hamiltoniana su M € una struttura di
Algebra di Poisson su F = C>°(M) (lo spazio delle Osservabili
Fisiche), ovvero {-, -}y : Fx F —F, f,g— {f,g}n, che soddisfa:
antisimmetria, identita di Jacobi e regola di Leibniz.
L' operatore Hamiltoniano associato e (localmente): H;(q) = {q;, g} 1.
Viceversa, dato I'operatore Hamiltoniano H(Q), si rlcostrwsce la
struttura Hamiltoniana tramite la formula:

{f.gtn = Zaq/ i f (:Vg-H(q)Vf)

7./ 1

Equazioni Hamiltoniane (prive di coordinate): & = {h,f}y, f € F.
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Teorema di Darboux (1882): Una qualunque struttura Hamiltoniana di
rango costante {-, -}y, localmente intorno ad ogni punto qo € M, ha la
forma, in un opportuno sistema di coordinate q = (qy, ..., gn),

0 10
H@=J=| -1 0 0 |, geUg,cCM.
0 00

A. De Sole (Univ. di Roma 1) PVA’s & Hamiltonian eq’s INdAM 26/5/2010 5/22



Teorema di Darboux (1882): Una qualunque struttura Hamiltoniana di
rango costante {-, -}y, localmente intorno ad ogni punto qo € M, ha la

forma, in un opportuno sistema di coordinate q = (qy, ..., gn),
0 1T O
Hg=J=| -1 0 0 |, ge Uy CM.
0 0O

Conclusione: 3! operatore Hamiltoniano in Meccanica Classica, a
meno di cambio di coordinate (ovvero I'operatore canonico H(q) = J)
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Teorema di Darboux (1882): Una qualunque struttura Hamiltoniana di
rango costante {-, -}y, localmente intorno ad ogni punto qo € M, ha la

forma, in un opportuno sistema di coordinate q = (qy, ..., gn),
0 1T O
Hg=J=| -1 0 0 |, ge Uy CM.
0 0O

Conclusione: 3! operatore Hamiltoniano in Meccanica Classica, a
meno di cambio di coordinate (ovvero I'operatore canonico H(q) = J)
Nota: La formulazione generale (covariante) della Meccanica Classica
ha il vantaggio di estendersi in due direzioni:
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Teorema di Darboux (1882): Una qualunque struttura Hamiltoniana di
rango costante {-, -}y, localmente intorno ad ogni punto qo € M, ha la

forma, in un opportuno sistema di coordinate q = (qy, ..., gn),
0 1T O
Hg=J=| -1 0 0 |, ge Uy CM.
0 0O

Conclusione: 3! operatore Hamiltoniano in Meccanica Classica, a
meno di cambio di coordinate (ovvero I'operatore canonico H(q) = J)
Nota: La formulazione generale (covariante) della Meccanica Classica
ha il vantaggio di estendersi in due direzioni:

@ Quantizzazione: Meccanica Quantistica (strutt. algebrica: Algebra
Associativa)
°
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Teorema di Darboux (1882): Una qualunque struttura Hamiltoniana di
rango costante {-, -}y, localmente intorno ad ogni punto qo € M, ha la
forma, in un opportuno sistema di coordinate q = (qy, ..., gn),

0 10
H@=J=| -1 0 0 |, geUg,cCM.
0 00

Conclusione: 3! operatore Hamiltoniano in Meccanica Classica, a
meno di cambio di coordinate (ovvero I'operatore canonico H(q) = J)
Nota: La formulazione generale (covariante) della Meccanica Classica
ha il vantaggio di estendersi in due direzioni:

@ Quantizzazione: Meccanica Quantistica (strutt. algebrica: Algebra
Associativa)
@ Affinizzazione: Teoria dei Campi Classica (strutt. alg.: Algebra di

Vertice di Poisson (PVA) [DS, Kac, 2005])
°
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Teorema di Darboux (1882): Una qualunque struttura Hamiltoniana di
rango costante {-, -}y, localmente intorno ad ogni punto qo € M, ha la
forma, in un opportuno sistema di coordinate q = (qy, ..., gn),

0 10
H@=J=| -1 0 0 |, geUg,cCM.
0 00

Conclusione: 3! operatore Hamiltoniano in Meccanica Classica, a
meno di cambio di coordinate (ovvero I'operatore canonico H(q) = J)
Nota: La formulazione generale (covariante) della Meccanica Classica
ha il vantaggio di estendersi in due direzioni:
@ Quantizzazione: Meccanica Quantistica (strutt. algebrica: Algebra
Associativa)
@ Affinizzazione: Teoria dei Campi Classica (strutt. alg.: Algebra di
Vertice di Poisson (PVA) [DS, Kac, 2005])
@ Quant+Affin: Teoria dei Campi Quantistica (struttura algebrica:
Algebra di Vertice [Borcherds, 1987])
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dimensione oo: Teoria dei campi classica (in forma Hamiltoniana) J

(Formulazione originaria:) un sistema di equazioni Hamiltoniane in 1
variablie indip x e ¢ variabili dipendenti g1(x), ..., ge(x) € F = Fun(U) :

0qi(x, 1) _ i”"(i) 3h(q) ( H5h).

ot Nax’sq(x) \ ™ "5q

j=1
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dimensione oo: Teoria dei campi classica (in forma Hamiltoniana) J

(Formulazione originaria:) un sistema di equazioni Hamiltoniane in 1
variablie indip x e ¢ variabili dipendenti g1(x), ..., ge(x) € F = Fun(U) :

0qi(x, 1) _ i”"(i) 3h(q) ( Hah)_

ot Nax’sq(x) \ ™ "5q

j=1
@ h(q) & il funzionale Hamiltoniano, ovvero un funzionale locale

h(q) = [h(q(x),q'(x),...,q"(x))dx : F = R.
(spazio delle Osservabili fisiche)
o
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dimensione oo: Teoria dei campi classica (in forma Hamiltoniana) J

(Formulazione originaria:) un sistema di equazioni Hamiltoniane in 1
variablie indip x e ¢ variabili dipendenti g1(x), ..., ge(x) € F = Fun(U) :

9Gi(x, 1) _~—~,,, d 5h(q) sh
ot ;H(dx) dg;(x) ( Héq)
@ h(q) & il funzionale Hamiltoniano, ovvero un funzionale locale
h(q) = [h(q(x),q'(X),...,d"(x))dx: F —R.
(spazio delle Osservabili fisiche)

[+ gq e la derivata variazionale:
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dimensione oo: Teoria dei campi classica (in forma Hamiltoniana) J

(Formulazione originaria:) un sistema di equazioni Hamiltoniane in 1
variablie indip x e ¢ variabili dipendenti g1(x), ..., ge(x) € F = Fun(U) :

9Gi(x, 1) _~—~,,, d 5h(q) sh
ot ;H(dx) dg;(x) ( Héq)
@ h(q) & il funzionale Hamiltoniano, ovvero un funzionale locale
h(q) = [h(q(x),q'(X),...,d"(x))dx: F —R.
(spazio delle Osservabili fisiche)

[+ gq e la derivata variazionale:

o H= (H,-,,'(d/dx))fj:1 & I'Operatore Hamiltoniano, che soddisfa:

- antiautoaggiunto H*(d/dx) = —H(d/dx),
- ulteriore condizione [H, H] sg.
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dimensione oo: Teoria dei campi classica (in forma Hamiltoniana) J

(Formulazione originaria:) un sistema di equazioni Hamiltoniane in 1
variablie indip x e ¢ variabili dipendenti g1(x), ..., ge(x) € F = Fun(U) :

9Gi(x, 1) _~—~,,, d 5h(q) sh
ot ;H(dx) dg;(x) ( Héq)
@ h(q) & il funzionale Hamiltoniano, ovvero un funzionale locale
h(q) = [h(q(x),q'(X),...,d"(x))dx: F —R.
(spazio delle Osservabili fisiche)

[+ gq e la derivata variazionale:

o H= (H,-,,'(d/dx))fj:1 & I'Operatore Hamiltoniano, che soddisfa:
- antiautoaggiunto H*(d/dx) = —H(d/dx),
- ulteriore condizione [H, H] sg.
Ex: eq KdV (1887) & = 3q(x)q'(x) + cg”'(x)
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dimensione oo: Teoria dei campi classica (in forma Hamiltoniana) J

(Formulazione originaria:) un sistema di equazioni Hamiltoniane in 1
variablie indip x e ¢ variabili dipendenti g1(x), ..., ge(x) € F = Fun(U) :

9Gi(x, 1) _~—~,,, d 5h(q) sh
ot ;H(dx) dg;(x) ( Héq)
@ h(q) & il funzionale Hamiltoniano, ovvero un funzionale locale
h(q) = [h(q(x),q'(X),...,d"(x))dx: F —R.
(spazio delle Osservabili fisiche)

[+ gq e la derivata variazionale:

o H= (H,-,,'(d/dx))fj:1 & I'Operatore Hamiltoniano, che soddisfa:
- antiautoaggiunto H*(d/dx) = —H(d/dx),
- ulteriore condizione [H, H] sg.
Ex: eq KdV (1887) 9 = 3q(x)q'(x) + cq"' (X) = & 525 [ (30(¥)> + 59(¥)q" ())dy.
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Domanda: vale I'analogo del Teorema di Darboux? (ovvero: esiste un
unico operatore Hamiltoniano, a meno di cambio di coordinate ?)
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Domanda: vale I'analogo del Teorema di Darboux? (ovvero: esiste un
unico operatore Hamiltoniano, a meno di ?)
Definizione: Trasformazione di contatto: € un cambio di variabili

X, (qi(x))i=y = ¥, (ri(y)j—y del tipo:

= oy, () 0¥, ), ( 1:(%)—11)
qi(x) = iy, ;(¥), (), ---) dx ‘dy’ dy

che trasformare un operatore Hamiltoniano H(x, g(x); d/dx) in un
operatore Hamiltoniano H(y, r(y); d/dy) dello stesso ordine

A. De Sole (Univ. di Roma 1) PVA’s & Hamiltonian eq’s INdAM 26/5/2010 7/22



Domanda: vale I'analogo del Teorema di Darboux? (ovvero: esiste un

unico operatore Hamiltoniano, a meno di ?)
Definizione: Trasformazione di contatto: € un cambio di variabili

X, (qi(x))i=y = ¥, (ri(y)j—y del tipo:

=2 i), i), ( d _ (%)_11)
qi(x) = iy, 5;(¥), r;(¥),---) dx ~ ‘dy’ dy
che trasformare un operatore Hamiltoniano H(x, g(x); d/dx) in un
operatore Hamiltoniano H(y, r(y); d/dy) dello stesso ordine

Caso scalare (¢ = 1) le trasformazioni di contatto sono:

:gp(y,r(y),r’(y)), t.c 87(‘07w_87¢£
a(x) = (. ry).r(y) " ardy” T ardy”
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Domanda: vale I'analogo del Teorema di Darboux? (ovvero: esiste un

unico operatore Hamiltoniano, a meno di ?)
Definizione: Trasformazione di contatto: € un cambio di variabili

X, (qi(x))i=y = ¥, (ri(y)j—y del tipo:

=2 i), i), ( d _ (%)_11)
qi(x) = iy, 5;(¥), r;(¥),---) dx ~ ‘dy’ dy
che trasformare un operatore Hamiltoniano H(x, g(x); d/dx) in un
operatore Hamiltoniano H(y, r(y); d/dy) dello stesso ordine

Caso scalare (¢ = 1) le trasformazioni di contatto sono:

:gp(y,r(y),r’(y)), t.c 87(‘07w_87¢£
a(x) = (. ry).r(y) " ardy” T ardy”

Ex: trasformata di Legendre: x = r'(y) , q(x)=yr'(y) — r(y).
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Domanda: vale I'analogo del Teorema di Darboux? (ovvero: esiste un

unico operatore Hamiltoniano, a meno di ?)
Definizione: Trasformazione di contatto: € un cambio di variabili

X, (qi(x))i=y = ¥, (ri(y)j—y del tipo:

=2 i), i), ( d _ (%)_11)
qi(x) = iy, 5;(¥), r;(¥),---) dx ~ ‘dy’ dy
che trasformare un operatore Hamiltoniano H(x, g(x); d/dx) in un
operatore Hamiltoniano H(y, r(y); d/dy) dello stesso ordine

Caso scalare (¢ = 1) le trasformazioni di contatto sono:

:gp(y,r(y),r’(y)), t.c 87(‘07w_87¢£
a(x) = (. ry).r(y) " ardy” T ardy”

Ex: trasformata di Legendre: x = r'(y) , q(x)=yr'(y) — r(y).
Risposta: NO
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Domanda: vale I'analogo del Teorema di Darboux? (ovvero: esiste un

unico operatore Hamiltoniano, a meno di ?)
Definizione: Trasformazione di contatto: € un cambio di variabili

X, (qi(x))i=y = ¥, (ri(y)j—y del tipo:

=2 i), i), ( d _ (%)_11)
qi(x) = iy, 5;(¥), r;(¥),---) dx ~ ‘dy’ dy
che trasformare un operatore Hamiltoniano H(x, g(x); d/dx) in un
operatore Hamiltoniano H(y, r(y); d/dy) dello stesso ordine

Caso scalare (¢ = 1) le trasformazioni di contatto sono:

:gp(y,r(y),r’(y)), t.c 87(‘07w_87¢£
a(x) = (. ry).r(y) " ardy” T ardy”

Ex: trasformata di Legendre: x = r'(y) , q(x)=yr'(y) — r(y).
Risposta: NO
Gia nel caso scalare ¢ = 1 il problma & non banale:
- indim < oo: H(q) ={q,q} = 0 per ant|3|mmetr|a
- indim oo, H(d/dx) =", 1a(q. 4, .. W = —H*(d/dx) (t
[H.Hlsr = 0)
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Problema(tutt’ora aperto): classificare (a meno di trasf. di contatto) gl
operatori Hamiltoniani scalari (in 1 variabile g(x)) J
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Problema(tutt’ora aperto): classificare (a meno di trasf. di contatto) gl
operatori Hamiltoniani scalari (in 1 variabile q(x)) J

Storia:
o
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Problema(tutt’ora aperto): classificare (a meno di trasf. di contatto) gl
operatori Hamiltoniani scalari (in 1 variabile q(x)) J

Storia:

@ ordine N = 1 [Vinogradov (1978), Gelfman-Dorfman (1979)]: 3!
operatore Hamiltoniano (a meno di ~): H = d% (operatore GF2).
°
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Problema(tutt’ora aperto): classificare (a meno di trasf. di contatto) gl
operatori Hamiltoniani scalari (in 1 variabile q(x))

Storia:
@ ordine N = 1 [Vinogradov (1978), Gelfman-Dorfman (1979)]: 3!
operatore Hamiltoniano (a meno di ~): H = d% (operatore GF2).

@ ordine N = 3 [Astashov ('83), Astashov-Vinogradov ('86), Mokhov
('87), Olver (’88)]: una famiglia di operatori Hamiltoniani:

H = d—3+a(2 (x)i+ '(x)), aeC
= o T g T
(operatore Virasoro-Magri, legato all’eq. KdV).
°
°
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Problema(tutt’ora aperto): classificare (a meno di trasf. di contatto) gl
operatori Hamiltoniani scalari (in 1 variabile q(x)) J

Storia:
@ ordine N = 1 [Vinogradov (1978), Gelfman-Dorfman (1979)]: 3!
operatore Hamiltoniano (a meno di ~): H = d% (operatore GF2).
@ ordine N = 3 [Astashov ('83), Astashov-Vinogradov ('86), Mokhov
('87), Olver (’88)]: una famiglia di operatori Hamiltoniani:

3

_d ad
H—E—Fa(ZQ(X)a—FQ(X)), aeC

(operatore Virasoro-Magri, legato all’eq. KdV).

@ ordine N = 5 [Cooke ('91)]: classificazione di operatori
Hamiltoniani (a meno di ~): operatori quasi-costanti, e (b, ¢ € C)

o 1d 1,4 d o
5.b,c] _ 0 oy 1ad 1. ad > a. a2
H (d/dx)f(dxz C)oquoq(dXZ C)+bdx(dx2 )
(*]
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Problema(tutt’ora aperto): classificare (a meno di trasf. di contatto) gl
operatori Hamiltoniani scalari (in 1 variabile q(x)) J

Storia:
@ ordine N = 1 [Vinogradov (1978), Gelfman-Dorfman (1979)]: 3!
operatore Hamiltoniano (a meno di ~): H = d% (operatore GF2).
@ ordine N = 3 [Astashov ('83), Astashov-Vinogradov ('86), Mokhov
('87), Olver (’88)]: una famiglia di operatori Hamiltoniani:

3

_d ad
H—E—Fa(ZQ(X)a—FQ(X)), aeC

(operatore Virasoro-Magri, legato all’eq. KdV).

@ ordine N = 5 [Cooke ('91)]: classificazione di operatori
Hamiltoniani (a meno di ~): operatori quasi-costanti, e (b, ¢ € C)

(5.6, (o 1d 1P e d B
H (d/dx)i(dxz ) q dx q(dx2 C)+bdx(dxzic)
@ [DSKW (2010)] ordine N = 7,9,11,13 (e congettura per ogni N)
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Algebre di Vertice di Poisson (PVA)

Definizione: una PVA V e un C[0]-modulo dotato di: una struttura di
algebra comm. assoc. differenziale (rispetto a 9):

f,geV—f-g (t.c. a(fg) = f’g+fg’)
ed una struttura di algebra di Lie conforme, ovvero un A\-bracket
f,geV— {fig} € V[\],t.c.
(sesquilinearita) {0fig} = —A{Hig}, {HIg} = (0+ N{fHg}
(antisimmetria) {g\f} = —{f-r_s9}
(id. Jacobi)

{h{guhi} —{9u{fhi} = {{hg}ruh}
e tali strutture sono legate dalla regola di Leibniz:

{hgh} = {figth+ {f\h}g



Algebre di Vertice di Poisson (PVA) J

Definizione: una PVA V e un C[0]-modulo dotato di:
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Algebre di Vertice di Poisson (PVA) ]

Definizione: una PVA V e un C[9]-modulo dotato di: una struttura di
algebra comm. assoc. differenziale (rispetto a 0):

f,gevVmerf-g (t.c. 8(fg):f’g+fg’)
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Algebre di Vertice di Poisson (PVA)

Definizione: una PVA V e un C[9]-modulo dotato di: una struttura di

algebra comm. assoc. differenziale (rispetto a 0):

f,gevVmerf-g (t.c. 8(fg):f’g+fg’)

ed una struttura di algebra di Lie conforme, ovvero un A-bracket
f,geVw— {fig} € V[A], t.c.

(sesquilinearita) {9fig} = —M{fHg}, {Hog} = (0+ N{fg}
(antisimmetria)  {g\f} = —{f-x-089}
(id. Jacobi) {h{guht} —{gu{fih}} = {{Hgtarruh}

A. De Sole (Univ. di Roma 1) PVA’s & Hamiltonian eq’s INdAM 26/5/2010

9/22



Algebre di Vertice di Poisson (PVA)

Definizione: una PVA V e un C[9]-modulo dotato di: una struttura di

algebra comm. assoc. differenziale (rispetto a 0):

f,gevVmerf-g (t.c. 8(fg):f’g+fg’)

ed una struttura di algebra di Lie conforme, ovvero un A-bracket
f,geVw— {fig} € V[A], t.c.

(sesquilinearita) {9fig} = —M{fHg}, {Hog} = (0+ N{fg}
(antisimmetria)  {g\f} = —{f-x-089}
(id. Jacobi) {h{guht} —{gu{fih}} = {{Hgtarruh}

e tali strutture sono legate dalla regola di Leibniz:

{fhgh} = {fig}th+ {Kih}g
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9/22



Legame con la Teoria di Campo Classica (e operatori Hamiltoniani):

Recall: in Meccanica Classica: bracket di Poisson {-, -} < operatore Hamiltoniano
H;(q):
(=) Hi(@)={g,a} (<) {f.g}=Vg-HVf

In Teoria di Campo Classica:
Definizione / Teorema [Barakat, DS, Kac (2009)]
Data un’algebra di funzioni differenziali V inxeqi(x),i=1,...,4,un
operatore Hamiltoniano H = ( ,/(d/dx)) 18UV e equivalente a una
strutura di PVA {- , -} su V:

(=) Hy(d/dx) ={g; 4 i}
89 d\n d d\m of
(=) (o= ). aqm)(“d ) Hid+ ) (-2 - ) og™

ij,m,n

Conclusione: Classificare gli operatori Hamiltoniani scalari &
equivalente a classificare le PVA con un generatore.

Nota: nel linguaggio delle PVA il problema resta complicato, ma si
semplifica: bisogna classificare i polinomi H(\)«= » «&V(x])tak 2o




Legame con la Teoria di Campo Classica (e operatori Hamiltoniani):

Recall: in Meccanica Classica: bracket di Poisson {-, -} < operatore Hamiltoniano
Hi(q):

(=) Hi(@ ={g9,ar (<) {f.g} =Vg HVf
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Legame con la Teoria di Campo Classica (e operatori Hamiltoniani):
Recall: in Meccanica Classica: bracket di Poisson {-, -} < operatore Hamiltoniano

Hj(q):
(=) Hi(@)={g.ar (=) {f,9}=Vg HVf

In Teoria di Campo Classica:
Definizione / Teorema [Barakat, DS, Kac (2009)]
Data un’algebra di funzioni differenziali V in x e qi(x), i =1,...,¢,un
operatore Hamiltoniano H = (H,-j-(d/dx))i/.:1 su V e equivalente a una
strutura di PVA {- -} su V:

(=) Hy(d/dx) = {qsq}
o} d (_)\_ d>m of

_ 99 9Ny 9 a\T_or
(<) {9} = Z 3q(”) <A+ dx) A+ dx) ax 3q,m)
1,J,mn Ji I
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Legame con la Teoria di Campo Classica (e operatori Hamiltoniani):
In Teoria di Campo Classica:

Definizione / Teorema [Barakat, DS, Kac (2009)]

Data un’algebra di funzioni differenziali V in x e gi(x), i=1,...,¢,un
operatore Hamiltoniano H = (H,-,-(d/dx))i].:1 su V € equivalente a una
strutura di PVA {- -} su V:

(=) Hi(d/dx) =1{g; s ai}

_ g aym d d\m of
(<) {f,g}= Z O (A+&) H,,(A+a)<—A—a> g™
LJ,mn J] I
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Legame con la Teoria di Campo Classica (e operatori Hamiltoniani):
In Teoria di Campo Classica:

Definizione / Teorema [Barakat, DS, Kac (2009)]

Data un’algebra di funzioni differenziali V in x e gi(x), i=1,...,¢,un
operatore Hamiltoniano H = (H,-,-(d/dx))i].:1 su V € equivalente a una
strutura di PVA {- -} su V:

(=) Hi(d/dx) =1{g; s ai}
9 dy\n d d\m of
(<) (o= 27 (r+ ) HO+ ) (=A-5) 2™

i7j7m7n

Conclusione: Classificare gli operatori Hamiltoniani scalari &
equivalente a classificare le PVA con un generatore.
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Legame con la Teoria di Campo Classica (e operatori Hamiltoniani):
In Teoria di Campo Classica:

Definizione / Teorema [Barakat, DS, Kac (2009)]

Data un’algebra di funzioni differenziali V in x e gi(x), i=1,...,¢,un
operatore Hamiltoniano H = (H,-,-(d/dx))i].:1 su V e equivalente a una
strutura di PVA {- -} su V:

(=) Hi(d/dx) =1{g; s ai}
9 dy\n d d\m of
(<) (o= 27 (r+ ) HO+ ) (=A-5) 2™

i7j7m7n

Conclusione: Classificare gli operatori Hamiltoniani scalari &
equivalente a classificare le PVA con un generatore.

Nota: nel linguaggio delle PVA il problema resta complicato, ma si
semplifica: bisogna classificare i polinomi H(\) = {g,g} € V[A] tali
che: {q\q} = —{g-r-0q} e {r{qua}t} —{gq.{ana}} = {anatrsna)-
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Alcuni risultati di classificazione )

ottenuti con una combinazione di dimostrazioni teoriche e calcoli intensivi al computer
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Alcuni risultati di classificazione }

Teorema 1: VN = 2n+ 5 > 5 e ¢(x) quasi-costante t.c. ¢’(x) =0,
esiste una famiglia di operatori Hamiltoniani di ordine N:

veol 9y _ gineoorr 9y o 9 g 9
. (dx)fB (dx) dx - (dx)
dove el dy_ (1 d o( 1 d o
- (dx) N (q(x) dx o(x)) (q(x) adx 20(x)
L ne(x 1 & cxd c'(x
"'(@a— ( ))O(ﬁ@Jr X5 — )
Teorema 2: (ordine N = 7) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 7 (a meno di ~) e data da operatori
antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti, di ordine 7, ed inoltre la
seguente famiglia di operatori (b € C e ¢(x) quasicostante t.c.
c”(x) = 0):

dove d 1.d 1 4

Nota: per ¢(x) = 0, vale la relazione HI"-cl(Z) — H, 0) e )



Alcuni risultati di classificazione )

Teorema 1: VN = 2n+ 5 > 5 e ¢(x) quasi-costante t.c. ¢”(x) = 0,
esiste una famiglia di operatori Hamiltoniani di ordine N:

X d n,c(x)]* d d n,c(x d
N >](&) _ pglmex] (5) 020 glne )](&)
o), @ 1 d 1 d
dove gt ( Ly — (X)) o (= —20(x)) 0
ax q(x) dx q(x) dx
. (71 — nc(X)) o (Ldiz + C(X)i _ C/(X))
) dx ax? dx

y
q(x q(x)
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Alcuni risultati di classificazione )

Teorema 1: VN = 2n+ 5 > 5 e ¢(x) quasi-costante t.c. ¢”(x) = 0,
esiste una famiglia di operatori Hamiltoniani di ordine N:

—)o —o -

HIN et ( % ) = gimewit 9y, 9 pginetor 9y

ax ax ax
dove epr dy_ 1 d 1 da
B (dx) - (q(x) ax C(X)) ° (q(x) ax ZC(X)) °
1 d 1 d?

d
(ﬁa - ne(x)) o (m@ + C(X)a —c'(x))
Teorema 2: (ordine N = 7) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 7 (a meno di ~) & data da operatori
antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti, di ordine 7, ed inoltre la
seguente famiglia di operatori (b € C e ¢(x) quasicostante t.c.
c”(x) =0):

Ha C(X)-'J)(a) = B.o) (a) ©ax B(S.c(x))(a) + bm
dove dy 1 d 1 ¢ d 1,
Bia.con () = G0 dx ° g aE T o(x) g, — 5¢'(X)
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Alcuni risultati di classificazione )

Teorema 1: VN = 2n+ 5 > 5 e ¢(x) quasi-costante t.c. ¢”(x) = 0,
esiste una famiglia di operatori Hamiltoniani di ordine N:
d d

el A\ _ gineear* dy A pinep @
H (dx)_B (dx)odeB (dx)

dove  gnewor( 9y _ (1 d 19 o5x)) o

ax

a o~V (e o
1 d 1 d d
(ﬁa - ne(x)) o (@@ +e(x) g — )
Teorema 2: (ordine N = 7) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 7 (a meno di ~) & data da operatori
antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti, di ordine 7, ed inoltre la
seguente famiglia di operatori (b € C e ¢(x) quasicostante t.c.

¢”(x) = 0):

Hir.c00.0) () = Ba.eon” () © g © Beeon (gg) + b5z
dove dy 1 d 1 ¢ d 1,
B(S-c(x))(a) = 9(x) ox ° o(x) @ + C(X)a - 5C (x)

Nota: per ¢’(x) = 0, vale la relazione HI"( &) = H7 _c2(x).0)(&%) -
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Teorema 3: (ordine N = 9) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 9 (a meno di ~) & data da:
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Teorema 3: (ordine N = 9) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 9 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti quasicostanti di ordine 9,
°
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Teorema 3: (ordine N = 9) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 9 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti quasicostanti di ordine 9,

@ comb. lin. di operatori HIN0 (4, N < 9 dispari, a coeffic. costanti
°

°
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Teorema 3: (ordine N = 9) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 9 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti quasicostanti di ordine 9,
@ comb. lin. di operatori HIN0 (4, N < 9 dispari, a coeffic. costanti

o HON( L) 4 ad 9% conae Ce c(x) g-costt.c. ¢(x) =0,
°
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Teorema 3: (ordine N = 9) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 9 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti quasicostanti di ordine 9,

@ comb. lin. di operatorl HINOL(2) N < 9 dispari, a coeffic. costanti

o HI%cI(dy o ad s conae Ce c(x)qg-costtc. ¢’(x) =0,
@ la famiglia di operatori (a, b € C e ¢(x) qcost t.c. ¢’(x) = 0):

d d 1 d d d
Hio.c.a0) (g )*chx)) dx) (* jaoqx)& () 4
1 d 1 d 1 d?
+5000) < Bt () + & Gz ()aomaomw
1 d , d? 5 d°
*5"‘(*)@ 300055 ) + 5 g
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Teorema 3: (ordine N = 9) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 9 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti quasicostanti di ordine 9,

@ comb. lin. di operatorl HINOL(2) N < 9 dispari, a coeffic. costanti

o HI®el( 4} +ad s conae Ce c(x)qg-costtc. ¢’(x) =0,
@ la famiglia di operatori (a, b € C e ¢(x) qcost t.c. ¢’(x) = 0):

d d d 1 d 1 d d
Heo.c.a0) () = Ba.oon” (5) (a a0 ax C g ax T M) gx
+lc/(x)>05 2y 4 Z(di 1 d 1 d 1 &
2 30N g, ax2 ~ q(x)dx q(x)dx g(x)ax?
1 d3 , d2 5 d3
3000 g5 + 26 W ga) +8 g
Nota: per ¢/(x) = 0, vale la relazione
d d d d
His.cm.a.0) () = He.ol(g5) + 3¢H, 01(673) + (36" + &) His 01 (5, )

d
3
+(c®+4 C+b)ﬁ
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Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:
°
°
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Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:
@ operatori a antiautoaggiunti coefficienti quasicostanti di ordine 11,
°
°

A. De Sole (Univ. di Roma 1) PVA’s & Hamiltonian eq’s INdAM 26/5/2010 13/22



Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:
@ operatori a antiautoaggiunti coefficienti quasicostanti di ordine 11,
e comb. lin. di HINOI(L), N < 11 dispari, a coeffic. costanti
°
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Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:
@ operatori a antiautoaggiunti coefficienti quasicostanti di ordine 11,
@ comb. I|n di HINOI( 2 N < 11 dispari, a coeffic. costanti

o HUTCON( LY aH i1 50 ( &) conae C e c(x) g-cost t.c.
c’(x) =0, dove
d 1d q'(x) d® 1 5 , 5
Hateo (5) = awt a7 " g0 56 * a0 (= 10e(0)?q(x)* — 8¢’ (x)a(x)
~80q()q"'(x) + 285¢' (%) 5 + T L (10c(0)?a()*q’ (x) - mc(x)c’ix)a(xf
/ ’ 17 ’ d
H126'(x)9()°q’ (x) — 9900 () + 1209(x)q' (09" (x) — 225/ ()°)
!
+W(7c<x)“a<x)8+40c<x> a(0)°q"" (x) = 1206(x)?q(x)*q' (x)? + 174c(x)¢’ (x)q(x)° ¢’ (x)
—40¢ (x)2q(x)° + 48¢’ (0a(0)*q” (x) — 192¢' (0)a(x)°q" (%) — 18q(x)°q() ¥ ,
/ 117 1 ’ " d
+30000%’ (1" () + 210a(x)%q" ()° — 2340a(x)q' (174" (x) + 25204’ ()" — S aq®) =
.
* 39079 (420(x)°¢’ (x)q(x)° + 10c(x)%a(x)®q"" (x) — 90c(x)?a(x)°q’ (x)a"" (x) + 120e(x)*q(x)*q (x)
#810()¢’ ()q(x)°q" (x) — 2430()¢’ (0q(x)°q’ (x )2 ; 810/(%q(0°q' () + 120’ x)q(x>5 " (x)
1446’ ()a()*q' ()" (x) + 2406/ ()9()°9’ (x)° — 390)*9()® -+ 60g(0)° (x (x)

(
)q

+105g(x)°q (09" (x) - 585q(x 24 (0)?q" (x) — 810q( )2q’ (x)q” (x) + 3465q(x)q’ (x)°q" (x)
(

7 o(x C/ / 2 111 / 12 d
7 —3q(x)5<>(>( )¢ ()a0)° + (%" (x) — 990)a' (x)a” (x) +124'(0°)
mc/(x)2 (— c(x)c/(x)q(x)5 - q(x)gq”’(x) + 9q(x)q'(x)q”(x) - 12q/(x)3)

o?
—2520q/ (x) )—2 +
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Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:

@ operatori a antiautoaggiunti coefficienti quasicostanti di ordine 11,
e comb. lin. di HIVOI(L) N < 11 dispari, a coeffic. costanti

o HIM.COI(Z) 4 aH 14 o)) (L) con a e C e ¢(x) g-cost t.c.
c’(x) = 0,dove  H11 c(x) <d%> =
°
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Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:

@ operatori a antiautoaggiunti coefficienti quasicostanti di ordine 11,
e comb. lin. di HIVOI(L) N < 11 dispari, a coeffic. costanti
o HIM.COI(Z) 4 aH 14 o)) (L) con a e C e ¢(x) g-cost t.c.
c”(x) = 0, dove H(11.c(x))<d%> =--
@ i seguenti operatori (a € C e ¢(x) quasicostante t.c. ¢’(x) = 0):

- d . d d d
Hirt,eon.0 () = B, () © 55 © Beon ()

5,01 d @ 3

+a(HP( ) + o) 25 + 5 o5
dove .
d 1 d 1 d 1 ()) ( 1 d 1 d

d 1
B Ay (2, = o s e - v
<5’C(X)><(:/>() (q(x) dx ’ g(x) dx ‘ 4C x))e g(x) dx ’ q(x) dx? Fetx) ax ZC (X))
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Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:

@ operatori a antiautoaggiunti coefficienti quasicostanti di ordine 11,
e comb. lin. di HIVOI(L) N < 11 dispari, a coeffic. costanti

o HIM.COI(Z) 4 aH 14 o)) (L) con a e C e ¢(x) g-cost t.c.
¢’(x) = 0, dove H(11.c(x))<d%(> =
@ i seguenti operatori (a € C e ¢(x) quasicostante t.c. ¢’(x) = 0):

. d. .. d, d d
Hirtom.a) (55) = Bis.cvo () © g © Beeon (g5)
d 3P
+a(HP(G) + e g + 5 )

dove
B dy, 1 d 1 d 1 1 d 1 d? d 1,
(5>C(X))(&) = (@ao%a : ZC(X))O<W$ ﬁﬁ Fo(x)— éc(x))

@ un’ulteriore famiglia di oper. (a € C e ¢(x) g-cost. t.c. ¢/(x) = 0):

mﬁmm(i):*w
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Teorema 4: (ordine N = 11) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 11 (a meno di ~) & data da:

@ operatori a antiautoaggiunti coefficienti quasicostanti di ordine 11,
e comb. lin. di HIVOI(L) N < 11 dispari, a coeffic. costanti

o HIM.COI(Z) 4 aH 14 o)) (L) con a e C e ¢(x) g-cost t.c.
¢’(x) = 0, dove H(11.c(x))<d%(> =
@ i seguenti operatori (a € C e ¢(x) quasicostante t.c. ¢’(x) = 0):

- d, .. ,d, d d
Hirt,eon.0 () = B, () © 55 © Beon ()
d @ 3
+a(H () + o) go + 5 ge)

dove

d 1 d 1 d 1 1 d 1 da 1,
Bis,ctn) () = (@&O%E | Zc(x))o<ﬁa a0 g T W g 0)

@ un’ulteriore famiglia di oper. (a € C e ¢(x) g-cost. t.c. ¢/(x) = 0):

mﬁmm(i):*w

Nota: per C/(X) =0, H(11,c(x))7 I:I(11,c(x)) e H(11,c(x)) sono comb.lin. di H[N’O](%)
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Teorema 4: (ordine N = 13) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 13 (a meno di ~) & data da:
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Teorema 4: (ordine N = 13) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 13 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti di ordine 13,
o
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Teorema 4: (ordine N = 13) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 13 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti di ordine 13,
@ comb. lin. di HIVOI(Z) N < 13 dispari, a coeffic. costanti
°
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Teorema 4: (ordine N = 13) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 13 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti di ordine 13,
@ comb. lin. di HIVOI(Z) N < 13 dispari, a coeffic. costanti
e la famiglia di operatori H['3:¢)1(-2) con ¢(x) g-cost t.c. ¢”(x) = 0.
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Teorema 4: (ordine N = 13) una classificazione degli operatori
Hamiltoniani scalari di ordine N = 13 (a meno di ~) & data da:

@ operatori antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti di ordine 13,
e comb. lin. di HIVOI( &), N < 13 dispari, a coeffic. costanti
e la famiglia di operatori H['3:¢)1(-2) con ¢(x) g-cost t.c. ¢”(x) = 0.

Congettura: la classificazione degli operatori Hamiltoniani scalari di
ordine N > 13 (a meno di ~) e data da:

@ operatori antiautoaggiunti a coefficienti quasicostanti di ordine N,
@ comb. lin. di HI"%(Z) n < N dispari, a coeffic. costanti
e la famiglia di operatori HIN-¢)1( 2) con ¢(x) g-cost t.c. ¢”(x) = 0.
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Operatori Hamiltoniani non scalari

Definizione: Un algebra di vertice di Poisson V di tipo CFT con ¢
generatori L, go, ..., Qe € t.C.
@ L & uncampo di Virasoro: {LyL} = (0 +2\)L
@ g; € un campo primario di peso conforme A; € %ZJF:
{Lxqi} = (0 + A))g.
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Operatori Hamiltoniani non scalari )

Definizione: Un algebra di vertice di Poisson V di tipo CFT con ¢
generatori L, go, ..., Qe € t.C.

@ L & uncampo di Virasoro: {LyL} = (0 +2\)L

@ g; € un campo primario di peso conforme A; € %ZJF:

{Laqi} = (0 + A))g;.
Esempi: algebre W classiche W¢ (g, f), ottenute tramite riduzione
Hamiltoniana [Drinfeld-Sokolov (1984)]; per f nilpotente pari:
ad
We (g, f) = (S(C[a] ®g)/(n—(f,n)|ne n+>) A

dove g =n, & h®n_ e ladecomposizione triangolare rispetto ad una
tripla sk (e, f, h) C g, ed ad, € la struttura di algebra di Lie conforme
Cur(g).

Nota: W¢(g, f) & una PVA di tipo CFT, con ¢ pari a dimg'.
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Operatori Hamiltoniani non scalari )

Definizione: Un algebra di vertice di Poisson V di tipo CFT con ¢
generatori L, go, ..., Qe € t.C.
@ L & uncampo di Virasoro: {LyL} = (0 +2\)L
@ g; € un campo primario di peso conforme A; € %ZJF:
{Lxqi} = (0 + A))g.
Esempi: algebre W classiche W¢ (g, f), ottenute tramite riduzione
Hamiltoniana [Drinfeld-Sokolov (1984)]; per f nilpotente pari:

ad
We (g, f) = (S(C[a] ®g)/(n—(f,n)|ne n+>) A
dove g =n, & h®n_ e ladecomposizione triangolare rispetto ad una
tripla sk (e, f, h) C g, ed ad, € la struttura di algebra di Lie conforme
Cur(g).
Nota: W¢(g, f) & una PVA di tipo CFT, con ¢ pari a dimg'.
Congettura (Teorema per ¢ = 2): gli operatori Hamiltoniani di tipo CFT
sono, a meno di trasformazioni di contatto, sono esattamente gl
operatori Hamiltoniani associati alle algebre W classiche.
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Sistemi (bi)Hamiltoniani Integrabili

A) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Meccanica Classica
Data un’equazione Hamiltoniana ¢ = H(q) - Vh(q), un integrale del

moto € una funzione f(q) € F = C*°(M) (un osservabile) costante
rispetto all’evoluzione temporale:

af(q) B
ot {h(q),f(q)}n=0

(ovvero, f € F) Per il Teorema di Liouville, se ho un numero
sufficiente (m > n/2) di integrali del moto, in involuzione:

h:f07f1a"'7fm7 tc{fl/’;}H:O

allora I'equazione Hamiltoniana € completamente integrabile (si

definiscono le variabili azione-angolo e si scrivono le soluzioni per
quadrature).

«40O>» «F)r «=)» « =



Sistemi (bi)Hamiltoniani Integrabili J

A) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Meccanica Classica
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Sistemi (bi)Hamiltoniani Integrabili ]

A) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Meccanica Classica

Data un’equazione Hamiltoniana g = H(q) - Vh(q), un integrale del
moto & una funzione f(q) € F = C*>°(M) (un osservabile) costante
rispetto all’evoluzione temporale:

af(q) _
at {h(q), f(@)th =0

(ovvero, f € FN)
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Sistemi (bi)Hamiltoniani Integrabili )

A) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Meccanica Classica

Data un’equazione Hamiltoniana g = H(q) - Vh(q), un integrale del
moto & una funzione f(q) € F = C*>°(M) (un osservabile) costante
rispetto all’evoluzione temporale:

af(q) _
at {h(q), f(@)th =0

(ovvero, f € FM) Per il Teorema di Liouville, se ho un numero
sufficiente (m > n/2) di integrali del moto, in involuzione:

h:anf'la"'vfm? tC{th}HZO

allora 'equazione Hamiltoniana & completamente integrabile (si
definiscono le variabili azione-angolo e si scrivono le soluzioni per
quadrature).
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14

i 1) = > Hj(d/ax)

, Qe(Xx) € M:
5 .
=

g h(g,q,...)d

5500 / (g.9,...)dy
Un integrale del moto & un funzionale locale [f(q,q’,...)dx in
VY = C*(M) (un osservabile) costante rispetto all’evoluzione:

ccsz‘/ f(q.q,...)dx = / {hf},]_odx =0

Lipotesi minima che possiamo fare per 'integrabilita € che esista una
successione infinita di integrali del moto (lin. indip.) in involuzione:

B) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Teoria dei Campi Classica
Consideriamo un equazione Hamiltoniana in g (x)

.....

h=fyf, b,...

te {f fly=0VijeZ,
«40)>» «F)>r «=) « > = Q>
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B) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Teoria dei Campi Classica

Consideriamo un equazione Hamiltoniana in q1(x), ..., qi(x) € M:

¢
q,xt ZH,/ d/dx /h(q,q’,...)dy
j=1

1)
6q;(x)
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B) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Teoria dei Campi Classica

Consideriamo un equazione Hamiltoniana in q1(x), ..., qi(x) € M:

l
q, (x, 1) = Hy( d/dx /h(q, q,...)dy
j=1

)
6q;(x)

Un integrale del moto € un funzionale locale [f(qg,q’,...)dx in
VY = C*>°(M) (un osservabile) costante rispetto all’evoluzione:

s;/f(q,q’,...)dx:/{hAf}Hh:de:O
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B) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Teoria dei Campi Classica

Consideriamo un equazione Hamiltoniana in q1(x), ..., qi(x) € M:

l
q, (x, 1) = Hy( d/dx /h(q, q,...)dy
j=1

)
6q;(x)

Un integrale del moto € un funzionale locale [f(qg,q’,...)dx in
VY = C*>°(M) (un osservabile) costante rispetto all’evoluzione:

d
dt/f(q,q’,...)dx:/{hAf}H]Azodx:O

Lipotesi minima che possiamo fare per l'integrabilita & che esista una

successione infinita di integrali del moto (lin. indip.) in involuzione:

h=1f,f,hb,..., tc. {f,‘,f}'}H:OVI‘,jEZ_i_
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B) Equazioni Hamiltoniane integrabili in Teoria dei Campi Classica
Consideriamo un equazione Hamiltoniana in g;(x), ..., q«(x) € M:

d 5 ,
a0 = ZH,/d/dx ()/h(q,q,...)dy

Un integrale del moto € un funzionale locale [f(qg,q’,...)dx in
VY = C*°(M) (un osservabile) costante rispetto all’evoluzione:

d
dt/f(q,q’,...)dx:/{hAf}H]A_de:O

Lipotesi minima che possiamo fare per l'integrabilita & che esista una
successione infinita di integrali del moto (lin. indip.) in involuzione:

h="f,f b ..., tc. {f,’,l;‘};./:O\V/I',jEZJr

(Nota: Questo non corrisponde alla completa integrabilita di Liouville; una
generalizzazione dell'ipotesi nel caso finito dimensionale, e: span{ o }nEZ cQ' éun
sottospazio isotropico massimale rispetto all’accoppiamento Q' x Q1 — V/oV

definito dall’operatore Hamiltoniano H)
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Schema di integrabilita di Lenard-Magri

Un equazione di evoluzione é bi-Hamiltoniana se esistono due
operatori Hamiltoniani H(d/dx) e K(d/dx) compatibili (i.e.

aH(d/dx) + pK(d/dx) & Hamiltoniano per «, 5 € C) t.c. I'evoluzione si
scrive in due forme Hamiltoniane diverse:

d 0 /
dtq,-(x, t) = H(d/dx) 5Q§X) / ho(q,q,...)dy

B K(d/dX)(;q(X)/h1(q7q’7~-)dy

In tal caso, sotto ulteriori condizioni si riesce a construire una
collezione infinita di integrali del moto [hy, [h1, [ho,... ininvoluzione,
definiti dalla formula ricorsiva:

d o ) d 5 : )
H(G) 5ot | M@)oy = K(G) 5ot [ Pass(a.d'o.. )

«40)>» «F)>r «=) « > = Q>




Schema di integrabilita di Lenard-Magri

Un equazione di evoluzione € bi-Hamiltoniana se esistono due
operatori Hamiltoniani H(d/dx) e K(d/dx) compatibili (i.e.

aH(d/dx) + pK(d/dx) & Hamiltoniano per «, 5 € C) t.c. I'evoluzione si
scrive in due forme Hamiltoniane diverse:

d
aqi(xﬂt) = /hoqaq,"'

= 5q /h1 9.9,...)d

C)q
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Schema di integrabilita di Lenard-Magri

Un equazione di evoluzione € bi-Hamiltoniana se esistono due
operatori Hamiltoniani H(d/dx) e K(d/dx) compatibili (i.e.

aH(d/dx) + pK(d/dx) & Hamiltoniano per «, 5 € C) t.c. I'evoluzione si
scrive in due forme Hamiltoniane diverse:

d ) ,
a1 = H(d/dx) 540 /ho(q,q,..-)dy
_ /
= K(d/dx) 590x) hi(q,q,...)dy
In tal caso, sotto ulteriori condizioni si riesce a construire una
collezione infinita di integrali del moto [hg, [h1, [ho,... ininvoluzione,
definiti dalla formula ricorsiva:

d, ¢ , d. ¢ )
H(dX)(Sq(X)/hn(q’q"“)dy:K((j)()(m()()/h”+1(q’q"")dy
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Esempi (nel caso scalare, ¢ = 1):

Q@ eqKdV: % = 3qq’ + cq””, biHamiltoniana integrabile con:

/ d o d
H—q+2qd—+cd3e K_a
Q@ eqglineare: 2! = ¢/, biHamiltoniana integrabile con:
g dt q, g
a® a?
H=ac © K=Ge
© eqHarry Dym: 3 dq = (1/v/9)", biHamiltoniana integrabile con:
d a® , d
H_a—kcﬁe K_q+2q&

p /
© eq MSS (1991): 9 = ( -3% - ;—;2) (c € C), biHamiltoniana:

H= (G~ qae alae %) ° K= Glga <)
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Progetto: (lavoro in corso)

@ trovare nuove / classificare coppie di operatori Hamiltoniani
compatibili H, K

@ per tali coppie H, K, vedere se si applica lo sche di Lenard-Magri,
i nmodo da trovare nuove / classificare equazioni biHamiltoniane
integrabili.
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Risultati (parziali) )

Teorema: La coppia H = H(7 ¢(x)), K = (;"Ti da i sistemi integrabili:

d ’1 12 c 2471
- (% - g _ ) ) se ¢ #0 [MsS]
dt q3 q42 4c”gx
d /! /. ¢
d (L_ q° ()7 ) se ¢ =0,¢' #0 [MSS]
dt q(S) gt 4c’(x)
dq q q/q/// q//2 q//q/z q/4 1 $ 5 1 , q//
— = — -1 — X) — =c"(x)x" + —c (x)x) —
" (qs # > - < )= 3¢ 00+ e 0
3 3 ! ' 5" 15 9
G 60 — S0 L 4 s — B 18 2 O e
2 4 ot B 4 2 16 16
7gc(x)c'(x)x + ic"(x)2x4 - ic'(x)c”(x)x3 + ic’(x)zxz)' (nuovo)
8 64 16 16

3 N . . . .
Teorema: La coppia H = H[9 e(x)] K 2 da il sistema integrabile:
dq q¥ q’q”’ q q"q? q"‘ q”? PPN LR
o = ( 1 7 /(x )F — 5¢ (x)F +5¢ (x)Q?

%

/ 12 //
—20c(x)c'(x)$ + 15¢(x) c; — 5o(x)? ? — 5¢(x) ) (nuovo)
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Risultati (parziali) )

Teorema: La coppia H = H(7 ¢(x)), K = (;"733 da i sistemi integrabili:

d ’1 12 c 2\11
Q- (q—— a _ exr) ) se ¢ #0 [MsS]
dt q3 q42 4c”gx
d /! /. ¢
dq - _ (L_ q” _ () ) se ¢/ =0,¢ #0 [MSS]
dt q(3) g4 4c¢'’(x)
dq q q/ q/u q//2 q//q/z q/4 1 $ 5 1 , q//
% - (? -1 P 5 . = 5 X) — Zc (x)x= + EC (x)x)g
3 3 & ' 5¢” 15 9
G 60 — S0 L 4 s — B 18 2 O e
2 4 ot B 4 16 16
7gc(x)c'(x)x + ic"(x)2x4 - ic'(x)c”(x)x3 s 2 (x)2x2) (nuovo)
8 64 16 16

Teorema: La coppia H = H[9 e(x)] K 9 da il sistema integrabile:

d (4) /Al /4 72 1 1
dg (q ; qq q q'q"? q ()075756,(X)q7+561(x)272
at q’ q q q

%
/ 12 //

—ZOc(x)c'(x)— +156(x) i —50(0? 2 —50()*)" (nwovo)
q* q3

Congett.: Le coppie (H(11.¢(x).0)» F(11.c(x).0)) € (Fii1.600).0]- F11.6().00))
producono due nuove equazioni integrabili.
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Risultati (parziali) )

Teorema: La coppia H = H(7 ¢(x)), K = (;‘733 da i sistemi integrabili:

d ’1 12 c 2\11
Q- (q—— a _ exr) ) se ¢ #0 [MsS]
dt q3 q42 4c”gx
d /! /. ¢
dq - _ (L_ q” _ () ) se ¢/ =0,¢ #0 [MSS]
dt q(3) g4 4c¢'’(x)
dq q q/ q/u q//2 q//q/z q/4 1 $ 5 1 , q//
% - (? -1 P 5 . = 5 X) — Zc (x)x= + EC (x)x)g
3 3 ! ' 5¢” 15 9
—Cd x4+ 60(x) — " (A p s (L 5¢709 _ c(x)? + — c(x)c”’ (x)x?
2 4 gt @ 4 16 16
7gc(x)c'(x)x + ic"(x)2x4 - ic’(x)c”(x)x3 + 2 (x)zxz) (nuovo)
8 64 16 16

Teorema: La coppia H = HI%¢)! K — 5/733 da il sistema integrabile:

d (4) /Al 112 11 12 14 72 1 1
a ((% 1 qq 1oq—+105q g 7105‘L +20c’(x)q—5 —5¢/ (0 456/ (07—
dt q p 9 2 q’ i q® q q q
720c(x)c'(x)— + 15¢(x)? 29 — 5o(x)? - — 5o(x) ) (nuovo)
q* q3

Congett.: Le coppie (H(1, ©(x).0); Hit1.600.00)) € (Ftit,e.01 F(11,0(x),00))
producono due nuove equazioni integrabili.

Congettura: ogni equazione biHamiltoniana integrabile & equivalente
(a meno di trasformazioni di contatto) ad una delle precedenti J
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The End
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