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Introduzione

0.1 Termodinamica del non-equilibrio: rela-
zioni di simmetria di Onsager e relazione
di time reversal di Onsager-Machlup

La termodinamica del non-equilibrio descrive i processi irreversibili con cui
un sistema macroscopico rilassa verso lo stato di equilibrio o, viceversa, a
partire dallo stato di equilibrio fluttua in uno stato di non-equilibrio.

L’assunzione di partenza e quella di equilibrio locale. Consideriamo un
sistema macroscopico racchiuso nel dominio spaziale V' ed indichiamo con u
un generico punto di tale dominio. Effettuiamo inoltre una partizione di tale
dominio V' in elementi I,, ognuno dei quali deve essere infinitamente piccolo
rispetto al volume macroscopico V', ma allo stesso tempo deve essere infini-
tamente grande rispetto la distanza intermolecolare in modo da contenere un
numero elevato di particelle e poter essere considerato quindi un sistema ter-
modinamico a sé stante. Il punto di vista di partenza consiste nel rinunciare
ad osservare all’interno di tali domini /,,, presi come elementi fondamentali; si
da cosi una “descrizione a grana grossa” (o coarse graining) del sistema. L’i-
potesi di equilibrio locale si esprime dicendo che ogni elemento I, puo essere
considerato in ogni istante di tempo 7 in equilibrio termodinamico descritto
dai parametri di stato A;(u), ..., An(u).

In tal senso la termodinamica del non-equilibrio € una teoria del continuo,
in cui i pararmetri di stato sono trattati come campi, cioe funzioni continue
dello spazio e del tempo: A;(7,u). Le relazioni tra i parametri di stato sono
definite dando una formulazione locale delle leggi di conservazione (ovvero
del primo principio della termodinamica) e della legge di aumento di entropia
(secondo principio della termodinamica).

Per avere una formulazione completa della teoria € necessario conoscere
le leggi della dinamica dei parametri di stato A;(7,u) durante i processi ir-



reversibili che fanno evolvere il sistema verso lo stato di equilibrio globale.
Fin dal secolo scorso esiste un gran numero di leggi fenomenologiche che de-
scrivono processi irreversibili nella forma di relazioni di proporzionalita : la
legge di Fourier tra il flusso di calore ed il gradiente di temperatura, la legge
di Fick tra il flusso di materia ed il gradiente di densita, la legge di Ohm tra
la corrente elettrica ed il gradiente di potenziale elettrico, ...

Ognuna di queste leggi puo essere descritta da una formula del tipo:

J=LX (1)

dove J rappresenta una corrente, cioe la derivata temporale del parametro di
stato di interesse «, che puo essere la densita di calore, di materia, di carica
elettrica, ... e descrive lo svolgersi di un processo irreversibile; X rappresenta
la forza termodinamica, come il gradiente di temperatura, di densita, di po-
tenziale elettrico, ... che genera il processo irreversibile medesimo. Quando
due o pill processi irreversibili avvengono simultaneamente nascono fenome-
ni di accoppiamento. Esempi di accoppiamento sono ’effetto Soret, cioe la
formazione di gradienti di concentrazione in conseguenza di un gradiente di
temperatura, o la forza termoelettrica, cioe la forza elettromotrice ottenuta
applicando un gradiente di temperatura alla giunzione tra due metalli. Per
descrivere tali effetti bisogna generalizzare la relazione (1) assumendo che
ogni forza termodinamica puo generare qualunque corrente:

Ji =Y LyX, (2)
7j=1

L;; sono coeflicienti fenomenologici noti come coefficienti di trasporto (o di
Onsager).

A partire dall’ipotesi di reversibilita della dinamica microscopica e sce-
gliendo in modo opportuno le correnti J; e le forze termodinamiche X;, nel
1930-31 Onsager (cf. [7] e [8]) ha fatto vedere che la matrice dei coefficienti
di trasporto deve essere simmetrica:

Lij = Ly (3)

Tali identita sono note come relaziont di reciprocita di Onsager.

Nel seguito cercheremo di vedere qual ¢ I'idea alla base delle relazioni di
Onsager (si rimanda il lettore interessato agli articoli originali di Onsager o
ai testi di S. R. De Groot e P. Mazur [10] e [11]).

Consideriamo un sistema macrosopico di volume V e all’interno di es-
so un elemento infinitesimo I,. Per semplicita supponiamo che il sistema



macroscopico sia in una situazione di equilibrio descritta dai parametri di
stato AY, ..., A?L, ma che ’elemento infinitesimo I, sia in un equilibrio locale
differente: A;(u), ..., A, (u).

Le differenze:
a; = A;(u) — A(l) y ey 0 = Ap(u) — A?L

misurano la lontananza dall’equilibrio dell’elemento I,,. L’entropia totale del
sistema si scompone nell’entropia dell’elemento I,, piu I’entropia del resto del
sistema (che indichiamo come ambiente):

Stot = Sa + S(’U,)

Se si fa evolvere liberamente il sistema si genera un processo irreversibile a
conclusione del quale anche I’elemento I, si porta in equilibrio con ’ambiente.
La variazione di entropia totale:

AStot = ASa + AS(U) >0

e positiva per il secondo principio della termodinamica. La variazione di
entropia AS(u) dell’elemento I, puo essere immaginata come somma di due
contributi:

AS(u) = ASe(u) + AS;(u)

Il termine AS,(u) descrive il flusso reversibile di entropia tra l’elemento I,, e
I’ambiente; si compensa quindi con la variazione di entropia dell’ambiente:

ASe(u) + AS, =0



Il termine AS;(u) descrive invece I’entropia prodotta all’interno dell’elemento
I, durante i processi irreversibili che lo portano all’equilibrio. Per il secondo
principio della termodinamica deve essere positivo:

Indichiamo con o(u) la produzione locale di entropia, ovvero I’entropia pro-
dotta nell’elemento I, nell’unita di tempo:

o(u) = —S;(u) >0
tale produzione di entropia e legata ai processi irreversibili in [,, dunque

alle forze termodinamiche X;(u) e le corrispondenti correnti J;(u). Questo
legame e espresso dalla relazione, valida in genrale:

o(u) = Z Xi(u)Ji(u) (4)

ed il fatto che o(u) € non negativa si traduce nel fatto che la matrice dei
coefficienti di trasporto deve essere definita positiva. Tale relazione (4) pud
essere presa come definizione delle forze termodinamiche X; e delle correnti
Ji; questo pero non fissa in modo unico le J; e X; in quanto si possono sempre
sostituire con delle combinazioni lineari. Il teorema di reciprocita di Onsager
si esprime dicendo che per tutte le scelte di X; e J; che verificano la (4)
valgono le relazioni di reciprocita (3).

Da ora in poi non consideriamo i flussi di entropia tra ’elemento I, e
I’ambiente. A tale scopo poniamo AS.(u) = 0. Cio equivale a considerare
I’elemento infinitesimo I, isolato ma, nonostante cio, soggetto a delle forze
termodinamiche X;(u) che fissano lo stato di equilibrio, caratterizato da:

ar=0, ..., a,=0

In corrispondenza di questo stato I’entropia dell’elemento [, ¢ massima. Un’i-
potesi ragionevole & quindi immaginare ’entropia come una funzione convessa
nelle variabili «ay, ..., @, con un massimo in @ = 0. Per piccole fluttuazio-
ni dall’equilibrio una buona approssimazione si ha sviluppando al secondo
ordine:

1

AS(qy ey ) = ~3 Z $ij 0G0 (5)
Y]



dove AS ¢ la variazione di entropia rispetto a quella di equilibrio e s;; &
una matrice simmetrica definita positiva. Derivando rispetto al tempo la
relazione (5) si ottiene un’espressione della produzione locale di entropia:

(Z Sij%') (6)

che ci permette di identificare le correnti con:

-3

n
i=1

doz,-
dt

. dai

Ji
dt

e le forze termodinamiche con:
n
Xi=—) sijoy (8)
i=1

L’evoluzione temporale dei parametri di stato locali «; nel processo irrever-
sibile che porta all’equilibrio ¢ descritta dalle equazioni fenomenologiche (2),
che assumono la forma:

dOfZ' n n
dt = — Z Likskjozj = — ZDijaj (9)
j=1

J,k=1

D;; ¢ nota come matrice di diffusione. Vale dunque la nuova espressione per
i coefficienti di trasporto di Onsager:

Lij = DiRy (10)
k=1

avendo indicato con R;; la matrice inversa di s;;.

In meccanica statistica si postula la seguente relazione tra ’entropia di
un sitema isolato nello stato @ e la probabilita che il sitema si trovi in quello
stato:

Plo, ..., o) ~ e25@1en) % (11)

Con tale interpretazione, sviluppare al secondo ordine I’entropia come in (5)
equivale a considerare fluttuazioni gaussiane dall’equilibrio; e cio sappiamo
che & ben verificato nei limiti di validita del teorema del limite centrale, cioe

. . 9 . 1
per fluttuazioni dell’ordine ~ TN



Date queste premesse possiamo ricavare le relazioni di reciprocita di On-
sager (2) a partire dallipotesi di reversibilita della dinamica microscopica.
Immediata conseguenza della reversibilita microscopica é:

a;(t)a;(t+7) = () (t — 7) (12)

I1 valor medio & preso su un ensemble distribuito secondo la probabilita de-
finita dalla relazione (11) e, per il teorema ergodico, coincide con la media
temporale. Tale relazione (12) si esprime dicendo che la correlazione tra lo
stato al tempo ¢ ed al tempo successivo t 4+ 7 € uguale alla correlazione con
lo stato al tempo precedente t — 7. In altri termini, fissato lo stato a ¢t = 0,
le flluttuazioni nel futuro e nel passato hanno la stessa distribuzione. Una
forma equivalente della relazione (12) é:

a;(t)a;(t +7) = oyt + 7)ej(t) (13)

ottenuta riscalando il tempo a secondo membro. E ragionevole assumere che
il processo @(t) sia un processo di Markov. In questo caso la relazione (13) &
equivalente a:

i ()1t +7) Yar@),man®) = 5 (D100 + T) }as (1) an(t)

dove la media interna e fatta supponendo fissato lo stato all’istante t. Sot-
traendo «;(t)a;(t) ad entrambi i membri si ottiene:

ai(t){e;(t +7) = () ar(),...cntt) = (O]t +7) = Qi) far0),...n(t)
(14)

Per come & stata definita la corrente J; possiamo identificare:

1
Ji(t) = ;{a’i(t +7) — i(t) Yoy (t),osan(t)

dunque, usando le relazioni fenomenologiche (2), la (14) assume la forma:
Z Lj,ka,-Xk = Z Lika/ij (15)
k=1 k=1

Resta da calcolare le correlazioni o;X; e cio si fa con un calcolo diretto
utilizzando 1’approssimazione (5) per I’entropia:

—~ 1
Oéin = /dOzl...dOZneAS(al""’an)KOAZ'X]' =

9



n
1
= — E sj,k/dozl...dan exp{—ﬁ E SabQlaOtp Yoo, = —K0;
k=1 a,b

Sostituendo nella (15) si ottengono le relazioni di reciprocita.

Per semplificare la notazione consideriamo d’ora in poi un unico parame-
tro di stato « (il che equivale ad avere un sistema con un solo tipo di processo
dissipativo). L’assunzione fatta fin’ora & che, a partire da una fluttuazione
a, di entropia AS(a) = —%saQ, il sistema rilassa all’equilibrio seguendo, in
media, ’equazione fenomenologica:

da

=LX —
/ dt

= —Lsa(t) (16)
Il principale limite di tale ipotesi € legata al fatto che I’equazione (16) & deter-
ministica, dunque non & possibile descrivere eventuali fluttuazioni a partire
dallo stato di equilibrio. Per risolvere tale limitazione Onsager ha proposto di
considerare «/(t) come un processo stocastico, la cui evoluzione temporale in
media ¢ soluzione dell’equazione deterministica (16). Un’ipotesi ragionevole
e che il parametro « si possa scrivere, in un modello cinetico, come somma
algebrica di variabili molecolari. Dunque per il teorema del limite centrale
ci aspettiamo che le fluttuazioni di «(¢) dalla traiettoria deterministica sia-
no descritte da un processo gaussiano a media nulla. Il modo piu semplice
per ottenere cio si ha prendendo «(t) soluzione dell’equazione differenziale
stocastica:

Rda(t) = —sa(t)dt + edW (t) (17)

essendo W (t) il processo di Wiener ed ¢ un parametro che misura le flut-
tuazioni stocastiche e va legato alle costanti fenomenologiche R = L' ed
s.

Dall’interpretazione probabilistica di entropia otteniamo la densita di
probabilita delle fluttuazioni ad un istante di tempo generico:

f ( ? ) x e A5(@% ~ o2k’ (18)

In generale definiamo la densita di probabilita congiunta di p eventi
tramite:

f ( C;ll . ‘;‘5 ) day...doy, = Pla(t) € (aq, a1+day) ; ... ; alt,) € (o, aptday)]

10



e la densita di probabilita dell’evento «(ts) = o condizionata dall’evento
at)) = ag:

8
f(t;

> dao = Pla(ts) € (ag, ag + dag) | alty) = aq]
Per la proprieta di Markov vale la relazione:

! ap \ o oy |« ap | ap
()= )Gl ) ()

dunque risulta particolarmente interessante conoscere la densita di probabi-

(631
ty

lita condizionata f ( (;2 ?1 ), poiche ci permette di conoscere la densita
2 1
di probabilita congiunta di p eventi f ?1 cee (;p . Partiamo dall’equa-
1 P

zione differenziale stocastica (17). La soluzione formale é:
.

oft) = a(0)e "+ / e gy (s)
0

con v = %. Il processo:

Y(t) = et /0 " (s)

€ un processo gaussiano di media nulla e varianza:

t
1
E[Y(t)}] =" / e?ds = o (1—e)
0 Y

Utilizzando questi risultati otteniamo ’espressione della densita di probabi-
lita condizionata:
Go

f( N >= ! exp{_(a_%e_w) }
v |4 ) e P U R e

Per 7 — o0, a(t) ed at + 7) sono variabili indipendenti, quindi questa
espressione si deve ridurre alla (18). Tale richiesta fissa il valore del parametro
€ pari a V2K R. Risulta dunque:

o
f(t—l—T

o 1

") = exp 4 (@0 )”
t)_\/2w§(1_e—zw) p{ %(1—6—277)} (19)

11




Cerchiamo di riscrivere la relazione (19) in una forma piu interessante fisi-

camente. Dividiamo Uintervallo di tempo 7 in intervalli di lunghezza A =
]—):
tlzt, t2:t+A, ey tp+1:t+T

Per I’equazione di Chapmann-Kolmogorov abbiamo:

Qpi1 (03] _ d (62) (0] Opy1 Qp
= Qg...do
f ( tpt1 t1 ) / 2 pf( ta | T ) f ( tpt1 tp )

K - - s Qip1 — aze=72)?
= /dag...dap [2%; (1—e 27A)} exp {_Q—Z ( +1 — ) } ~

NIS]
S

=1
per A ~0
1 R 9 9
~ m daz...dap exp —m[(OéP_H - )\ap) —+ ...+ (042 - )\041) ]
7T§ 2

avendo indicato A = 1 — yA. Un aspetto interessante ¢ che, a meno di una
costante di proporzionalita, ogni integrazione puo essere sostituita prendendo
il minimo dell’esponente rispetto la corrispondente variabile. Con un calcolo
diretto si trova infatti che:

/dﬂexp{—%‘? (y=28)*+ (8- )\oz)Q]} = 27r1 12)\2 exp{—%} =

2 1
= o T e { i ol - A7 + (9= e}

Usando tale risultato otteniamo:

Gp+1 | O1 ) _ L : _i . . 2 _ 2
P15 ) = (1) e { - min s = Aay? + .+ (e = dan)

tp+1
Per A — 0 la somma ad esponente tende ad un integrale e minimizzare su
Qa, ..., @ si traduce nel minimizzare rispeto tutte le traiettorie a(-) € C)
che soddisfano i vincoli: a(t;) = a; ; a(ty) = ay:

f;ll )mexp{_% a(tli)nf: N /: dt {dZ—gﬂJrva(t)r} (20)

Oé(tg) = (9

Cerchiamo di capire qual & la traiettoria am,(t) per cui il funzionale:
b2 do(t 2
et = [ a0 a0
, , dt

12



assume il valore minimo condizionato dai vincoli: a(t;) = a1 , a(tz) = ao.
Tale punto di minimo e soluzione dell’equazione di Eulero-Lagrange:

d 0

P
L9 ) OV
dt Bcy (o, &)

L(a,&) = %

con funzione lagrangiana:
L(a, &) = [& + ya)?

Esplicitando ’equazione di Eulero-Lagrange si ha:

L aft) = 0t

la cui soluzione generale e:
at)= A"+ A_e™

I coefficienti A, e A_ vanno fissati in base alle condizioni al contorno. Due
situazioni particolarmente semplici sono:
1) per t, = 00 e a(oco) = 0 abbiamo:

Qmin(t) = ape™ "
2) per t; = —o0 e a(—o0) = 0 risulta:
Omin (t) = age”

A partire dalla relazione (20) possiamo cercare in generale la distribuzione

di probabilita congiunta di p eventi:
a7 oy Gy
x
ty ) / ( tp tp—1 )

(0% Of;r) _ « o
f( b tp >_f< tf)f( b
s R . Sy

> e {_ﬁa% 4K oz(tll)nf: ay /tl dt[cu(t) + ya(t)]* + ...

Ck(tg) = Q9

R inf /t " dtla(t) +fyoz(t)]2} _

4K a(ty—1) = ap_1 Tt
alty) = ap

13



S 5 S .49 9 R . T2 L 2 g
=exp{——a ——Jal —aj] — — inf / dt [a(t)? + v a(t) ]}
2K 4K T AK alty)) =a, Ju
a(ty) = oy

Estendiamo 'integrale ad esponente tra —oco e +00 aggiungendo e sottraendo
le parti mancanti. A tale scopo si utilizzano le relazioni:

t1

inf dt[a(t)® + Y a(t)?] = yai
a(—00) =0 J-co
O!(tl) = 07

e /t At (t)? + 2a(t)?] = ya?
a(oco) =0

si giunge cosl al risultato finale:

A L o S PN B ICCRR ),

a(—o00) = a(o0) o0
aty) = a;
a(tp) = oy

(21)

Questa relazione € molto interessante. Interpretiamo il funzionale:
Ha() = 7 [ da(e? +7%ay”
4K |_ o

come funzionale entropia; permette infatti di stimare la probabilita che la
traiettoria a(t) sia all’interno di un generico insieme G:

Pla(-) € G] ~ exp {— irglfl(a(-))}

Inoltre il punto di minimo del funzionale I(«(-)) corrisponde alla traiettoria
piu probabile fra quelle dell’insieme G.

Possiamo quindi concludere che la traiettoria piti probabile che soddisfa
i vincoli: a(t1) = oy ,..., a(ty) = o, & soluzione dell’equazione:

a(t) = 7"a(t)

14



in ogni aperto (t,tx+1) con condizioni di continuitd agli estremi di tali
intervalli; negli istanti ¢; ci saranno in generale delle singolarita.

(l/(t) A

a3 4

Qo 1

o1 1

t t t
Come caso plarticolare? la traiettoria piu prgbabile che soddisfa i vincoli
a(0) = ag e a(oco) =0 &:

a(t) = age

Cio vuol dire che, se si parte da uno stato « fuori dall’equilibrio, il sistema
rilassa all’equilibrio seguendo la traiettoria deterministica definita dall’equa-
zione:

a(t) = —va(t)
che & proprio I’equazione fenomenologica (16). La situazione speculare &
quella con vincoli: a(—o00) =0 e a(0) = ap. In questo caso la traiettoria piu

probabile é:
a(t) = age

Dunque la traiettoria piu probabile che descrive una fluttuazione a partire
dallo stato di equilibrio si ottiene con un’operazione di time reversal sul-
la soluzione dell’equazione fenomenologica (16) che descrive il rilassamento
verso ’equilibrio. Tale risultato € noto come relazione di time reversal di
Onsager-Machlup.

0.2 Modelli stocastici di particelle interagenti

Anche per la termodinamica del non-equilibrio, cosi come per quella di equi-
librio, si cerca di ricavare ed interpretare le leggi fondamentali studiando
modelli microscopici.
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In un modello deterministico le particelle vengono considerate punti ma-
teriali (o corpi rigidi) interagenti 'uno con I’altro con evoluzione definita dalle
equazioni cardinali della dinamica. A partire dagli anni ’60 si & cominciato
a studiare modelli stocastici di particelle interagenti su reticolo. Un tipico
sistema di particelle interagenti e costituito da un numero finito di parti-
celle, ognuna delle quali evolve stocasticamente su un reticolo spaziale. In
assenza di interazioni si descrive il moto di ogni particella come un random
walk indipendente; a questo moto si sovrappongono le interazioni con le altre
particelle con il risultato che il moto delle singole particelle dipende in ogni
istante dalla configurazione di tutte le altre particelle.

Nella tesi si analizzano il limite idrodinamico e le grandi deviazioni di
un modello stocastico su reticolo unidimensionale che descrive un gas con
interazioni locali (zero range) a contatto con due riserve di particelle che
forzano il sistema fuori dall’equilibrio. A seguito di tale studio si trova che,
anche per questo modello di non-equilibrio, valgono le relazioni di reciprocita
di Onsager e si trova una generalizzazione della relazione di time reversal di
Onsager-Machlup.

Definiamo il modello supponendo che le particelle possano muoversi da
un sito all’altro di un reticolo unidimensionale di (2L + 1) punti: A, =
{-L,-L+1,...,L—1,L}. Indichiamo con 7:(z) il numero di particelle in x
all’istante ¢; la configurazione del gas al tempo ¢ e per definizione:

m={m(z), v € AL} € N

Gli stati del sistema sono dati dalle distribuzioni di probabilita sullo spazio
delle configurazioni:
p e My(N*)

Resta da definire la dinamica del sistema. Supponiamo che una generica
particella del sito x possa saltare con ugual probabilita verso destra o verso
sinistra su un sito primo vicino ed il salto avviene con un tasso di transizione
g(n(z)) dipendente solo dal numero di particelle in z (interazioni locali).
Inoltre dai bordi entrano particelle con un tasso di transizione %pi, essendo
p_ e py le fugacita delle riserve di particelle rispettivamente a sinistra e a
destra del reticolo.

Possiamo dunque calcolare la probabilita Py(n,n’) che il sistema passi
dalla configurazione 7 alla configurazione 1’ nell’intervallo di tempo [0, ].
Tale probabilita & soluzione delle equazioni di Kolmogorov:

d
%Pt:QLOPt:PtOQL
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avendo indicato con o il prodotto di convoluzione tra operatori. 2; € noto
come generatore della dinamica ed e espresso dalla sua azione sulle funzioni
cONA

in N°L:

) =5 O o))+ Fm ) =2 )5 S pel 7))

z€EAL

z,z+1 ( z,zfl)

Data la configurazione 7, la configurazione n risp. 7 si ottiene, per
definizione, a seguito del salto di una particelle verso destra (risp. sinistra);
mentre n” (risp. 77F) si ottiene a seguito dell’ingresso di una particella dal
bordo destro (risp. sinistro) del reticolo.

Dato un generico stato iniziale o € M;(N*2), lo stato del sistema ad
ogni istante ¢ & definito da:

p=poo P S ul= > ul1Pn,n)

’U’ENAL

ovvero, per l'equazione di Kolmogorov, e soluzione di:

d
— Uy = Q
dtﬂt Mt © 3L

Il primo risultato interessante e ’esistenza ed unicita della misura stazio-
naria ur,, cioe dello stato che soddisfa la relazione di stazionarieta: pr o2, =
0. Tale distribuzione di probabilitd & una misura prodotto sullo spazio N~
con marginali:

pr(z)k 1
pr[n(z) = k] =
g(k)! Z(pr(z))

essendo pr(z) il profilo lineare di fugacita tra p_ e py:

T
pr() =07 + 03
con o = BE2P= ¢ g = BP= Z(p) & la costante di normalizzazione (o

funzm'ne di .paI-‘tIZIOP?)I Z(p) =370 ﬁ. . \

Gli stati di equilibrio si ottengono per p, = p_ = ¢. Si ha cosi una
famiglia di stati di equilibrio: {x, ; ¢ € R}, parametrizzata dalla fugacita
. Ad ogni valore del parametro ¢ corrisponde una densita

p(®) = pyu[n(0)]

Dunque la famiglia di misure di equilibrio puo essere parametrizzata tramite
la densita: {v, = iy, ; p € RT} essendo ¢(p) la funzione inversa di p(yp),
espressa da:

(p) = v,lg(n(0))]
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Dato uno stato x ¢ definito il prodotto scalare tra funzioni in N z:

< f,9>u= ), wullf(m)g(n)

nENAL

Indichiamo con Ly(u) lo spazio delle funzioni a norma finita, cioé tali che
< f,f >u< oo. Il generatore {2, si puo interpretare come operatore sullo
spazio Lo(p) ed ha senso chiedersi qual & 'operatore aggiunto Q% definito da:

< f,Qrg >,=<Q1f, 9>,

per ogni coppia di funzioni f e ¢ in Ly(u). E noto che se p & lo stato stazio-
nario allora ’operatore aggiunto ()} puo essere interpretato come generatore
della dinamica che si ottiene sottoponendo il sistema a time reversal. La sua
espressione operatoriale é:

) = 5 3 o) { A2 ED pesn) - g+ P Big - g+

pr(x) pr(z)

zeAL

1
5P DI 0") — £ + 5o~ DIF ) — £

Una volta noto lo stato stazionario si puo esaminare 1’evoluzione macro-
scopica del sistema a partire da uno stato differente da quello stazionario.
All’istante iniziale ¢ = 0 si descrive la situazione di non-equilibrio con un
disegno di equilibrio locale. Si suppone cioe che ogni intorno macroscopico
I, sia “vicino” allo stato di equilibrio caratterizzato dalla densita y(u). Du-
rante 1’evoluzione ci aspettiamo che tale disegno di equilibrio locale evolva
in modo dolce. Piu precisamente ci aspettiamo che ad un tempo macro-
scopico successivo 7 'intorno I, sia ancora vicino ad uno stato di equilibrio
p(1,u), benché differente da quello iniziale, ed & ragionevole supporre che
I’andamento temporale p(7,u) sia regolare.

In altri termini, benché la dinamica sia intrinsecamente stocastica, quan-
do la si osserva da un punto di vista “macroscopico” si ottiene un comporta-
mento deterministico per la funzione densita p(7, u), definito da un’equazione
alle derivate parziali di tipo parabolica.

Specifichamo in che modo va adottato il punto di vista macroscopico.

1. Riscaliamo innanzitutto lo spazio. Supponiamo cioe che la distanza tra
due siti reticolari sia % In questo modo quando si considera il limite L — oo
il gas resta nel dominio finito [—1, 1], ma la distanza tra i siti reticolari tende
a zero (limite continuo). In conclusione ad ogni sito reticolare z € A @
associata la posizione macroscopica v = ¥ € [—1,1].

2. Il tempo va riscalato quadraticamente rispetto lo spazio perche il sistema
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e di tipo diffusivo. Dunque al tempo microscopico ¢ € associato il tempo
macroscopico 7 = 7.
3. Infine riscaliamo le masse associando ad ogni particella un peso %

In base a queste considerazioni la densita macroscopica risulta descritta

dalla misura empirica:

wh(du) = 3 Fmuer ()6 (du)

l‘EAL

(04(+) € la delta di Dirac su [—1, 1] concentrata in a). Tale misura associa ad
ogni dominio macroscopico A C [—1, 1] il valore della massa delle particelle
in esso contenute all’istante macroscopico 7. La misura empirica & ovvia-
mente funzione della configurazione 72, del sistema al tempo L?7; dunque
va interpretata come variabile casuale a valori nello spazio M ([—1,1]) delle
misure positive su [—1,1].

Si puo dimostrare che vale una legge dei grandi numeri per la misura
empirica secondo cui, nel limite L — oo, tende debolmente ed in probabilita
ad un proceso deterministico assolutamente continuo rispetto la misura di
Lebesgue:

= (du) 2 p(T, u)du

purché si suppone che lo stato iniziale pf descriva una situazione di “equi-
librio locale” con profilo di densita p(0,u) = po(u). Diciamo dunque che il
sistema ha comportamento idrodinamico e I’equazione alle derivate parziali
che definisce la densita limite p(7,u) € nota come equazione idrodinamica.

Per il modello zero range di non-equilibrio definito sopra si ha che ’equa-
zione idrodinamica diretta e:

0,0(r,u) = 50o(p(r,w)

mentre I'idrodinamica aggiunta e descritta da:

0rplr, 1) = 322(o(r, ) - a0, )

Entrambe queste equazioni vanno considerate insieme ai vincoli sulla fugacita
definiti dalle riserve di particelle ai bordi:

p(p(r, £1)) = px

ed alla condizione iniziale:
,0(0, u) = pO(u)
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La situazione stazionaria, soluzione di 0,p(7,u) = 0, & caratterizzata dal
profilo lineare della fugacita:

o(p(u)) =p(u) = au+

Nel seguito indicheremo con g, (risp. g7) la soluzione dell’equazione idrodi-
namica diretta (risp. aggiunta) corrispondente al profilo iniziale y(u).

La soluzione dell’equazione idrodinamica definisce il comportamento me-
dio, piu probabile, del sistema a partire da uno stato di equilibrio locale di
profilo v(u). Uno sviluppo naturale della teoria consiste nello studiare le
fluttuazioni da tale comportamento medio. Si cerca cioé con che probabilita
'evoluzione macroscopica del sistema segue un andamento fissato p(7,u) che
non ¢ soluzione dell’equazione idrodinamica. Si puo chiedere ad esempio con
che probabilita il sistema, partendo a t = —oo dallo stato stazionario, flut-
tua raggiungendo all’istante ¢ = 0 una configurazione di equilibrio locale di
profilo v(u).

Il risultato che si trova e che vale un principio di grandi deviazioni, secondo
cui la probabilita che I’evoluzione macroscopica p(7,u) sia all'interno di un
insieme di traiettorie G C C([0,00) x [—1,1]) &:

Pulp(r,u) € G] ~ exp {—nggup(-»}

essendo I(p(+)) il funzionale di grandi deviazioni che, per ovvie ragioni fisiche,
viene identificato con il funzionale entropia.

Una volta noto il funzionale di grandi deviazioni si puo rispondere a del-
le domande fisicamente interessanti. Si puo vedere ad esempio se valgo-
no le relazioni di reciprocita di Onsager ed il principio di time reversal di
Onsager-Machlup, basati proprio sullo studio delle fluttuazioni di un sistema
termodinamico dall’equilibrio.

Un vantaggio che si ha studiando modelli espliciti di particelle interagenti
e la possibilita di cercare una generalizzazione delle relazioni di Onsager e di
Onsager-Machlup a sistemi in cui non vale I’ipotesi di reversibilita della dina-
mica. D. Gabrielli, G. Jona Lasinio, C. Landim e M. E. Vares (cf. [12], [13]
e [14]) hanno studiato un modello zero range con dinamica non simmetrica
(cioé non reversibile) ed hanno mostrato che la reversibilita della dinamica
microscopica, cioe la validita della condizione di bilancio dettagliato, non e
condizione necessaria per la validita delle relazioni di Onsager ed Onsager-
Machlup. Nulla e stato detto fin’ora riguardo la validita di tali relazioni in
modelli stocastici forzati fuori dall’equilibrio dal contatto con delle riserve
esterne, come quello analizzato in questa tesi.
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A)  Consideriamo inizialmente la relazione di time reversal di Onsager-
Machlup. Supponiamo che il sistema sia disposto all’istante —oo nello stato
stazionario ed imponiamo che all’istante 0 si trovi in una situazione di grandi
deviazioni definita dal profilo di densita y(u). Ci chiediamo qual & I’evolu-
zione piu probabile che fa fluttuare il sistema in tale situazione di equilibrio
locale, ovvero qual ¢ il punto di minimo del funzionale di grandi deviazioni
nell’insieme G, delle funzioni p(7,u) tali che a ¢ = —oo descrivono il profilo
stazionario e a t = 0 verificano p(0,u) = 7y(u). Per il modello zero range
di non-equilibrio si trova che tale traiettoria pitt probabile risulta la soluzio-
ne dell’equazione idrodinamica aggiunta invertita temporalmente: p%(—7,u).
Questo risultato generalizza il principio di time reversal di Onsager-Machlup
secondo cui, per sistemi reversibili (e quindi quando il processo diretto a ag-
giunto coincidono), la traiettoria piu probabile che fluttua fuori dall’equilibrio
nello stato di profilo 7(-) si ottiene invertendo temporalmente la traiettoria
deterministica che rilassa verso 1’equilibrio a partire dall’equilibrio locale di

profilo y(-).

B)  Per definire i coefficienti di trasporto di Onsager bisogna considerare
sistemi con almeno due processi dissipativi. Per questo motivo € necessario
estendere lo studio delle grandi deviazioni ad un modello con due tipi di
particelle. Anche per il modello a due componenti si trova un comportamento
idrodinamico definito dall’equazione:

Orpa(T, 1) Z Doy (p(7, 1)) Oupy(T, u)

b=1,2

essendo p(7, u) il profilo di densita dei due tipi di particelle e D,;(p) la matrice
di diffusione. Se I(4(:,-)) ¢ il funzionale di grandi deviazioni e G5 ¢ I'insieme
delle traiettorie tali che p(—oo,u) € il profilo stazionario e p(0,u) = J(u),
definiamo il funzionale entropia:

S(()) =t I(5(, )

5

Tale funzionale si scrive come integrale di una densita di entropia s(7(u)) da
cui si ottiene la matrice:

62
apa 8pb

s(P)

Ricordando la relazione (10) risulta che i coefficienti di trasporto di Onsager
possono essere definiti tramite la relazione:

Lab(ﬁ) = Z Dac(ﬁ)Rcb(IH)

c=1,2

R;bl (/3) =
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e le relazioni di reciprocita di Onsager sono espresse dalla simmetria di tale
matrice:
Loy = Lia

La novita di tale simmetria consiste nel fatto che le relazioni di reciprocita
risultano verificate in un sistema di non-equilibrio.

Schema riassuntivo della tesi

Questa tesi ¢ organizzata nel modo seguente.

Nel primo capitolo sono definite le catene di Markov omogenee a tem-
po continuo su spazio dscreto. E definito il semigruppo delle probabilita di
transizione, legato al generatore della dinamica dalle equazioni di Kolmogo-
rov. Particolare attenzione e posta sui teoremi che garantiscono ’ergodicita,
ovvero l'esistenza ed unicita di una distribuzione stazionaria asintotica. Da-
ta una misura stazionaria viene infine definito il processo aggiunto rispet-
to tale misura, fisicamente legato all’inversione temporale della dinamica
microscopica.

Un lettore completamente a digiuno di teoria della probabilita puo trovare
alcuni elementi fondamentali (necessari per la comprensione della tesi) in
appendice A. In appendice B viene invece dimostrato un risultato importante
sui processi di Markov non omogenei, che risultera utile nello studio delle
grandi deviazioni dei sistemi di particelle interagenti.

I capitoli 2, 3 e 4 sono dedicati alla presentazione delle principali tecni-
che utilizzate nello studio di modelli stocastici di particelle interagenti. In
particolare nel capitolo 3 vengono analizzate le nozioni di equilibrio locale e
di comportamento idrodinamico. Il capitolo 4 riguarda invece lo studio delle
grandi deviazioni ed il calcolo del funzionale di grandi deviazioni.

Nei restanti capitoli 5, 6 e 7 e presentato il lavoro da me svolto. Nel
capitolo 5 si studiano l'idrodinamica diretta ed aggiunta di un modello di
particelle interagenti zero range fuori dall’equilibrio. Si considera inizialmen-
te il modello simmetrico con dinamica a primi vicini e poi si generalizza ad
un modello asimmetrico. Nel capitolo 6 si studiano le grandi deviazioni dal
limite idrodinamico e si trova I’espressione esplicita del funzionale di grandi
deviazioni. Un’aplicazione di tale studio consiste nella verifica delle relazio-
ni di simmetria di Onsager e nella generalizzazione della relazione di time
reversal di Onsager-Machlup. Nel capitolo 7 infine si calcola I'entropia tota-
le del sistema e si verifica la validita del principio di minima produzione di
entropia.
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Capitolo 1

Catene di Markov su spazio
discreto a tempo continuo

In questo capitolo vengono descritte le catene di Markov a tempo continuo,
che costituiscono lo strumento essenziale per lo studio di sistemi di particelle
interagenti.

Nel primo paragrafo ricordiamo la definizione di catena di Markov a tempi
discreti, soffermandoci sul significato della proprieta di Markov ed enuncian-
do il teorema ergodico per le catene di Markov, che assicura in condizioni
generali I'esistenza e unicita dello stato stazionario.

Nel secondo paragrafo passiamo a definire le catene di Markov omogenee
a tempo continuo; cerchiamo poi la definizione del generatore della dinamica
e verifichiamo le equazioni di Kolmogorov (par. 3). Nel paragrafo 4 faccia-
mo vedere che anche a tempo continuo vale ’esistenza e unicita dello stato
stazionario in condizioni abbastanza generali; ci soffermiamo quindi sulla
distinzione tra stati stazionari e stati reversibili (che verificano il bilancio
dettagliato). Per gli stati stazionari che non verificano il bilancio dettagliato
diamo la definizione del processo aggiunto e facciamo vedere che e legato
all’operazione di time reversal.

Lo studio dei processi di Markov non omogenei ed il calcolo della derivata
di Radom-Nikodim tra un processo omogeneo ed uno non omogeneo verranno
effettuati in appendice B per non appesantire la trattazione.

23



1.1 Definizione di catene di Markov a tempo
discreto

Indichiamo con A un ”alfabeto” di N simboli:
A ={a,b,..}

dove a = a, b, ... sono le lettere dell’alfabeto. Indichiamo con €2, la collezione
di tutte le parole di n lettere:

Q= {w = (a1, 9, ..., 0n); ; € A}

Vogliamo definire sullo spazio €2, una distribuzione di probabilita ben nor-
malizzata; a tale scopo consideriamo delle funzioni:

po() : A= Ry Zpo(a):l

acA
pk(a) :AX "4_>R+ ; Zpk(aaﬂ) =1 ; k= 17”
BEA
Dunque ad ogni evento elementare w = (ay,...,a,) € 2, associamo la

probabilita:
P(w) = po(aw)p1 (g, 1) ... P01, 0)

(¢ facile verificare che tale funzione P(-) & una probabilita ben normalizzata:
> weq, P(w) =1). In questo modo la terna:

(€, F, P)

con F la o-algebra dei sottoinsiemi di €2,,, € uno spazio di probabilita.
Tale spazio di probabilita (€2, F, P) si presta ad una duplice interpreta-
zione:

1. Si possono considerare gli eventi w = («q, ..., ;) come elementi di base
a cui & associata una certa probabilith P(w). Ad esempio si posso-
no considerare le a come le lettere di un alfabeto e la P(w) come la
ferquenza con cui la parola w viene utilizzata.

2. Oppure si pud immaginare ’evento w come risultato di una evoluzio-
ne temporale. Possiamo cioé immaginare un sistema che evolve tra
le configurazioni @ € A in modo casuale (ad esempio una particella
browniana che si muove in un reticolo); in questo caso interpretiamo
pk(a, B) come la probabilita di passare, nel k-simo intervallo di tempo
discretizzato, dalla configurazione o a f.
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Alla luce di questa seconda interpretazione del modello probabilistico (£2,, P),
puo essere interessante sapere qual € la configurazione del sistema ad un
istante di tempo fissato. Definiamo dunque la successione di variabili casuali:

{Xk:Q, > A;k=0,1,...,n}

tale che:
Xi(w = (g, .oy ) = g

Da come ¢ definita la probabilita nello spazio €2, risulta che la funzione
po descrive la distribuzione di probabilita della configurazione del sistema
all’istante inziale:

P[Xo = o] = py(a)

e le funzioni p; descrivono le probabilita di transizione del sistema da una
configurazione fissata all’istante k¥ — 1 ad una nuova configurazione all’istan-
te k:

P[Xy =B | Xp-1 = o] = p(a, B)

Chiaramente fissare una successione definita di configurazioni del sistema
equivale a fissare un evento elementare, quindi:

P[Xo = ap, X1 = aq, ..., Xoy = @] = po(0)p1 (o, 1)...pn(n—1, )

La successione di variabili casuali {X,,} & un esempio di catena di Markov
poiché verifica la proprieta di Markov, espressa dalla relazione:

P[ch+1 = O+1 | Xy =, Xjp—1 = 1, ..., Xo = 060] = P[ch+1 = Q41 | Xy = Oék]

Questa proprieta si puo esprimere dicendo che le catene di Markov non man-
tengono la memoria del passato; infatti, se e fissata la configurazione del
sistema ad un istante k, allora cio che succede ad un istante successivo k + 1
non dipende da cio che e successo agli istanti precedenti 0,1,....k — 1. Con
uno slogan possiamo dire che, se il passato (B) ed il presente (/V) sono dati,
allora il futuro (F") dipende solo dal presente ed & indipendente dal passato:

P[F|NB] = P[F|N]

Nel dare una definizione generale di catena di Markov puo essere utile
considerare la situazione in cui le variabili casuali X,, assumono valori in uno
spazio A C R generico (ad esempio non numerabile). Tale generalizzazione
risulta necessaria ad esempio quando si considera il limite idrodinamico di
sistemi di particelle interagenti. In tal caso la proprieta di Markov si esprime
tramite le probabilita condizionate da o-algebre (definite in app. A)
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Definizione Sia (€2, F, P) uno spazio di probabilita e sia {F,} una succes-
sione di o-algebre tale che F; C F» C ... C F. Una successione {X,} di
variabili casuali X,, : 2 — A & una catena di Markov rispetto alle o-algebre
Fn se X, e F,-misurabile per ogni n e vale la proprieta di Markov:

PX,€cA|F,]=P[X,€A|X,] (1.1)

qualunque sia n > m e A € B(R). Quando non viene specificata la succes-
sione di o-algebre {F,}, si intende per F, la o-algebra generata dai cammini
fino all’istante n:

Fn=0{X0,X1,..., X, }) = FX

Notiamo che qualunque altra scelta deve essere tale che F.X C F,.

Nella situazione in cui le X, assumono valori in uno spazio numerabile
A, parliamo di catene di Markov discrete (ovvero, su spazio discreto). La
funzione:

m(a)=PXp=a]; a€ A

¢ una misura di probabilita su A e viene indicata come distribuzione (o stato)
iniziale. La successione di funzioni:

pk(a,,@):P[Xk:Ck ‘ ch—l :ﬁ]a Od,/BEA

sono, per ogni (3 fissato, distribuzioni di probabilita su A note come probabi-
lita di transizione al tempo k.

Diremo che una catena di Markov {X,} & omogenea se le probabilita
P[X,:1 € A | X,] sono indipendenti da n qualunque sia A € F. Per catene
discrete cio equivale a chiedere che le probabilita di transizione py(-,-) siano
indipendenti dal tempo:

pr(a, 8) =p(a, 8) ; k=1,2,..

Da ora in poi, qualora non sia specificato altrimenti, considereremo sempre
catene di Markov discrete omogenee.

La coppia (po,p), dove po € lo stato iniziale e p la matrice delle proba-
bilita di transizione, determina completamente le proprieta probabilistiche
della catena di Markov {X,}. Infatti ogni probabilita finito dimensionale &
espressa in termini di py e p:

P[(Xo,...,Xp) € A] = Z 1 4 (v, ---0n)po (o) p(g, 1) -..p(Qn_1, i)
(0,...,an)EA

qualunque sia A € A™. Nel caso di spazio A non numerabile basta sostituire
alla matrice p(«, () la funzione di transizione P(«, B) = P [X,,11 € B | X,, = a];
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risulta quindi

P[(X(),,Xn) € A] = /Apo(da())/AP(O!(),dOél)...LP(an_l,dan)ﬂA(ao,...,CV”)

La matrice delle probabilita di transizione p(«, ) & una matrice stocastica,
cioe con elementi non negativi:

p(a,3) >0

> ple,f) =1

BeA

e normalizzata per righe:

E facile verificare che una matrice stocastica P verifica le seguenti proprieta:

1. trasforma vettori ad elementi non negativi e in vettori non negativi e
vettori ad elementi positivi in vettori ad elementi positivi:

se fa>0Va= (Pf)a>0
se fa>0Va= (Pf)e>0

2. lascia immutato il vettore identico 1 = (1,1, ..,1):

(P1) =1

3. trasforma a sinistra distribuzioni di probabilita in distribuzioni di pro-
babilita:
se Yopla)=1= Y (uP)(0) =1
o [0

4. la composizione di matrici stocastiche e ancora una matrice stocastica;
in particolare, se P, e P, sono matrici stocastiche e P, ha elementi non
nulli, allora P; = PP, € una matrice stocastica ed ha elementi non
nulli.

E chiaro che se {X,} ¢ una catena di Markov omogenea con probabilita di
transizione p(a, ), allora la potenza k-sima della matrice stocastica P da le
probabilita di transizione in k passi:

(#")(a, B) = P[Xpix = B | X =0
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Una forma equivalente della proprieta di Markov (1.1) ¢ espressa dall’ equazione
di Chapmann-Kolmogorov:

E :P[Xn1+n2 =7 ‘ Xﬂl :ﬁ]P[an :ﬂ ‘ XO :Ck] :P[Xm-f-nz = ‘ XO :7]
BEA
(1.2)

che, nel caso delle catene di Markov omogenee, si riduce all’identita matri-

ciale:
> (") (e, B)E™)(B,7) = (") (e, )

BeA

Una delle caratteristiche piu interesanti delle catene di Markov e ’esi-
stenza di un’unica misura invariante e stabile a seguito di un ipotesi di non
degenerazione sulla dinamica. Su spazio finito vale il seguente:

Teorema 1 (ergodico per le catene di Markov finite). Sia P, g una ma-
trice stocastica N X N che verifica l’ipotest di non degenerazione:

Ang : (P")as>0Va,f=1,..,N
Allora esiste un unica misura di probabilita m = (1,7, ..., TN ) tale che:

1. ¢ definita positiva e ben normalizzata:

7ra>0;27ra:1

acA

2. ¢ limite delle probabilita di transizione per numero di passi infinito:

o= lim (P")g,V f=1,...N

n—o0

3. € una misura invariante:

Zﬂ'apa,ﬁ =Tg

acA

L’ipotesi di non degenerazione ci assicura che con un numero finito di
passi ng € possibile passare da un qualunque punto ad un qualunque altro
dello spazio 2. Quando si passa a catene di Markov su spazio degli stati
numerabile bisogna rafforzare le ipotesi per ottenere ’ergodicita. Diremo
che uno stato a € inessenziale se esistono uno stato 3 ed un intero n tali che:

(") (e, B) > 0; (p*)(8,0) =0 VE € N
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Tutti gli altri stati sono detti essenziali. Gli stati inessenziali sono definiti in
modo tale che con una probabilita finita si pud passare in uno stato da cui
non e piu possibile tornare indietro; sono quindi stati transienti. La prima
richiesta e che ci siano solo stati essenziali. Se « e 3 sono due stati essenziali
diremo che sono comunicanti, e cido viene indicato con a <> (3, se & possibile
passare da « a 3 e viceversa con un umero finito di passi:

3 ny, 2 - (pm)(a,’ ﬂ) >0 ; (pm)(ﬂa a) >0

La relazione di comunicabilita ¢ una relazione di equivalenza nello spazio de-
gli stati essenziali, dunque partisce tale spazio in classi di equivalenza dette
classi indecomponibili di stati comunicanti. La seconda richiesta necessaria
per avere ergodicita € che ci sia un unica classe indecomponibile. Tuttavia la
presenza di piu classi indecomponibili non da fastidio poiché possono essere
considerate come catene di Markov separate (non c’¢ comunicabilita tra di
esse). Piu classi indecomponibili si hanno ad esempio quando ci sono delle
costanti del moto; infatti ad ogni scelta delle costanti del moto corrisponde
una differente classe indecomponibile e quindi un diverso stato stazionario
(concentrato in tale classe). All'interno di una classe indecomponibile si pos-
sono inoltre individuare delle sottoclassi cicliche. Dato lo stato o definiamo
il periodo di tale stato come il massimo comune denominatore della collezione
di tutti gli interi n tali che (p")(a, ) > 0. Si pud dimostrare che all’interno
di una classe indecomponibile tutti gli stati sono caratterizzati dallo stesso
periodo d (che & quindi una caratteristica della classe) e, se d > 1, si possono
individuare nella classe d sottoclassi cicliche Cy, C1, ...Cy_1 tali che in un pas-
so si puo passare solo da uno stato di Cy ad uno stato di Cy,; con k intero
modulo d. Dunque la presenza di un periodo positivo (d > 1) introduce una
ciclicita nella dinamica del sistema schematizzabile cosi:

/\@

|

@)

Tale ciclicita impedisce ’esistenza dei limiti (p™)(«, §) per n — oo; infatti
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se a € Cp e 3 € C, allora (p")(«, B) pud essere positivo solo se n = ¢ —p
mod d. Per avere ergodicita ¢ quindi necessario fare richiesta di aperiodicita:
d = 1. Queste richieste, di assenza di stati inessenziali e di presenza di
un unica classe indecomponibile ed aperiodica, corrispondono all’ipotesi di
non degenerazione formulata nel teorema ergodico per catene di Markov su
spazio finito. Nella situazione di spazio degli stati numerabile e necessario fare
ulteriori richieste che impediscano alla dinamica di allontanarsi all’infinito.
Dato lo stato « indichiamo con f¥  la probabilita che, partendo da «, si torni
in o per la prima volta dopo k passi

k=PX)=o,X;#al1<I<k—1|Xy=q]

La prima richiesta che si fa e che gli stati siano ricorrents:

o0
d fh=1
k=0

che corrisponde a chiedere che, partendo da «, prima o poi ci si torna.
Bisogna inoltre chiedere che il tempo medio di ricorrenza sia finito:

i kff < oo
k=0

Si puo dimostrare che vale il seguente

Teorema 2 (ergodico per catene di Markov su spazio discreto). Sia
{X,.} una catena di Markov su spazio numerabile A con matrice delle proba-
bilita di transizione p(a, 3). Supponiamo che lo spazio degli stati sia formato
esclusivamente da una classe indecomponibile ed aperiodica di stati essenzia-
li, comunicanti, ricorrenti e con tempo medio di ricorrenza finito. Allora la
catena di Markov é ergodica, cioé valgono le proprieta 1, 2 e 8 del teoremal.

1.2 Catene di Markov a tempo continuo

Vogliamo ora generalizzare la definizione di catene di Markov omogenee per
tempi continui; in questo caso 'intervallo temporale At che intercorre tra
due salti X;, — X,,;; non & pill un tempo discretizzato e fissato, ma una
variabile casuale con legge di distribuzione che decade esponenzialmente con
tasso di decadimento dipendente solo dallo stato precedente al salto.

Al solito indichiamo con A = {«, 3, ...} lo spazio numerabile delle con-
figurazioni del sistema. Questa volta come spazio degli eventi elementari
prendiamo:

Q= (Ax[0,00)";
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cioe ogni evento elementare ¢ una successione del tipo:

w = {(a1,7), (a2, 72), ...}

in cui e specificata la configurazione oy dopo £k salti, e I'intervallo di tempo
i, che intercorre tra il k-simo ed il (k + 1)-simo salto.
Vogliamo definire in {2 una o-algebra F ed una misura di probabilita P
in modo che lo spazio
(Q,F,P)

sia uno spazio di probabilita ben definito. A tale scopo introduciamo le
successioni di variabili casuali {X,: Q2 — A;n =1,..} e {At,: Q —
R, ; n=1,..} tali che:

Xp(w)=a, e Aty(w) =1,
Come o-algebra F prendiamo la o-algebra da loro generata:
.7: =0 ({(Xla Atl), (Xg, Atg), })

Per definire la misura di probabilita P richiediamo che { X, } sia una catena di
Markov omogenea a tempo discreto con distribuzione iniziale pu(-) e matrice
delle probabilita di transizione p(-, -):

PlXo = o] = p(a)
PlXy11 =8| Xy = o] =p(e, B)
Chiediamo poi che, se sono note le configurazioni X,, = «, ad ogni salto,

allora le variabili At, sono indipendenti e distribuite secondo una legge di
decadimento esponenziale con tasso di decadimento definito dalla funzione

A): A= Ry
PAt, el | X, =qa]= /ds)\(a)e)‘(o‘)s
I

Un primo risultato interessante (cf. [1, capl]) ¢ la:

Proposizione 1. La successione di variabili casuali {X,,T, = Z;é Tk} €
una catena di Markov nello spazio di probabilita (2, F, P) (é uno spazio non
numerabile); le probabilita di transizione sono

P[Xn—kl:ﬂa tSTn+1§t+dt‘Xn:a: Tn:S]:
= p(a, B)M(@)e MV sy dt (1.3)
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Dim. 11 fatto che valga la proprieta di Markov e conseguenza del fatto che:
{X,} & essa stessa una catena di Markov; inoltre 7,41, dato X,,, ¢ indipen-
dente da tutte le altre variabili 7, 79, ..., 7;,, quindi, se sono fissati X,, e T,,,
la variabile T,,,; = T,, + 7,41 non dipende dal cammino fino al passo n.
L’ espresione per le probabilita di transizione si ricava direttamente dalla
definizione:

P[Xn—kl:ﬂatSTn—H <t+dt ‘ Xn:aaTn:S]:

=P X,=0t—s<tmp<t—s+dt| X,=0a,T,=s|=

dato X,, sia X, che 7,11 sono indipendenti da 7},
=PXpn1=0t—s<mu<t—s+dt| X,=qa] =
per definizione di probabilita condizionale
=Plt—s<mpn<t—s+dt| Xp=0,Xp1 =0PXp1=0|Xp=0q] =
nel primo fattore 7,4, ¢ indipendente da X,
=Plrp1 €(t—s,t—s+dt) | X, = a|P[Xy1 =0 | X =q]
da cui si ottiene la formula (1.3) da dimostrare.
O

Definizione A questo punto possiamo definire la catena di Markov a tempo
continuo {X (t) , t € R;} come il processo stocastico che specifica ad ogni
istante di tempo t qual e la configurazione del sistema:

X(t,w) = X,(w) se T i(w)<t<T,(w)

Questo significa che il processo X (t) visita successivamente i siti occupati
dalla catena di Markov discreta {X,}, soffermandosi in ciascun sito per un
tempo 7,.
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Il processo {X(¢)} & una catena di Markov omogenea a tempi continui,
nel senso che verifica le seguenti proprieta:

1. omogeneita temporale:

P[X,s: = a|X,] = P[X, = a|X,] (1.4)

2. proprieta di Markov:
P Xy =alo({X,; r <t})] = P Xs11 = | Xi] (1.5)

Tale catena di Markov & definita sullo spazio dei cammini D([0, 00) x A),
cioe delle funzioni continue a sinistra di variabile reale positiva ed a valori in
A. Non chiediamo la continuita poiché abbiamo a che fare con una dinamica
a salti.

1.3 Generatore, equazioni di Kolmogorov

Alla catena di Markov { X (¢)} definita dalla terna (ug, p, A) si associa in modo
unico il semigruppo {P;(-,-) : Ax A — Ry ; t € R, } delle probabilita di
transizione nell’intervallo temporale t:

Pt(aaﬂ) = P[X5+t =p | X = a] (16)

A partire dalla proprieta di Markov si verifica facilmente che vale la proprieta
di semigruppo (o equazione di Chapmann-Kolmogorov):

Z Pt(a’a ﬂ)Ps(ﬂa 7) = Ps+t(aa 7)

BeA
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ovvero:
P,o P, = Py, (1.7)

essendo o il prodotto di convoluzione tra operatori.
Il generatore della dinamica L(-,+) : A x A — R ¢ definito da:

L(e, ) = Ma)p(e, B) — Ma)da s (1.8)

essendo 0,4 la funzione delta di Kronecker. E facile verificare che il genera-
tore soddisfa le proprieta:

> pealle, f) =0
L(a,3) >0 (1.9)
L(a,a) <0

In realta si puo far vedere che un qualunque operatore che soddisfa tali
proprieta definisce senza ambiguita il corrispondente processo di Markov

{X(0)}
Il semigruppo {P;} ed il generatore L possono essere visti sia come ope-
ratori a destra sullo spazio C(.A) delle funzioni definite in A:

=Y P, 0)f(8) = E[f(X(®)|X(0) = a]

pBeA
=> LB

BeA

sia come operatori a sinistra sullo spazio M;(.A) delle misure di probabilita

su A:
(P (@) = > u(BP(B:a

peA

(L)(@) = Y u(BL(B,a

peA

Notiamo che P, trasforma lo spazio M;(A) insé: Y (uP:)(«) = 1. Invece il
generatore L trasforma una distribuzione di probabilita normalizzata in una
funzione a media nulla: ) (uL)(«) = 0.

Tra il semigruppo {X(¢)} ed il generatore L c’¢ una relazione definita
dalla:
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Proposizione 2. valgono le equazioni di Kolmogorov:

(0:P)(a, ) = (LP)(ev, ) (1.10)
(8tPt)(a/aﬂ) = (PtL)(aaﬁ) (1'11)

Cio vuol dire che il semigruppo {P;} & espresso dalla relazione:

Py(e, ) = (¢")(e, B)

(Questa relazione spiega il nome dato all’operatore L, di generatore della di-
namica)

Dim. Noinon daremo una dimostrazione rigorosa delle equazioni di Chapman-
Kolmogorov (che si puo trovare in [1]), ma cerchiamo piuttosto una valida
giustificazione. Partiamo da:

aPt(oz, ﬂ) hrn — [Pt-q-At(a ﬂ) Pt(a’ ﬂ)] =

usando la proprieta di semigruppo (1.7):

= lim — ZRO«”YPA:‘,(V ﬂ) Pt(aaﬂ)
yEA

= AhtIBOE: ZR: a,7) [Pae(7, B) = 85,4 (1.12)

usiamo ora il significato fisico del semigruppo {P;} . Pas(7, 3) € la probabi-
lita che il sistema, partendo dalla configurazione v all’istante 0, arrivi nella
configurazione [ all’istante At; e, poiché U'intervallo At & piccolo (al limite
tende a zero), possiamo immaginare che il sistema possa fare al piu un sal-
to (Si puo far vedere infatti che le situazioni con due o piu salti risultano
trascurabili nel limite). Consideriamo quindi:

e se v = (3, solo la situazione in cui il sistema resta nella configurazione
0 per tutto 'intervallo At; cio avviene con probabilita:

0p,y / ) AB)e MBds ~ §5.,(1 — A(B)At)

At

e se 7 # (3, solo la situazione in cui il sistema salta una sola volta da v a
(3; e cio avviene con probabilita:

p(7, 8) /0 tA(’Y)e‘A(”Sds ~ p(v, B)A(y) At
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In base a queste considerazioni risulta:

— ZPt a,) [Pat(7, B) = 04,8 =~

'yGA

= At Z Py(cv,7) [63,8(1 = A(B)AL) + A(v)p(y, B) AL — 67, B] =

yeA
= Z Pi(«,v)L(v, B) = (P.L)(«, B)
€A

Sostituendo nella (1.12) otteniamo una delle due equazioni di Kolmogorov.
Con un ragionamento analogo si ottiene anche 'altra.

0

1.4 Misure invarianti, processo aggiunto

Per come & definito il semigruppo {P;} risulta chiaro che, se pg € lo stato
iniziale del sistema, cioe la distribuzione di probabilita sullo spazio delle
configurazioni A all’istante ¢ = 0, allora lo stato p; all’istante ¢ & definito da:

Z po(B)Pi(B, ) = (o) (cx)

BeA

Come per le catene di Markov a tempo discreto, possiamo cercare per i
processi a tempo continuo gli stati stazionari. Cerchiamo cioe le distribuzioni
di probabilita 7 (-) invarianti sotto la dinamica:

(rP)(e) =7(a) ,Vt>0

E facile capire, a partire dalle equazioni di Kolmogorov (1.10) e (1.11), che
cio e possibile se e solo se ¢ soddisfatta I’equazione di stazionarieta’:

(L)) =0,V « (1.13)

Per quanto riguarda ’esistenza e unicita della misura invariante esiste un
teorema che ci permette di estendere il teorema ergodico per le catene di
Markov discrete a processi a tempo continuo:

Proposizione 3. La misura w(-) & invariante per la catena di Markov a
tempo continuo {X (t)} se e solo se m*(-) definita da:

m(a)A(a)
> 25 T(B)AMB)
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e una misura invariante per la corrispondente catena di Markov a tempo
discreto {X,} con matrice delle probabilita di transizione p(-,-).
In formule:

(L) =0 < Y 7 (B)p(8,0) = ()
B

Dim. La verifica di tale proposizione si fa in modo diretto ed ¢ immediata:
(rL)(a) =0; YVae A&

&Y m(BAB)P(B, @) = (@A) ; Vo€ A&

BeEA
dividendo entrambi i membri per > 7(7)A(7)

&> m(B)p(8e) =7"(e)

BeA
che e proprio la tesi.

O

Abbiamo visto nei teoremi 1 e 2 del primo paragrafo quali sono le ipotesi
sufficienti affinché la catena di Markov {X,} con matrice delle probabilita
di transizione p(«, ) sia ergodica, ovvero abbia un unico stato invariante ed
asintotico. In virtu di quetsa proposizione le stesse ipotesi fatte sulla matrice
p(«, B) garantiscono esistenza ed unicita dello stato stazionario anche per
la catene di Markov a tempo continuo {X(¢)}, qualunque siano i tassi di
decadimento A(a).

bilancio dettagliato

Dalla equazione di stazionarieta (1.13) e dalla definizione (1.8) del generatore
L, risulta che 7 € uno stato stazionario se verifica:

> A (BAB)P(, @) = w(@)A(@)p(e )} = 0

BeA

Cerchiamo di capire il significato fisico di tale relazione. A(a)p(«, B) ¢ il tasso
di transizione del sistema in direzione a@ — [, cioe la frequenza media con
cui il sistema, inizialmente in configurazione «, passa nella configurazione f.
Poiché () € la probabilita con cui il sistema si trova in configurazione «,
possiamo interpretare:

Jr(a, B) = m(@)Ma)p(a, ) — m(B)A(B)p(B; )
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come la corrente algebrica media (rispetto allo stato ) del sistema tra le
configurazioni o — f3.
La condizione di stazionarieta (1.13) assume dunque la forma

D Jala,f)=0; Va€ A

BeA

ed affinché sia verificata sono possibli diverse situazioni.

La situazione piu semplice ¢ quella in cui per ogni coppia di stati o e 3
la corrente J,(c, #) € nulla. In questo caso, se il sistema si trova nello stato
7, in media passa da «a a (3 con la stessa frequenza con cui passa da 3 ad «
secondo lo schema:

%
o+
Cio e possibile se e solo se e verificata la condizione di bilancio dettagliato:

m(a)A(@)p(a, B) = m(B)AB)p(B, @) (1.14)

Tale terminologia e presa dalla chimica. Immaginiamo infatti un sistema
chimico in cui le particelle possono presentarsi in diverse fasi o componenti
a, B3, .... La situazione stazionaria e quella in cui ogni singola fase ha concen-
trazione fissata nel tempo; tuttavia questo non impedisce che ci sia un flusso
continuo di materia da una fase all’ altra di tipo circolare

o
v
Y —:\7
Per equilibrio chimico si intende invece una situazione in cui ogni singola
reazione
a3
¢ bilanciata; si parla percio di bilancio dettaglliato. Ci riferiremo agli stati
che soddisfano la condizione di bilancio dettagliato come a stati di equilibrio
dettagliato (o microscopico) oppure come a stati reversibili. Infatti la carat-
teristica fonamentale legata al bilancio dettagliato ¢ quella di reversibilita
della dinamica microscopica. Poiché per ogni coppia di stati « e § il flusso
medio da o a § & nullo, risulta che la dinamica invertita nel tempo resta
inalterata. La formulazione matematica di questa idea si ha con la defini-
zione della dinamica aggiunta. Tutti gli stati che soddisfano la condizione
di stazionarieta (1.13) ma non quella di bilancio dettagliato (1.14) saranno
indicati come stati stazionari non reversibili
L’immagine della reazione chimica & per certi versi fuorviante. Il nu-
mero di componenti di un sistema chimico e finito e fissato; invece quando
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si studiano sistemi di particelle interagenti si ha a che fare con un numero
virtualmente infinito di siti reticolari. Per questo motivo le richieste che si
fanno nella definizione di equilibrio sono differenti. Per considerare un gas
all” equilibrio non e necessario che per ogni particella che passa da un sito x
ad un sito vicino z + dx ce ne sia una che passa nel verso opposto (situazione
di bilancio dettagliato); la richiesta che si fa & che in ogni volume infinite-
simo rispetto al volume totale, ma abbastanza grande rispetto alla distanza
intermolecolare in modo da contenere un numero circa infinito di particelle,
il numero totale di particelle resti in media inalterato e non ci sia flusso di
particelle in una direzione privilegiata. Dunque tra gli stati stazionari non
reversibili dovremo fare un’ulterirore distinzione a seconda se descrivono un
sistema di equilibrio o fuori dall’equilibrio. Tale distinzione risultera natura-
le quando daremo una modellizzazione probabilistica di sistemi di particelle
interagenti.

generatore aggiunto

Data la misura di probabilita 7(-) su A, definiamo lo spazio di Hilbert Ly(7)
delle funzioni su A a norma finita, con prodotto scalare:

< fo9>2= Y m(a)f(a)g(a)

acA

Reinterpretando L e P, come operatori a destra su Ly(7), risulta interessante
chiedersi come sono fatti gli operatori aggiunti L* e P}, definiti da:

< filg>x = <97L*f>7r7vf:g€L2(7r)
<faf)tg>7r = <gaf)t*f>ﬂ'7vfag€L2(7T)

La risposta a tale domanda e data dalla seguente:

Proposizione 4. L’operatore L* é un generatore (cioé verifica le tre pro-
prietd (1.9)) se e solo se m & uno stato stazionario. In tal caso il semigruppo
associato ad L* & proprio {P;}: P} = eX™; ed il processo di Markov aggiunto
(di generatore L*) é caratterizzato da probabilita di transizione:

AB)7(B)p(8; o)
M) ()

P, B) =

e tasst di decadimento:

A (@) = AMa)
In particolare l’operatore L é autoaggiunto: L = L*, se e solo se & verificato
il bilancio dettagliato.
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Dim. Consideriamo inizialmente il caso particolare in cui il generatore L ¢
autoaggiunto; vogliamo verificare che cio € possibile se e solo se e verificato
il bilancio dettagliato. Dire che L & autoaggiunto equivale a dire che:

<filg >x=<Lf,g>x, Yf.g
prendendo le due funzioni f(v) = da,, € g(y) = s,y si ottiene

m(a)L(a, B) = 7(B)L(B, ) , Yo, B

che e proprio la condizione di bilancio dettagliato. Viceversa, se vale il
bilancio dettagliato, fissate f(-) e g(-) risulta

< fiLg >x=Y m(@)L(a, B)f(a)g(B) =
a,B

= " w(B)L(B, o) f(e)g(B) =< g, Lf >x
a,B

Passiamo a dimostrare la prima parte della proposizione. Cerchiamo una
relazione che definisce 'operatore aggiunto L*. Partiamo dalla definizione

< f,Lg>r=<L'f,9>x, V[, g
scegliendo f e g come prima si ottiene
m(a)L* (@, 8) = 7(8)L(B, ) (1.15)

Vediamo in che condizioni L* & un generatore, cioe verifica le proprieta (1.9).
Dalla relazione (1.15) si vede subito che sono soddisfatte sempre le prime due
proprieta di generatore:

L(a,a) <05 L'(a, ) 2 0 se B #

Dunque L* € un generatore se e solo se risulta

> w(B)L(B, ) =0

BEA

che coincide proprio con I’ equazione di stazionarieta per lo stato .
Il fatto che il semigruppo aggiunto P} coincide con e’ si deduce dalla

formula di Trotter-Kato:
) t \"
P, = lim (1 + —L)
n

n—0o0
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cercando 'operatore aggiunto di ambo i membri.

Ci resta da trovare I'espressione esplicita delle probabilita di transizione
p* e dei tassi di decadimento A* del processo aggiunto. La relazione (1.15) si
riscrive cosi:

X (@)[p* (@, 8) = dagl = —SMB)[p(8,0) = bag]

Ponendo o = [ si ottiene
A (@) = AMa)

mentre dividendo ambo i membri per A(«) si ha

m(B)AB)p(B, @)
(o)A (@)

(e, B) =

Cio conclude la dimostrazione della proposizione.
O

Il significato fisico del processo aggiunto e strettamente legato a quello di
inversione temporale. Questo legame ¢ espresso dalla seguente:

Proposizione 5. Se {P,} é un semigruppo con misura stazionaria w, e { P;'}
e il semigruppo aggiunto, allora risulta:

Er [i(X(#)) fa (X (t))] = Y (@) fi(@) Eal frri (X (trs1 — 1))
acA
S (X (b = BB oot (X (b — b)) fa (X (t5 — £1))] (1.16)

per ogni scelta delle funzioni fi...f, € Lo(u) e dei tempi ty < to < ... < ty;
avendo indicato con E, e E} il valore aspettato condizionato da X(0) = «
rispettivamente per il processo diretto e per il processo aggiunto.

Dim. Fissiamo n, le funzioni fi, fo, ..., fn € La(m) ed i tempi t; < t5 < ... <
t,. Per definizione di valore aspettato:

Er[fi(X (1)) fa(X (tn))] =

= > filon)falom) Pr[X (t1) = a1, ooy X (tn) = o] (1.17)

Qa1ye,ap €A

P, & la probabilita nello spazio dei cammini D(R; x A) con stato iniziale
7 e dinamica definita dal generatore L. Se per stato iniziale prendiamo la
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distribuzione p(c) = 0a,,, chiamiamo P, = P,,. Con tale notazione il
secondo membro della (1.17) si riscrive cosi:

Z fl(al)"'fn(an) ZW(QO)PaO[X(tl) = 0a, 7X(tn) = an] =

Q1,y.--,0n EA g

per come e definito il semigruppo P;

= Z fi(e)... fn(am) T (00) By, (0, 1) Pry iy (1, ) Py, (01 — i)
Q0,01 ;-0 EA
(1.18)
A quetso punto utilizziamo la relazione:

71'(0!0)3(0!0, 041) = T(Ofl)Pt*(al, a())

che definisce il semigruppo aggiunto F;; iterando k volte tale sostituzione
nella relazione (1.18) risulta:

Efi(X () faXED = D filn)-fulon)pf, (0, a0) Py, (a2, ).

Q0,01 5.:50n

Py (e cp) (o) Py -t (0 Q1) oo Pyt (Ot ) =

Qf41;0030n

:Zﬂ(ak)fk(ak){ > fk—|—1(a’k+1)---fn(an)Ptk+1tk(akaak+1)---Ptntnl(anlaan)}

QOO —1

{ > flc1(0%1)---f1(041)351tk1(041(a04k1)---P£§tl(amal)ﬂﬁ(alaao)} =

= (o) fr (k) Bay [Frat (X (torr — b)) S (X (b0 — ti))] X

XEZk [fkfl(X(tk — tkfl))---fl(X(tk — tl))]

che & proprio cio che volevamo dimostrare.
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1.5 Processo di Markov non omogeneo

Fino ad ora abbiamo considerato catene di Markov omogenee. Vogliamo
studiare la relazione tra catene di Markov omogenee e catene di Markov rese
inomogenee dalla presenza di un campo esterno, poiché risultera utile nello
studio delle grandi deviazioni di sistemi di particelle interagenti.
Consideriamo un processo di Markov {X (¢)} di generatore della dinami-

ca L:
ZA p(e, B)[f(B) = f(e)]

Indichiamo ora con:

F(,-) : [0,T]x A— Ry

una funzione regolare e limitata, e consideriamo il processo di Markov non
omogeneo {X'(¢)} con generatore L!":

=Y Mo F8)-FE)[ £(3) — f(a)] (1.19)

peA

Nostro scopo e calcolare la derivata di Radom-Nikodim tra la probabilita P
che definisce il processo omogeneo e la probabilita P che definisce il processo
non omogeneo relativa ai cammini fino al tempo ¢; il risultato che si ottiene
e:

P ¢
ﬂ(t) = exp {F(t, X(t)) — F(0,X(0)) — / dse X)), + L)eF(s’X(s))}
0

dP
(1.20)

La verifica di tale espressione e tutt’altro che banale ed & presentata nei
dettagli in AppendiceB.
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Capitolo 2

Modelli di particelle interagenti

Il campo dei sistemi di particelle interagenti € nato come una branca della
teoria della probabilita alla fine degli anni ’60, a partire dai lavori di Spitzer
[2] e [3]; da allora questa area ¢ cresciuta rapidamente stabilendo connessioni
inaspettate con altri campi.

La motivazione originale per questi studi venne dalla meccanica statisti-
ca. L’obbiettivo era descrivere ed analizzare I’evoluzione temporale di modelli
stocastici le cui misure di equilibrio sono le distribuzioni di Gibbs; si sperava
cosi di arrivare ad una comprensione migliore delle transizioni di fase. In
seguito divenne chiaro che modelli con una struttura matematica simile pos-
sono essere formulati in altri contesti: reti neurali, studio della crescita dei
tumori, etc...

Da un punto di vista matematico i sistemi di particelle interagenti rap-
presentano una deviazione dalla teoria dei processi di Markov. Un tipico
sistema di particelle interagenti consiste in un numero elevato di particelle
che, in assenza di interazioni, evolverebbero secondo catene di Markov indi-
pendenti su spazio finito; sovrapposto a cio ¢’e un qualche tipo di interazione.
Pertanto I’evoluzione di ogni singola particella non é pii Markoviana, ma solo
il sistema complessivo evolve secondo una dinamica di Markov.

Definiamo ora alcuni sistemi di particelle interagenti, introducendo lo
spazio delle configurazioni e ’evoluzione dinamica su di esso; ci soffermeremo
anche per ognuno di essi sull’esistenza di misure invarianti e di equilibrio.

2.1 Particelle libere

Un esempio banale di sistema di particelle interagenti e quello di assenza di
interazioni in cui le evoluzioni dinamiche delle singole particelle sono random
walk indipendenti.

44



Supponiamo che ogni particella possa trovarsi in qualsiasi sito di un reti-
colo finito T in RY. Per semplicita possiamo considerare lo spazio unidimen-
sionale R ed in esso una collezione di interi {0, 1,2, ..., N} con condizioni di
periodicita al bordo; cioeé definiamo il reticolo come il toro unidimensionale
di N punti: Ty = Z/NZ.

Per descrivere 1’evoluzione del sistema cominciamo col distinguere tutte
le particelle. Supponiamo che il numero di particelle totali all’istante iniziale
t = 0 sia K e che questo resti inalterato ad ogni istante di tempo (sistema
conservativo). Poiché non ci sono interazioni immaginiamo che tutte le par-
ticelle evolvono secondo catene di Markov sul toro T omogenee, a tempo
continuo, invarianti per traslazioni ed indipendenti. Per dare una descrizione
matematica, sia p(+,-) : Ty X Ty — R una matrice di probabilita di transi-
zione sul toro Ty. Fissiamo I’attenzione su una singola particella (i-sima), ed
indichiamo con P;(z,y) la probabilita che la particella si trovi in y all’istante
t, sapendo che era partita in z a t = 0. Dalla teoria sulle catene di Markov
sappiamo che Py(+,-) & la soluzione (unica) dell’equazione di Kolmogorov:

atPt(xvy) = Z p(.’]?,Z)[Pt(Z,y) - Pt(x7y)]

ZGTN
PO(:L" y) = 656;:’/

Il sistema complessivo sara descritto da una collezione di K processi di Mar-
kov indipendenti ed uguali a quello appena descritto: {X;(t), Xo(t), ..., Xk (t)}

In presenza di interazioni una descrizione di questo tipo non e possibile
poiché le particelle non sono indipendenti. E d’altro canto, poiché le particelle
sono supposte indistinguibili, noi non siamo interessati tanto all’evoluzione
di ogni singola particella, ma solo al variare del numero di particelle per
ogni sito (punto di vista passivo). Diciamo cioé che una configurazione del
sistema ¢ fissata al tempo ¢ quando conosciamo il numero di particelle 7;(z)
in ogni sito = del reticolo; secondo la descrizione precedente risulta: 7 (z) =
Zfil 14 x,(t)=2}. Dunque una configurazione del sistema ¢ del tipo:

n=A{n(=), €Ty}

e lo spazio delle configurazioni sara: A = NT~.

Vogliamo studiare 1’evoluzione del processo {7, , t € R, }, che chiaramen-
te € esso stesso un processo di Markov. Per stati del sistema prendiamo non
solo le singole configurazioni ma tutte le possibili distribuzioni di probabilita
su A (in questo caso, fissare una configurazione 1 vuol dire prendere come
stato la distribuzione di probabilita concentrata nel singolo punto 7). Dato
uno stato p[-] indichiamo, se non c’¢ possibilita di confusione, con p[A] la
probabilita del generico evento A e con p[f] il valore aspettato della generica
variabile casuale f(-).
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2.2 Processi di interazione a contatto (zero
range)

Una generalizzazione immediata si ha introducendo interazioni a contatto tra
le particelle; si ottiene cosi il processo zero range.

Vogliamo descrivere un gas di particelle vincolate in una scatola cubica
d-dimensionale di lato unitario. Nel modellizare tale sistema consideriamo il
volume discretizzato, con distanza % tra siti primi vicini; inoltre per sem-
plificare la descrizione matematica, imponiamo condizioni di periodicita al
bordo. Dunque il reticolo su cui descriviamo il moto delle particelle € il toro
d-dimensionale di N punti: T¢ = {1,..., N}¢.

Fissiamo ora le probabilita di transizione sul reticolo. Ragioniamo inizial-
mente su tutto lo spazio Z¢; sia p(-,-) : Z¢ x Z% — [0,1] una probabilita di
transizione su Z? normalizzata: ZyEZd p(z,y) = 1, invariante per traslazioni:
p(r+a,y+a) = p(z,y) , Ya € Z% ed a range finito: p(z,y) = 0se |y—z| > R.
Diremo allora che una parrticella salta dal sito z al sito « + z del reticolo T%
con probabilita

pV(z) = plz,z+ 2+ Ny)
yezZd
Pur di prendere N sufficientemente grande, grazie alla condizione di range
finito, risulta pY (z) = p(z,z + 2) =: p(z) (purché z non sia in prossimita del
bordo del reticolo).

Infine sia g(-) : N — R, una funzione monotona crescente: g(k+1) >
g(k), a variazione limitata: sup,cn[g(k + 1) — g(k)] = C < oo, e nulla in
zero: ¢g(0) = 0. Diciamo che, se ci sono k particelle in z, indipendentemente
dal numero di particelle negli altri siti una particelle salta da x in y con
tasso: g(k)p(z,y). In questo modo & completamente definita la dinamica
markoviana del sistema.

E abbastanza facile capire che per: g(k) = k ,Vk, il sistema si riduce a
quello di particelle non interagenti; invece a seconda se la funzione g(-) cresce
con una pendenza maggiore o minore di uno, abbiamo interazione repulsiva
ed attrattiva rispettivamente.

In base a queste considerazioni possiamo costruire il generatore della di-
namica del processo €2x. I soli salti possibili nella dinamica sono tra configu-
razioni 1) ed 1’ che differiscono per lo spostamento di un unica particella da un
sito ad un altro. Data la configurazione n definiamo quindi la configurazione
n™Y ottenuta da n spostando una particella da = in y:

n(z)—1 sez==x
() =4 ny)+1 sez=y
n(2) sez # &,y
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Il generatore della dinamica risulta definito da:

Qf)m) = > pl@,y)gm(@)f (™) — f(n)] (2.1)

zyeTy

E interessante cercare le misure invarianti del processo; a tale richiesta
risponde la seguente:

Proposizione 6. Definiamo la funzione di partizione:

Zp)=> 7 (2.2)

e (k)"

avendo indicato: g(k)! = H?Zlg(j); sia @* il raggio di convergenza della
serie. Per ogni ¢ < ¢* esiste una misura invariante U, tale che sotto U, le
variabili {n(x) , * € TE} sono indipendenti (& una misura prodotto) e per
ogni sito x fissato, la distribuzione di n(z) é

' 1
Polnfe) = K] = ©3)
Y 9(k)! Z(¢)

(per g(k) = k si riduce alla distribuzione di Poisson). Il processo aggiunto
Q% si ottiene semplicemente sostituendo le probabilita di transizione p(-,-)
con quelle che si ottengono per pariti: p*(z,x + z) = p(z,x — z). Dunque
gli stati v, verificano il bilancio dettagliato se e solo se la distribuzione di
probabilita di transizione é simmetrica: p(z) = p(—z).

Dim. Da quanto visto nel capitolo 1 sappiamo che uno stato v[-] & stazionario
se e solo se I'operatore aggiunto Q% & un generatore (cioe verifica le proprieta
(1.9)); inoltre v|-] verifica il bilancio dettagliato se e solo il generatore Qy
¢ autoaggiunto. Dunque per verificare la Proposizione 7 basta analizzare
'operatore aggiunto 2y rispetto allo stato 7, definito dalla (2.3).

< h, Uy f >5,=< f,Qnh >3,

Questo e vero per definizione di operatore aggiunto qualunque siano f e h
funzioni cilindriche in A. Usando la forma esplicita del generatore Qy e della
misura 7, si ottiene:

<h,Qnf >5,= Y Y Tl f(m)p(2)g(n() A7) — h(n)] =

neA z,2€T¢

=3 S pEmeCle + D)+

(EA ¢, zETd
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=) p(2)7,[Clg(C(@)R(C) F(Q)

(€A, 2€T

Abbiamo sostituito nel primo termine { = p***# e nel secondo termine ¢ = 7.
Ridefiniamo anche i siti reticolari; nel primo termine sostituiamo: y = x +
z , w = —z e nel secondo termine: y = x ,w = —z. Risulta quindi:

<h, U f >5,= ) 7RO Y p(—w)g(CW)IF () = F(Q)]

ceA yweTg

Possiamo dunque concludere che I'operatore aggiunto 2}, € dato da

) = D p(=2)gm(@)[f(n™+*) = f(n)]

w,zeT]‘\l,

cioe & un generatore (dunque 7, € stazionario) e si ottiene da {2y applicando
un’operazione di parita alle probabilita di transizione p(z). Cio conclude la
dimostrazione della proposizione.

O

L’unica costante del moto ¢ il numero di particelle N = ZzeT;{, n(x), che
resta inalterato lungo la dinamica stocastica. In conseguenza di cio esiste
una famiglia ad un parametro di misure stazionarie che possono essre para-
metrizzate con la densita. Infatti ad ogni valore del parametro ¢ corrisponde
un fissato valore di densita a(¢p), costante su tutto il reticolo:

a(p) =Vn(z)] Vo (2.4)

Indichiamo con ¢(«) la funzione inversa che lega la densita « al corrispon-
dente valore del parametro ¢. Per parametrizzare le misure stazionarie con
la densita basta ridefinire

Va[N] = V([ (2.5)

La funzione ¢(-) risulta cosi espressa da

p(a) = va[g(n(0))] (2.6)

Cerchiamo ora di interpretare fisicamente i risultati ottenuti utilizzando
il linguaggio della meccanica statistica classica. Il sistema che stiamo de-
scrivendo € un gas con numero fissato N di particelle tenuto in una scatola
chiusa di volume fissato (unitario). L’energia del sistema non & una costante
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del moto; cio vuol dire che possiamo considerare il gas a contatto con un ba-
gno termico (di temperatura unitaria). Un sistema di questo tipo & descritto
in meccanica statistica con un ensemble canonico. La distribuzione di Gibbs
di equilibrio dipende solo dal numero di particelle N (cioé dalla densita «)
ed ha la forma:

Vg [77] ~ e H)

essendo H (n) la funzione hamiltoniana che descrive I'energia del sistema nello

stato 7. Poiché per ipotesi le interazioni sono locali ci aspettiamo che ’energia
si possa scomporre come somma di contributi (tutti uguali) dei singoli siti

reticolari:
=Y Hy(n(z))

wET]‘{,

Questo € in accordo con il fatto che gli stati stazionari v, sono misure

prodotto:
= ][ valn(@)]

wETJ‘{,

(¢ il primo risultato della Proposizione 7). In conseguenza di cio, all’equi-
librio ogni sito reticolare puo essere considerato come un sistema statistico
indipendente. Poiché il numero di particelle dei singoli siti non e piu fissa-
to, ci aspettiamo che sia descritto da una distribuzione di Gibbs di ensemble
grancanonico, parametrizzata dal potenziale chimico p (ovvero dalla fugacita
Q=€)

v[n(z) = k] ~ pbe "

Dalla Proposizione 7 abbiamo:

_ o1

7o) =k = Sz

che ci permette di interpretare ¢ come fugacita del gas e Z(y) come funzione
di gran-partizione. Nota la funzione di partizione dell’ensemble grancanonico
si ricava tutta la termodinamica. In particolare ci aspettiamo che valgano
le seguenti relazioni che legano la densita e le fluttuazioni di densita alla
fugacita ¢:

©0,log Z(p) = a(p) = Ey,[n(0)]
©0,90,log Z(¢) = VAR, [1(0)] (2.7)

La verifica esplicita di tali relazioni in questo particolare modello € immedia-
ta.
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Nella Proposizione 7 abbiamo che gli stati stazionari 7,, verificano il bilan-
cio dettagliato se e solo se il modello ha dinamica simmetrica: p(z) = p(—z).
Dunque la simmetria delle probabilita di transizione p(z) & associata alla
reversibilita della dinamica microscopica del gas. Da un punto di vista ma-
croscopico pero cio che interessa non € tanto la simmetria delle probabi-
lita di transizione, quanto lo spostamento medio definito dalle probabilita di

transizione:
z=> zp(2)
z€7Z4d

A) Se lo spostamento medio ¢ nullo: Z = 0 (un caso particolare si ha per
dinamica simmetrica) il modello descrive un sistema di equilibrio. Infatti in
un qualunque dominio V,, infinitesimo dal punto di vista macroscopico ma
sufficientemente grande rispetto la distanza intermolecolare, non si osserva
(in media) flusso di particelle in nessuna direzione. In questo caso lo stato
v, ¢ uno stato stazionario di equilibrio.

B) Se invece Z # 0, ¢’¢ un flusso (medio) di particelle in direzione di Z. Dun-
que il modello descrive un sistema fuori dall’equilibrio; un esempio classico ¢
un sistema di particelle cariche in un campo elettrico uniforme. In tal caso
v, ¢ detto stato stazionario di non-equilibrio.

A partire dal capitolo 5 studieremo una generalizzazione del modello zero-
range, considerando il gas non pitl isolato, ma a contatto con delle riserve di
particelle con un certo gradiente di potenziale chimico. In quel caso avremo
che, anche in situazione di dinamica simmetrica, il sistema e forzato fuori
dall’equilibrio dal contatto con le riserve di particelle. In particolare la si-
tuazione stazionaria e caratterizzata da un flusso continuo di particelle dalla
riserva con potenziale chimico maggiore alla riserva con potenziale chimico
minore.

2.3 Processi di interazione di sfere dure (esclu-
sione semplice ed esclusione con intera-
zione)

Tra i piu semplici e piu studiati sitemi di particelle interagenti c’e il processo
di esclusione semplice. In questo caso immaginiamo che il sistema sia formato
da sfere dure, il che da vita ad una regola di esclusione secondo cui non ci
puo essere piu di una particella in ciascun sito reticolare; inoltre le particelle
saltano, quando il salto e permesso, indipendentemente dalle altre secondo
una fissata probabilita di transizione invariante per traslazioni.
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In questo caso il numero di particelle in ciascun sito puo essere 0 o 1,
quindi se il reticolo in cui vivono le particelle & T'$ allora lo spazio di tutte
le configurazioni possibili &: A = {0,1}"%. Per definire la dinamica, consi-
deriamo una matrice di probabilita di transizioni elementari p(-, -) invariante
per traslazioni. Allora il generatore della dinamica é:

Q) = D @)@ —n@)ply)lf (") = Fm)]  (28)

z,yETJ‘\i,

dove il fattore n(z)(1 — n(y)) (nullo se n(z) = 0 o n(y) = 1) fissa le regole
di esclusione; con n*¥ indichiamo ancora la configurazione ottenuta da n a
seguito del salto di una particella da = in y.

Anche per il processo di esclusione semplice e interessante cercare gli stati
stazionari e, poiché il sistema & conservativo (il numero totale di particelle
non cambia), ci aspettiamo che ci sia uno stato stazionario per ogni fissata
densita « € (0,1) di particelle. Vale infatti la seguente:

Proposizione 7. Gli stati stazionari del processo sono tutte e solo le misure
di Bernoulli v, di tipo misure prodotto su {0, l}Tff/ :

valn] = [ valn(z)]

zeT§
con marginalt distribuziont di Bernoulli div parametro o:
va[n(z) =1 =a; van(z) =0/ =1 -«

Come per il processo zero range, il generatore aggiunto ¥y rispetto ogni mi-
sura v, st ottiene sostituendo le probabilita di transizione con quelle trasfor-
mate sotto parita: p*(z,z + z) = p(z,x — z). Dunque gli stati v, verificano
il bilancio dettagliato se e solo se la dinamica é simmetrica: p(z) = p(—z).

Specifichiamo meglio la terminologia utilizzata. Il termine esclusione si
riferisce alla regola che impedisce i salti in siti gia occupati. Inoltre il tasso di
transizione con cui le particelle saltano da x in y dipende dalla configurazione
n solo attraverso i numeri di occupazione 7(x) e n(y); per questo il processo
& detto di esclusione semplice.

In generale possiamo considerare una classe di processi in cui il tasso di
transizione con cui le particelle saltano da x in y dipende anche dalla presenza
di altre particelle in siti diversi da x ed y (ad esempio nei siti primi vicini) in
conseguenza di una qualche interazione tra le particelle; parliamo in questo
caso di processi di esclusione con interazione.
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Lo spazio delle configurazioni & ancora: A = {0,1}7¥; tuttavia il tasso
di transizione di una particella tra = ed y € specificato da una funzione che
dipende sia dai punti z ed y sia da tutta la configurazione di partenza 7:
c(z,y ; n). (Per ovvie ragioni si impone c(z,y ; n) = 0 se n(z) = n(y)). In
questo caso conviene definire con n®™¥ la configurazione che si ottiene da 7
scambiando i due numeri di occupazione n(z) ed n(y):

n(y) sez=z
n(z) =< n(x) sez=y
n(z) sez# z,y

cioe descrive il salto di una particella da = ad y se n(z) = 1 e n(y) = 0,
oppure il salto da y ad = se viceversa n(z) = 0 ed n(y) = 1. Con queste
definizioni il generatore della dinamica €2y risulta:

@)= 3 gelwy: D) = Fn) (29)

zyeTE

(si riduce al processo di esclusione semplice per ¢(z,y ; 1) = p(z, y)n(z)(1 —
n(y)) + p(y. z)n(y) (1 — n(z))).

A seconda delle richieste fisiche che si fanno sul modello si possono im-
porre sui tassi ¢(z,y ; 1) alcune ipotesi:
1) Un ipotesi tecnica che & sempre necessario fare ¢ quella di non degenera-
zione della dinamica, che puo essere espressa ad esempio dalla richiesta:

c(z,y; m) #0se |z —yl=1en(x) #ny) (2.10)

In questo modo siamo sicuri che si puo passare lungo la dinamica tra due
qualunque punti dello spazio delle configurazioni (purché con lo stesso numero
totale di particelle); il che permette di utilizzare i teoremi di esistenza ed
unicita dello stato stazionario.

2) Si puo richiedere poi che la dinamica sia a range finito, cioé che non siano
permessi salti troppo lunghi:

c(z,y; n)=0selz—yl >R (2.11)

E si puo richiedere che le interazioni siano a range finito, cioe che sul salto
di una particella tra x ed y influiscano solo le particelle abbastanza vicine
ad = ed y; in tal caso si impone che ¢(z,y ; n) dipenda da 7 solo tramite
{nz) : lz—z|<r, |z—z| <r}

3) Un’altra ipotesi ragionevole & quella di invarianza per traslazioni spaziali,
che si esprime:

c(z,y; n)=clx+a,y+a; D) (2.12)
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avendo indicato con D, I'operatore di traslazione di a nello spazio delle con-
figurazioni: (D,n)(z) = n(z — a).

4) Un ipotesi molto forte ed altrettanto interessante fisicamente & espressa
dalla relazione:

c(w,y 5 n™Y) = c(a,y ; n)elHOH] (2.13)

essendo H (-) una generica funzione sullo spazio delle configurazioni e § =
cost. Se & verificata la relazione (2.13) si trova immediatamente uno stato
stazionario reversibile ug[-]. Infatti la condizione di blancio dettagliato (1.14)
assume la forma:

c(x,y 5 mMupan™] = clz,y; n™Y)ua(n]

e 'unica soluzione & data da:

1

= Ee—f”ﬂ") (2.14)

paln

che e la distribuzione di Gibbs dell’ensemble canonico se interpretiamo %
come temperatura e H(-) come funzione hamiltoniana.

2.4 Modello di Ising stocastico e modello
elettorale

Come accennato nell’introduzione del capitolo i modelli di particelle intera-
genti non descrivono solo I’evoluzione dinamica delle particelle di un gas, ma,
modificando di poco lo spazio delle configurazioni e le regole di interazione,
si possono descrivere i sistemi piu disparati.

Il modello di Ising stocastico € ben noto ai fisici ed e stato introdotto da
Glauber (1963) per descrivere sistemi ferromagnetici. Lo spazio delle confi-
gurazioni ¢ {—1, 1}Zd; ogni sito z € Z< rappresenta la posizione di un atomo
in un ferromagnete ed il valore n(x) = +1 rappresenta lo stato di spin dell’a-
tomo stesso. Dunque n € {-1, 1}Zd definisce la configurazione degli spin del
metallo. E ben noto che in un ferromagnete gli stati di minima energia sono
quelli in cui gli spin sono concordi; per un diamagnete avviene 1’opposto,
quindi basta cambiare il segno all’energia per passare dalla situazione ferro-
magnetica a quella diamagnetica. Per definire la dinamica diciamo allora che
uno spin tende a ”flippare” (cio¢ a passare da -1 a 1 o viceversa) qualora gli
spin vicini sono di segno opposto o dello stesso segno (a seconda se si vuole
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descrivere un ferromagnete o un diamagnete); dunque il tasso di transizione
con cui lo spin in z "flippa” da n(z) a —n(x) viene definito pari a:

exp{—BJ D n@n)};

y:lz—y|=1

% e la temperatura e J misura la forza di interazione tra spin (& positiva per

i ferromagneti e negativa per i diamagneti). Una domanda interessante che
si puo porre & per quali valori dei parametri (8J) e d il sistema ha un’unica
misura invariante (situazione di ergodicita) o ha pili misure invarianti (il che
descrive la presenza delle transizioni di fase). Quello che si trova (cf. [4]) e
che per d = 1 il sistema € sempre ergodico, mentre per d > 2 esistono delle
temperature critiche in cui nascono nuove fasi (cioé nuovi stati stazionari).

Il modello elettorale & stato introdotto da Holley e Liggett nel 1975 (cf.
[4]). Lo spazio delle configurazioni & {0,1}”** e I'evoluzione temporale &
definita dicendo che 7(x) cambia in 1 — n(z) con un tasso:

1
57 2= Lm@ewy

y:ly—z|=1

Nell'interpretazione di Holley e Liggett i siti 2 € Z% rappresentano gli elettori
che possono votare per due diverse fazioni politiche: 0 o 1, e nella decisione
tendono ad adottare la posizione politica delle persone a loro ”vicine” (in
realta questo modello si puo prestare a molteplici interpretazioni pit 0 meno
fantasiose). In questo sistema ci sono due misure invarianti banali: quella
concentrata in n = 0 (cioé n(zr) = 0, Vz) e quella concentrata in n = 1.
E interessante capire se possono esserci altri stati stazionari (che descrivono
situazioni piu realistiche in cui non tutti votano per lo stesso candidato). Si
trova che cio e possibile solo per d > 3, ed in tal caso esiste una famiglia
ad un parametro di stati stazionari u,, tali che p,[n(z) = 1] = p (cioe p
rappresenta la percentuale di votanti che appoggiano il candidato 1).
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Capitolo 3

Limite idrodinamico

Un sistema di particelle interagenti e in generale un sistema costituito da un
gran numero di componenti (dell’ordine del numero di Avogadro) che evolve
secondo una dinamica stocastica. Poiché il numero totale di particelle &€ mol-
to grande noi non siamo realmente interessati a dare una precisa descrizione
degli stati del sistema, ma caratterizziamo il gas con un numero finito di gran-
dezze macroscopiche (ad esempio temperatura, densita, etc.). In particolare
associamo ad ogni scelta fissata di tali grandezze macroscopiche p uno stato
di equilibrio v; tipicamente quindi le grandezze macroscopiche sono legate
alle costanti del moto della dinamica (nei modelli che considereremo sono
le densita delle varie componenti del sistema). Una volta che sono noti gli
stati di equilibrio, si cerca di esaminare I’evoluzione del sistema fuori dall’e-
quilibrio, considerando pero solo I’evoluzione macroscopica, cioe I’'andamento
temporale delle grandezze macroscopiche che lo caratterizzano.

L’idea & semplice. Si assume che il gas e confinato in un volume finito
V; per ogni punto v € V indichiamo con [, un intorno di wu, che & un vo-
lume macroscopico piccolo (cioé piccolo se comparato al volume V'), ma un
volume microscopico grande (cioé grande rispetto alla distanza intermoleco-
lare), in modo da poter assumere che contiene un numero circa infinito di
molecole. A causa delle interazioni possiamo pensare che il sistema si trovi
sempre in stati di equilibrio locale, cioe tali che in ogni intorno I, il sistema e
vicino ad uno stato di equilibrio caratterizzato dai parametri p(u). Durante
’evoluzione temporale ci aspettiamo che tale descrizione macroscopica p(u)
del gas evolva in modo dolce; piu precisamente ci aspettiamo che ad ogni
tempo 7T ci sia equilibrio locale caratterizzato dalla funzione p(u,7), e che
tale funzione sia regolare in 7 ed u. Chiameremo equazione idrodinamica del
sistema ’equazione alle derivate parziali (se esiste) che definisce ’andamento
spazio-temporale del profilo di equilibrio locale p(7,u). Una caratteristica
importante del limite idrodinamico e ’esistenza di due scale temporali. In
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una scala di tempo microscopico (che indicheremo con t) il sistema raggiunge
I’equilibrio locale, nel senso che ogni intorno macroscopico piccolo di u ¢ circa
all’equilibrio; su una scala di tempo macroscopico (che indicheremo con 7)
evolve il profilo di equilibrio locale.

In questo capitolo cercheremo di dare un corpo matematico a queste idee:
inizialmente (par. 1) diamo le definizioni di equilibrio locale, comportamen-
to idrodinamico ed equazione idrodinamica; vediamo poi (par. 2) come si
trova l’equazione idrodinamica per alcuni semplici sistemi (sistemi euleria-
ni e sistemi diffusivi di tipo gradiente) ed infine tracceremo per il processo
di esclusione semplice ed il processo zero range i punti fondamentali della
dimostrazione dell’esistenza del comportamento idrodinamico, dimostrazio-
ne che in genere costituisce la parte pitl impegnativa nello studio del limite
idrodinamico.

3.1 Definizione di equilibrio locale e di limite
idrodinamico

Consideriamo un generico sistema di particelle interagenti su un reticolo
microscopico d-dimensionale T¢ = {1,2,..., N}? con condizioni di periodi-
cita al bordo (N + 1 = 0); ad esso & associato il reticolo macroscopico
T = [0,1)%modl). Indichiamo con z, y... gli elementi di T% e con u,
v... gli elementi di 7% ad ogni sito microscopico z & associato un punto
macroscopico u e viceversa tramite le identificazioni:

:rETﬁ,—)u:%ETd weT! — z=[NueTt

(avendo indicato con [d] il vettore le cui componenti sono le parti intere delle
componenti di @). Dunque il fattore di scala % ci permette di passare dal-
la scala spaziale microscopica a quella macroscopica. Fisicamente possiamo
immaginare che il gas si trovi nella scatola finita 7% e la distanza intermo-
lecolare & %; quindi per N — oo il numero di siti molecolari diverge ma la
scatola macroscopica T resta sempre fissata.

Lo spazio delle configurazioni del sistema ¢ Ay = N7¥ se non ci sono re-
gole di esclusione, oppure Ay = ATV con A C N, dove ad esempio A = {0,1}
per il processo di esclusione semplice. Indichiamo con M (A) la collezione
delle misure positive su A, e con M1 (A) la collezione delle misure di probabi-
lita, cioe degli stati fisici del sistema. Quando faremo il limite idrodinamico
(N — o0) dovremo immaginare T¢% immerso in Z¢ ¢ N'& = Ay immer-
so in A = N** tramite le condizioni di periodicita (cioé la configurazione
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n € NV va reinterpretata come configurazione in N2 ripetendo periodi-
camente la configurazione modulo N); in conclusione lo spazio degli stati
M (Ay) va considerato immerso in M, (A) come lo spazio delle probabilita
su A concentrate sulle configurazioni di periodo N.

Infine definiamo gli operatori di traslazione spaziale e temporale. Con
D, indichiamo l'operatore di traslazione spaziale x, che agisce sullo spa-
zio delle configurazioni N’ in modo che: (D,n)(y) = n(y — x); possia-
mo considerare anche ’azione di D, sullo spazio delle funzioni cilindriche
C(N™%), e sullo spazio delle misure positive M (N ) tramite le relazioni:
(D2f)(n) = f(Dun) Vf € C(N'N) e Dyl f] = p[Dof] Vi € My (N'V). Ana-
logamente definiamo 1'operatore 7T; di traslazione temporale ¢ che agisce sullo
spazio dei cammini D(N¢* x R,.) in modo che: (Tyn),(z) = nsse(z); & faci-
le capire che 'azione della traslazione temporale sullo spazio delle misure e
definita dal semigruppo delle probabilita di transizione: (Tyu)[f] = (Pu)[f]-

Una nozione importante per lo studio del limite idrodinamico e quel-
la di misura empirica, che definisce una corrispondenza tra lo spazio delle
configurazion Ay e lo spazio delle misure positive M (T%) sulla scatola ma-
croscopica T%. In particolare ad ogni configurazione n € Ay corrisponde la
misura empirica 7 (n) su T¢ definita da:

o (o, du) = <7 S () (du) (31)

zeT¢

essendo 0, (du) la delta di Dirac concentrata in u = ug. Il significato & quello

di distribuzione di massa, avendo associato ad ogni particella un peso pari a
1
Nd-
Siamo ora pronti per dare le diverse nozioni di equilibrio locale. Con-

sideriamo sistemi di particelle interagenti per cui esiste una collezione {v,}
di misure prodotto, invarianti per traslazioni, di equilibrio. Senza perdere
di generalita possiamo immaginare che tale famiglia sia parametrizzata dal-
la densita: a = v,[n(0)]. Fissiamo poi un profilo densita continuo quasi
ovunque: po(+) : T¢ — R,.

Definizionel. Le misure prodotto V[])VO () Su N con marginali:
Voo [n(x) = k] = vz [n(x) = K] (3.2)
sono dette misure prodotto con parametro lentamente variabile py(-).

Definizione2. Un equilibrio locale forte di profilo po(-) & una successione
{uN} di misure di probabilita su N2* tale che:

Dingtt™ == Vpo(u) Vu punto di continuita di pg (3.3)

o7



avendo indicato con — la convergenza debole nello spazio delle misure.

E facile capire che la successione di misure con parametro lentamente
variabile vy ( (def.1) & un caso particolare di equilibrio locale forte (def.2). Il
significato fisico di equilibrio locale forte si capisce con il seguente argomento:
se si fissa I’attenzione nel punto macroscopico u € T¢, allora per N ~ oo ed
in prossimita di u lo stato del sistema e praticamente uno stato di equilibrio
di parametro po(u). La cosa piu naturale da fare sarebbe quindi cercare di
dimostrare che, se il sistema parte da un equilibrio locale forte di parametro
po(+), allora evolve secondo stati ancora di equilibrio locale forte; potremmo
cioe cercare di verificare la:

Tesi 1. Ogni equilibrio locale forte {u™} di profilo po(-) ¢ conservato da
un’opportuna riscalatura temporale Oy, cioé esiste una funzione p(-,-) : Ry X
T — R, dipendente solo dal profilo iniziale py(-) tale che:

PQNTD[NU],U,N l} Vp('r,u) (34)
Yu punto di continuita di p(-,-) e T positivo.

In realta verificare che per un generico sistema ogni equilibrio locale forte
e conservato risulta molto difficile e lo si riesce a fare rigorosamente solo per
sistemi non interagenti. Per questo vengono introdotte nozioni di equilibrio
locale piu deboli.

Definizione3. Un equilibrio locale debole di profilo po(-) € una successione di
misure di probabilita su NZ* tale che:

fim 1 || 57 3 G0N0~ [ G il >3] =0 (35)

N—oo
wET;\iI

per tutte le G' funzioni continue su 7% e le 9 funzioni cilindriche e limitate
su NZd, Y positivo.

Definizione4. Una successione di misure di probabilita {u"} si dice associata
al profilo po(-) se vale:

Jim ™ { %m; G(%)n(x) - /Td G(u)po(u)du| >0 =0 (3.6)

per tutte le G funzioni continue su 7% e § positive.

Si puo verificare che la nozione di equilibrio locale debole (def.3) & pin
debole di quella di equilibrio locale forte (cioé ogni equilibrio locale forte &
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anche debole). Si vede subito poi che la nozione di successione di misure as-
sociata ad un profilo py(-) (def.4) & ancora piu debole di quella di uquilibrio
locale debole, infatti la relazione (3.6) € un caso particolare della relazione
(3.5) per ¥(n) = n(0). Il fatto che la relazione (3.6) sia legata alla nozio-
ne intuitiva di quasi equilibrio si capisce riscrivendola in termini di misura
empirica:

N—oo

lim H [ % o) = ()l

> 5} =0 (3.7)

Cio vuol dire che la successione delle misure empiriche, che & legata alla
distribuzione discreta delle masse delle particelle, tende debolmente ed in
probabilita ad una misura assolutamente continua rispetto la misura di Le-
besgue di densita py(-), che descrive la densita delle particelle nel limite
idrodinamico.

Un’affermazione piu debole della Tesil e che si riesce a verificare per alcuni
semplici sistemi di particelle interagenti (esclusione semplice, zero range, ...)
e la:

Tesi 2. Per ogni successione di misure {u™¥} associata al profilo po() e che
verifica un’ipotesi aggiuntiva sulla "vicinanza” ad un equilibrio globale v,,
esistono una rinormalizzazione dei tempi Oy ed un profilo spazio-temporale
p(+,+) tali che la successione { Py, ™} & associata al profilo p(T,-) per ogni
T positivo.

In tal caso diciamo che il sistema ha comportamento idrodinamico.

Se un sistema di particelle interagenti ha comportamento idrodinamico,
ad esso e associata un’equazione idrodinamica, che e I’equazione alle derivate
parziali che definisce ’andamento temporale del profilo p(-,-). (in genere si
dimostra che il profilo p(-,-) & soluzione debole dell’equazione idrodinamica,

of. [1]).

3.2 Equazione idrodinamica

Una volta dimostrato che un sistema ha comportamento idrodinamico, tro-
vare l’espressione dell’equazione idrodinamica e relativamente semplice. In
questo paragrafo troveremo 1’equazione idrodinamica in due tipi di sistemi:
sistemi con drift e sistemi diffusivi di tipo gradiente; per semplicita faremo
'ipotesi (molto forte) che sia verificata la Tesil (in modo da poter usare
gli equilibri locali forti). Nel paragrafo successivo invece accenneremo quali
sono le tecniche e le difficolta nel verificare la presenza di comportamento
idrodinamico.
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Consideriamo per semplicita sistemi unidimensionali con dinamica a primi
vicini. Fissato un cammino {n; ; ¢t € R, } nello spazio D(R, x N’~), definia-
mo la corrente tra = ed y nell’intervallo [s,t]: J(z,y ; [s,t]), come il numero
totale di particelle che in [s, t] passa direttamente da = in y meno il numero
di particelle che passa da y in z. Definiamo invece la densita di corrente tra
x ed y associata alla configurazione n: j(z,y ; n) = k(n,n™Y) — k(n, n¥"*),
avendo indicato con k(n, ¢) il tasso di transizione dalla configurazione 7 alla
configurazione (, e con n™¥ la configurazione ottenuta da n con un salto di
una particella da z in y. Dunque j(z,y ; n) & proprio la corrente media
istantanea tra i siti x ed y, ed € legata al generatore della dinamica dalla
relazione: Qyn(z) =j(z — 1,25 n) —j(z,z+1; n)

Definizione. Diremo che un sistema di particelle interagenti e di tipo eule-
riano se per tutte le misure di equilibrio v, risulta:

Volj(@,2+1; n)] =ja #0 (3.8)
Il sistema e invece di tipo diffusivo se per tutte le misure di equilibrio risulta:
Voli(z, 2+ 15 )] =0 (3.9)

Tra i sistemi diffusivi ci sono dei particolari sistemi, detti di tipo gradiente,
per i quali esiste una funzione cilindrica A(-) tale che:

j(x,x+1; n) = Dyy1h(n) — Dyh(n) (3.10)

I sistemi gradiente sono particolarmente semplici e risultano avere un buon
comportamento idrodinamico; esempi di sistemi gradiente sono sia il processo
di esclusione semplice (con h(n) = n(0)) sia il processo zero range (con h(n) =

9(n(0)))-

Possiamo a questo punto cercare ’equazione idrodinamica di sistemi eu-
leriani o gradiente. Vale la seguente:

Proposizione 8. Supponiamo che ogni equilibrio locale forte é conservato
(Tesil), e l'andamento temporale del profilo di equilibrio é descritto dalla
funzione p(-,-).

1. Se il sistema e di tipo euleriano, allora la corretta riscalatura temporale
¢ definita da Oy = N (il tempo riscala linearmente con lo spazio), e
l’equazione idrodinamica del sistema é ’equazione di Eulero:

d .
Op(T,u) = _d_p]p(T,u)aup(r, u) (3.11)
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2. Se il sistema ¢ diffusivo di tipo gradiente, allora il tempo va riscalato
con Oy = N? (il tempo riscala quadraticamente rispetto allo spazio) e
l’equazione idrodinamica é l’equazione del calore:

0up(r, ) = 50 [D(p(7,u))Dup(7, ) (312)

essendo D(p) il coefficiente di diffusione:

Dim. La dimostrazione di questa proposizione ¢ abbastanza semplice (cf.
[5]). Consideriamo un equilibrio locale forte {u"}; dalla Definizione2 di
equilibrio locale e dall’ipotesi di validita della Tesil, sappiamo gia che:

Py Dingt™ == Vp(ru) (3.13)

Per cercare I’equazione differanziale che definisce la funzione p(7, u), studia-
mo:

d N
Aim M <7 (), | >]

(< @™, f > eil prodotto scalare: [, 7" (n, du)f(u)) per una generica funzione
f regolare in T = [0,1) mod 1 e nulla al bordo. II calcolo di questo limite lo
facciamo in due modi. Una volta lasciando esplicita la derivata temporale e
sfruttando la relazione (3.13); in questo modo si ottiene facilmente:

mgﬁmmwwﬂ—mgﬁzummw<)

N—oo AT

1
:/ duf(u)0p(T,u) (3.14)
-1
La seconda volta invece svolgiamo la derivata temporale usando I’equazione
di Kolmogorov e I’espressione del generatore 2y ; consideriamo separatamen-
te le due situazioni considerate nel teorema.

1) Regime euleriano
Qui il tempo riscala con 5 = N, cioe t = NT.

= N—uN< 7)), f >] =

d N N
Eu [<7T (naNT)7f>] dt
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- Z NFCR) St = 5 D2 NFCoN (o] =

Y N - L ) - i+ L ) -

per definizione di regime euleriano e per I'ipotesi (3.13)

1 Z Nf Doy p™)[5(0,1 5 mo)] = (TiDopt™)[5(0,1 5 mo)]} =

N

~ e 3 TV linesty = dotr o] + O) =5

z=—N

1
Ni’f—/_ du f (1)l pir.a (3.15)

Confrontando le due relazioni (3.14) e (3.15) e ricordando che devono essere
verificate per ogni funzione f € C(T'), abbiamo I’equazione idrodinamica:

d .
8Tp(7—’ u) = _%]p(nu)

cioe la prima parte della proposizione.

2) Sistemi diffusivi di tipo gradiente.
In questo caso il tempo riscala come fy = N?; quindi ripercorrendo i passi
di prima si trova:

d
EMN[< 7TN(nNQT)a f >] =

:% > NQf(%) {u"i@ =125 m)] = pV iz, z+ 15 0]} =

cambiando indice di sommatoria

N ZN2 y;\rfl) f(i,)] Milyy+15 m)] =

y_

per definizione di sistema gradiente
L o= o U1 Yy N
=% 2 VYR = SR Dyshin) = Dybin)) =
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Z N + 1D — 2 T )] =5

Nogo / duf" () p(r ()]

1

Integrando questa espressione per parti due volte e confrontando con la
relazione (3.14) si ottiene 'equazione idrodinamica:

Orp(T,u) = 3ZVp(r,u) [h(n)]

3.3 Comportamento idrodinamico

In questo paragrafo presentiamo brevemente la strategia della dimostrazione
del comportamento idrodinamico di sistemi semplici come quello gradiente,
per il quale si riesce a dimostrare ogni cosa in modo rigoroso; per altri tipi
di sistemi non c¢’¢ una strategia generale, ma si usano tecniche ad hoc (come
il metodo dell’entropia relativa, cf. [1]).

Abbiamo detto che la misura empirica 7V (n) fissa una corrispondenza tra
lo spazio delle configurazioni N’% e lo spazio delle misure positive su 7%; in
particolare ne consideriamo 1’evoluzione temporale accelerando il tempo con
il fattore di scala N?: 7 (n)) = 7 (nne2,).

Sullo spazio dei cammini D([0, 7] x N'~) & ben definita la distribuzio-
ne di probabilita a partire dallo stato iniziale u”¥ ed il generatore della di-
namica Qp; indichiamo con P¥ tale distribuzione di probabilitd. Chiara-
mente tramite la corrispondenza definita dalla misura empirica 7V risul-
ta ben definita anche la distribuzione di probabilitdh Q" sullo spazio dei
cammini di misure su 7% D([0,7] x M,); & cio¢ definita in modo che:
QV[nfS € Al = P¥{ngy © {r(nnen)} € A}

Fissiamo un profilo iniziale py(-) : T% — R ed indichiamo con {"} una
successione di misure di probabilita associata al profilo po(-) (cf. la def.4 del
par.1); ad ogni misura p” presa come stato iniziale corrisponde quindi la
distribuzione di probabilita @~ dei processi {w"}. Noi vogliamo dimostra-
re che il sistema ha comportamento idrodinamico (cf. la Tesi2 del par.2);
cioe vogliamo dimostrare che per ogni tempo fissato 7 la misura empirica
converge in probabilita alla misura assolutamente continua rispetto alla mi-
sura di Lebesgue di densita p(7,u) soluzione dell’equazione idrodinamica.
A tale scopo si procede in due passi: si dimostra inizialmente che il pro-
cesso {7 , 7 € [0,T]} converge in distribuzione al processo deterministico
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{p(r,u), 7 € [0,T]}; dopodiché si verifica che la convergenza in distribuzione
dei cammini implica la convergenze in probabilita ad istanti fissati.

Concentriamoci sul primo passo, che & concettualmente il piu interessan-
te. Si vuole dimostrare che la distribuzione di probabilitd QY sullo spazio
D([0,T] x M) converge debolmente per N — oo ad un processo deter-
ministico, cioe ad una distribuzione (Q* concentrata su un unico cammino
{p(r,u) ; T €[0,T]} (@* & una distribuzione tipo delta di Dirac).

La verifica dell’esistenza del limite di {Q™} non si fa direttamente, ma
si usa un metodo indiretto standard. Si dimostra inizialmente che la suc-
cessione {Q"} & relativamente compatta tramite il criterio di Prohorov (cf.
ad esempio [6]). Quindi si verifica che tutte le sottosuccessioni convergenti
convergono allo stesso limite Q*.

Resta da identificare il punto limite @*. Vediamo brevemente come si
procede per il processo di esclusione semplice (particolarmente semplice da
studiare) e poi quali sono le difficolta che si presentano per processi gradiente
generici (tipo lo zero range); in ogni caso consideriamo sistemi simmetrici con
dinamica a primi vicini.

A) esclusione semplice
Il primo passo consiste nel verificare che, per ogni funzione continua G
T? — R, il prodotto scalare < 7, G >= 7 > serg G(F)nner(2) soddisfa la
relazione:

<N, G >=< wé",G>+/ N?dsQy <7, G > +M™C(r)  (3.16)
0

dove M™% (1) sono martingale rispetto alla filtrazione naturale: o, = o({n, ; s <
N27}). La verifica di cio ¢ immediata se si utilizzano i risultati descritti in
cap.l par.5. A questo punto si utilizza I’espressione del generatore della
dinamica:

() = 3 S lnle +e) +n@—e) = 2:@)]  (317)

J=1

Usando questa espressione e sommando due volte per parti nella (3.16) si
arriva a:

1 T
<N G >=< wé",G>+§/ ds < N, ANG > +MNC (1) (3.18)
0
essendo Ay il laplaciano discreto definito da:
a T+e; x

ANG(%) = N*) G + G(_Tej) - 2G(%)]

=1
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Il passo successivo consiste nel dimostrare che la martingala M°¢ si annulla
nel limite N — oo. Per fare cio si utilizzano delle stime su [M:¢]? che
coinvolgono la seconda martingala N¢ introdotta nel cap.l par.5. In que-
sto modo risulta verificato che il punto limite ()* & concentrato in soluzioni
dell’equazione:

1 T
<7rT,G>—<7r0,G>=§/ ds < ms, V?G > (3.19)
0

che ¢ la forma debole dell’equazione del calore:
1
op==V?
P=37Vep
Per concludere la dimostrazione del comportamento idrodinamico resta da
provare un teorema di unicita sulle soluzioni dell’equazione debole del calore.

B) zero range
Per un sistema gradiente generico nascono delle complicazioni in piu. Consi-
deriamo il prototipo piu semplice di sistema gradiente, il processo zero range
simmetrico con dinamica a primi vicini, con generatore:

(Qnf)(n Z > am@)f (™) = F()] (3.20)

wETd |Z]|=1

Anche in questo caso si parte dall’espressione della martingala M™% (7):
T
MNE(r) =<7V G>-<7),G > —/ N2dsQy <7V, G >
0

tuttavia quando andiamo ad esplicitare la forma del generatore il risultato
non € piu una semplice espressione funzione della misura empirica, come in
(3.18), ma compare la funzione h(n) (che in questo caso ¢ g(n(0))):

MY (1) =<al,G> - <a),G >+

- /dNi GN D2 l9nv) = glns())]

€T ly—z|=1

che con una doppia somma per parti si riduce a:

MNC (1) =<aV G > — <7r0,G>——/ ds—ZANG (ns())

€T

(3.21)

65



Notiamo che questa somma per parti e stata possibile grazie alla condizione
gradiente. Tuttavia ora non c’e piu la misura empirica nel termine integra-
le, ma il campo della funzione locale ¢g(n(0)). Il problema principale quindi
consistera nel sostituire la funzione g(n(z)) con una funzione ad hoc del
campo di densita 7n(x) in modo da chiudere I’equazione. Ricordiamo che
abbiamo parametrizzato le misure invarianti in modo che: v,[n(0)] = «a e
va[g9(n(0))] = ¢(c); & quindi facile intuire che la funzione ¢(-) gioca un ruolo
cruciale. Consideriamo una scatola di lunghezza ¢N attorno al punto ma-
croscopico u € T¢ (& una scatola grande dal punto di vista microscopico, ma
infinitesima dal punto di vista macroscopico). Poiché la variazione del nu-
mero di particelle di questa scatola e legato ad effetti di superficie, il sistema
raggiunge in tempi microscopici I’equilibrio, prima che il numero di particelle
della scatola possa variare in modo significativo. Possiamo quindi pensare di

poter sostituire:
1

m Z 9(ns(y))

ly—z|<Ne

con il valore aspettato della variabile g(n(0)) rispetto la misura invariante di
densita: m Z‘y_g;|SNg ns(y), cioe con:

1
12 m Z ns(y)

ly—z|<Ne

Effettuando tale sostituzione nella relazione (3.21) si chiude l’equazione e si
torna ad una situazione simile a quella che avevamo per il processo di esclu-
sione semplice. Dando una forma matematicamente corretta a queste idee si
puo dimostrare che il sistema ha comportamento idrodinamico, e la distri-
buzione limite Q* & concentrata sulla soluzione debole (unica) dell’equazione
del calore:

0.0 = 5V%0(p(r, ) (3.22)
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Capitolo 4

Studio delle grandi deviazioni

Studiare il limite idrodinamico vuol dire studiare il comportamento medio
(piu probabile) di un sistema di particelle interagenti. Possiamo pero chiedere
con che probabilita I’evoluzione del sistema si discosta da quella definita dalla
soluzione dell’equazione idrodinamica; di cio si occupa la teoria delle grandi
deviazioni.

Nel primo paragrafo vediamo le idee di base dello studio delle grandi
deviazioni nella situazione particolarmente semplice di variabili casuali indi-
pendenti ed identicamente distribuite (cf. [6]). Diamo poi una definizione
generale di sistemi che soddisfano un principio di grandi deviazioni, vedendo
come questo concetto si applica a sistemi di particelle interagenti (par.2 e
3). Infine vedremo alcune applicazioni dello studio delle grandi deviazioni,
come la verifica delle relazioni di simmetria di Onsager e della relazione di
Onsager-Machlup.

4.1 Esempio: variabili i.i.d.

Sia {X,} una successione di variabili indipendenti ed identicamente distri-
buite (i.i.d.) di valore aspettato p; definiamo:

Sy 1
= D X (4.1)
k=1

n
Possiamo esaminare *s;l—" a diversi ordini di grandezza nel limite n — oo.

A) All’ordine zero la legge dei grandi numeri ci assicura che i—” dista poco
da p, cioe:

P[&—p‘>e]n_)—o>00 (4.2)

n
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Sn—np

B) 11 teorema del limite centrale dice poi che n bern tendente all’infinito
si comporta come una variabile gaussiana normalizzata (cioé ¢’ convergenza
in distribuzione). Questo vuol dire che la deviazione ordinaria di 2 da p &

dell’ordine di ﬁ

C) Possiamo pero chiederci con che probabilita i—" dista da p per una quantita
finita; a tale domanda risponde la teoria delle grandi deviazioni. Definiamo
le funzioni:

p(A) = B[]
P(A) = logp(N)

©(A) @ lo stesso qualunque sia i poiché le X; sono identicamente distribuite.
Si puo verificare che la 1(\) verifica le seguenti proprieta:

1. & strettamente convessa (negli intervalli in cui ¢ finita):
Y(ad + (1 — a)dg) < ap(A) + (1 — a)yp(Ae) Va € (0,1)
purché () < oo per A € [Aq, Ag]

2. vale:
¥(0) 0
P'(0) = p
P"(0) > 0

Definiamo poi la trasformata di Cramer di :
H(a) = Sl;p[vbA —P(A)]

In conseguenza delle proprieta di v(-), la funzione H(-) & convessa:
H(aa; + (1 — a)ag) < aH(a1) + (1 — a)H(az) Ya € (0,1)

Per a = p vale H(p) = 0;
per a > p il punto di massimo di [aX — ¥(A)] & in g > 0;
per a < p il punto di massimo di [aX — ¥ (A)] & in g < 0.
A questo punto possiamo stimare la probabilita di grandi deviazioni:
A) Usando la disuguaglianza di Chebychev e la definizione delle funzioni ¢)(\)
e H(a) si ottiene:

S’n . 2n
P [— > a] < inf E[e)‘(sn 9] =
n A>0
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A
inf exp{—Aa +nd ()}
_ | exp{—nH(a)} pera>p
11 per a < p
B) analogamente:

P[&<a} <{exp{—nH(a)} per a < p
n — 11 pera>p

Unendo questi risultati abbiamo:

p[‘& —p| > €] < 2enmin{H(pe) Hip=e)}
n <
che si puo riscrivere nella forma:

1 Sh .
limsupﬁlogPH; —p|>¢e] < —min{H(p+e),Hlp—e)}

n—oo

4.2 Principio di grandi deviazioni e teorema
di Laplace-Varadhan

Definizione. Consideriamo una successione di variabili casuali {X, ; n =
1,2, ...} definite nello spazio di probabilita (€2, F, P) ed a valori nello spazio
metrico £ (in genere £ = R). Diremo che {X,} soddisfa un un principio di
grandi deviazioni con funzionale I(-) : &€ — Ry e con tassi di decadimento
a, T 0o se valgono le relazioni:

1
limsup —log P[X,, € ] < —inf I(u) ; VF chiusoin & (4.3)

n—oo  On ueF

lim infi log P[X,, € G] > —inf I(u) ; VG aperto in £ (4.4)
n—00 Ay ueg

Per capire il significato del principio di grandi deviazioni consideriamo un
generico insieme A C £. Se la chiusura di A contiene un punto di zero della
funzione I(-), allora la probabilita P[X,, € A] resta finita anche per n — oo.
Se invece [A] non contiene nessun punto di zero di I(-), allora la probabilita
che X,, assuma valori in A decade esponenzialmente per N — oc:

P[Xn c A] ~ e_an inquAI(u)

(con ~ intendiamo dire che se prendiamo il logaritmo e dividiamo per n i due
membri coincidono nel limite n — co0). Dunque per n tendente all’infinito la
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distribuzione di probabilita di X,, tende ad essere concentrata solo sui punti
di zero della funzione I(-); inoltre la funzione I(-) ed i tassi di decadimento
a, ci permettono di stimare con che probabilita X, assume valori diversi dai
punti di zero di I(-) (cioe la probabilita di grandi deviazioni).

Se {X, ; n > 1} & una successione di variabili casuali che soddisfa il
principio di grandi deviazioni con funzionale I(-) e tassi di decadimento a,
allora vale il seguente:

Teorema 3 (di Laplace-Varadhan). Data una qualunque funzione F
E — R continua e limitata, risulta:

lim — log E[e™ "] = sup{F(u) — I(u)} (4.5)

n—00 Gy u€eE

La dimostrazione completa del teorema si puo trovare in [1, cap.2]; cer-
chiamo qui di capire I'idea alla base del teorema stesso. Abbiamo detto che
per n ~ oo, la probabilita che X, sia in un intorno di u é:

P[X, € O] ~ e~ 1@
Dunque possiamo schematizzare il valore aspettato in (4.5) cosi:

E| eanF(Xn)] ~ Z pan[F(w)~I(u)]

(chiaramente la somma andra fatta su un sottoinsieme denso e numerabile di
&, che si suppone separabile). Sia ora vy il punto di massimo di [F'(u) —I(u)];
possiamo riscrivere:

E[eanF(Xn)] ~ etnlF(uo)—I(uo)] {1 + Z ean{[F(UO)I(UO)][F(UO)I(UO)]}}

EZT)

e nel limite n — oo contribuisce solo il primo termine.

Prima di concludere enunciamo senza dimostrare un lemma tecnico uti-
le nella ricerca del funzionale di grandi deviazioni per sistemi di particelle
interagenti.

Proposizione 9 (di minimax). Sia £ uno spazio metrico completo e se-
parabile e {P,} una successione di misure di probabilita su &; sia {Ig : €& —
R ; g€ M} una famiglia di funzioni semicontinue dall’alto, cioé tali che:

pn, — p = limsup Ig(p,) < Ig(p)

n—oo
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Supponiamo di aver dimostrato che per ogni insieme aperto O C & vale:

1
lim sup — log P,|O| < inf sup/
msup -~ log [ ]_BEMMEE (1)

Allora per ogni insieme compatto K :

1
limsup — log P,| K| < sup inf I
p — log Py ]_uegﬁw (1)

n—0o0 an

Cioe questa proposizione ci permette di scambiare:

sup inf <— inf sup
pw B Bou

che costituisce una delle difficolta tecniche nello studio delle grandi deviazio-
ni.

4.3 Grandi deviazioni dal limite idrodinamico

Vogliamo verificare la validita del principio di grandi deviazioni per sistemi
di particelle interagenti, in modo di poter stimare la probabilita di grandi
deviazioni dal limite idrodinamico. Per semplicita consideriamo il processo
di esclusione semplice simmetrico e con dinamica a primi vicini, con stato
iniziale di equilibrio globale: v,.

Nel seguito utilizzeremo la seguente notazione: M, = M (T?) & lo
spazio delle misure definite positive su T% M, 1 & lo spazio delle misure
positive con massa totale limitata da uno; M&,l e lo spazio delle misure
positive con massa limitata da uno ed assolutamente continue rispetto la
misura di Lebesgue. Indichiamo poi con w il generico elemento di M ; e, se
& assolutamente continuo rispetto la misura di Lebesgue, indichiamo con € la
sua densita: w(du) = 6(u)du. Analogamente indichiamo con 7. il generico
cammino in D([0,T]x M 1) e, se € assolutamente continuo rispetto la misura
di Lebesgue, indichiamo con p(-,-) la sua densita: 7. (du) = p(7, u)du.

Enunciamo subito il teorema che afferma la validita del principio di grandi
deviazioni:

Proposizione 10. Consideriamo il processo di esclusione semplice simme-
trico con dinamica a primi vicint di generatore:

@) =5 3 3 0@ (1~ nw) ) — Fo)]

wET]‘f, ly|=1
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Indichiamo come al solito con PN la distribuzione di probabilita sullo spazio
dei cammini D([0,T] x Ax) definita dallo stato iniziale di equilibrio v, e
dalla dinamica generata da Q. La misura empirica ™ (-) ci permette di
passare dallo spazio delle configurazioni allo spazio M (T?) delle misure
positive su T¢; indichiamo poi con QV la distribuzione di probabilita sullo
spazio dei cammini D(]0,T] x M) indotta dalla misura empirica. Allora la
successione di distribuzioni di probabilita {QN } verifica un principio di grandi
deviazioni con tassi di decadimento ay = N¢ e con un certo funzionale di
grandi deviazioni I(-):

: 1 N : :
— < - I(m(-)) ; 4.
llz{injolip N logQV[C] < ﬂ(l.I)lefC (w(-)) ; VC chiuso (4.6)

NP N :
il > ) :
hﬂtﬂf i log Q™ [0] > F(III)IEO I(n(-)) ; YO aperto (4.7)

Ci sono due contributi dello stesso ordine e distinti alla funzione di grandi
deviazioni:

e un contributo statico h(my) legato alle grandi deviazioni dello stato ini-
ziale (a t = 0). Questa parte ¢ molto facile da studiare perché si riduce
a grandi deviazioni di variabili casuali indipendenti ed identicamente
distribuite.

e c’¢ poi un contributo dinamico Iy(m() legato al carattere stocastico
dell’evoluzione temporale del sistema. Questa e la parte il cui studio
richiede maggiore fatica.

. Possiamo quindi scrivere:
I(ﬂ'(.)) = h(7r0) + Io(ﬂ'(.))
Vediamo piu in dettaglio come sono fatti i due termini.

A) parte statica.
Per ogni funzione continua v(-) : T¢ — (0,1) definiamo la funzione h.,
M, 1 — Ry tale che:

(1—a)y 11—~
— Al
a(l—*y)>+< ’Ogl—a

avendo indicato con < w, f >= [, w(du)f(u) e con A(-) la misura di Lebe-
sgue su 7. Tl funzionale h(-) risulta essere:

hy(w) =< w, log > (4.8)

h(w) = Es&gd) hy(w) (4.9)
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E facile verificare che h,(-) & lineare:
hy(aw + bw) = ah,(w) + bhy(w) ; Va,b € R, Yw,w € M,
e h(-) & convessa:
hlaw + (1 — a)w) < ah(w) + (1 — a)h(w)
e semicontinua dal basso:

W — w = liminf h(w,) > h(w)

n—o0

B) parte dinamica.
Per ogni funzione H(-,-) : [0,7]x T% — R differenziabile con continuita una
volta rispetto al tempo e due volte rispetto allo spazio, definiamo il funzionale
lu(-) = D([0,T] x M4 1) — R tale che:

T 1
lH(’iT()) =< 7TT,HT > =< 7T0,H0 > —/ dr < WT,aTHT + EVZHT >
0
(4.10)

ed il funzionale Jy(-) : D([0,T] x MY ;) — R tale che:

T
Tulro) =tnlmo) =5 | dr [ aul(Fm ) FFer) @)
con F(a) = a(l — «). Valgono le seguenti proprieta :
1. lg(my) € lineare nel senso che:
lu(amey + Buey) = adu(my) + Bla(me
2. Ju(-) & convesso:
Ju(omey + (1 = a)py) < adu(my) + (1 — o) Ju(pe)
e semicontinuo dal basso:

s % mey = liminf Jy (7)) > Jy (n()

n—oo

Estendiamo la definizione di Jy ai cammini 7(,) non assolutamente continui
rispetto la misura di Lebesgue ponendo Jy (7)) = oo se 7y € D([0,T7] x
M) = D([0,T] x MY ;). 1 funzionale Iy(-) di grandi deviazioni risulta
essere:

Iy(m(v)) = sup Ju(my) (4.12)
HeC2([0,T]xT4)
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idea della dimostrazione

Vediamo qual e 'idea della dimostrazione del principio di grandi deviazioni
senza soffermarci sui dettagli tecnici (una dimostrazione completa si trova in

[1].

1) Una cosa molto utile da fare & cercare una famiglia di martingale positive,
a media unitaria e funzioni della misura empirica. Supponiamo infatti che

{e"~ 1ol ™ : B € B} sia una famiglia di tale tipo. Sia K C D([0,T] x M)
un compatto. Risulta allora:

QN[W(]Y) € K] = Egw [e—aNIﬂ(Wf_V))eaNIﬁ(ng))ﬂK(W(JY))] <
S efaN inf ek Iﬂ(’lr(.))EQN [eaNIﬂ(ﬂéY))] —

aNIﬁ('/ré\_[))

poiché per ipotesi e ¢ a media unitaria

— e*aN infﬂ-eK IB(W(.))
Dunque risulta:

hmsup—logQN[W € K| < — inf Ig(m)

N—o0 THEK

Questo & vero per ogni elemento della famiglia {e*~ Ts (”%)}; quindi:

hmsup—logQN[K] < —sup 1nf Iﬂ(w())

N—oo

A questo punto bisogna cercare di invertire supg — infg, utilizzando lem-
mi di minimax analoghi a quello visto alla fine del paragrafo precedente.
Otteniamo quindi che un buon candidato a funzionale di grandi deviazioni e:

sup Ig(m.))
BeB
con tassi di decadimento ay. Chiaramente cio e vero solo se la famiglia di
N
martingale scelta {e*¥*"))} ¢ sufficientemente grande (altrimenti non vale
la disuguaglianza opposta per gli insiemi aperti).

2) Dunque la parte cruciale & nella ricerca della famiglia di martingale

Ig(m N, . . . o 1s
{e™7? (W<->)}. Una tecnica classica per costruire una famiglia abbstanza gran-
de di martingale & basata su un idea fisica, cioe¢ nello studio del proces-
so perturbato dalla presenza di un campo esterno. Fissiamo una funzione
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H € C"?([0,T] x T?) e consideriamo il nuovo sistema dinamico di generatore
H
N,T:

@ f)) = %| > (@)1= n(y)e R HER[F(ntv) - f(n)] (4.13)

y—z|=1

Questo e un processo di esclusione semplice non omogeneo nel tempo e con
tassi di transizione:
1 1= T
clr,z+ z; ~ —n(z)(1—-nlz+2)|1+=VH(T,—
(5,24 25 1) = gn() (1= (e + )1+ L VHE, )
Cioe c’¢ una correzione di ordine % sui tassi di transizione delle particelle
(perturbazione) che fa si che ogni particella tenda a saltare in direzione di
VH(7, §); dunque le particelle tendono a portarsi verso i punti di massimo
del campo H (che va visto come funzione di Liapunov). Indichiamo con P
la probabilita sullo spazio dei cammini: D([0,7] x Ax) defnita dallo stato

e . . . H \ . . .
iniziale v, e dinamica generata da 7 E facile vedere che le derivate di

Radom-Nikodim: %(T) ristretta alla o-algera generata dai cammini fino

all’istante 7', sono martingale a media unitaria. Tuttavia se prendiamo solo

queste come famiglie di martingale perdiamo il contributo statico delle grandi

deviazioni. Dunque consideriamo la probabilita Pg’ , sullo spazio dei cammi-

ni D([0,7] x Ay) definita dal nuovo stato inziale di parametro lentamente
N

variable (-) (funzione continua su7™?): V(> € dalla dinamica generata da

Qﬁﬁ. Un ottimo candidato come famiglia di martingale a media unitaria,
che ci permette di trovare il funzionale di grandi deviazioni, é:
N
dPj
Uap¥

che si fattorizza in:

(T) ; H e CH([0,T] x T,y e C(T%}

N
dPN dvN dPN

3) In base a quanto detto prima il prossimo passo sara cercare esplicitamente
tali martingale, esprimendole come funzioni della misura empirica.
Per la parte statica si fa facilmente, ottenendo proprio:

dvy

gl d

— =exp{—N%h. (7

G = X (=N (o)}
Per la parte dinamica questo passo e piu faticoso; da un calcolo diretto
efettuato utilizzando i risultati in app.B si ottiene:

dPY

leN(T)ZeXde{< Ty, Hy > — < m), Hy > +
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T
1
—/ ds<7r;V,aSHs+§v2Hs >+
0

d
1 Z 1
2 &~ Nd
=1
Il problema & che tale espressione non e funzione della misura empirica;
dobbiamo quindi cercare di riscrivere 1'ultimo termine integrale:

1R 1
22
=

come funzione della misura empirica a meno di correzioni superesponenzial-
mente piccole (cioe che non modificano il funzionale di grandi deviazioni). A
tale scopo bisogna effettuare una sostituzione analoga a quella utilizzata per
verificare il comportamento idrodinamico di sistemi gradiente (cf. cap.3).
L’idea e quella di sostituire:

S (@) (1 = s+ )G (5) — D L (@)1 = 1YL (2)G ()

N
zeTd reTd

Z /0 ds(0,H)?(s, %)ns(x)(l —ns(x +€)) + O(%)}

zeTd

S [ s om0 = o +e0)

zeTd

avendo indicato con " la densitd media su una scatola macroscopica piccola
di lato e V:

1
eN _ )
77N2s($) = 7(28]\/'4- 1)(1 § N s(y)
ly—z|<eN

Qundi si puo intuire che sia lecito approssimare:

% (@) ~ p(s, )

(densitd media in ¥ all'istante macroscopico s). Con tali ragionamenti si

arriva alla conclusione che:

Py A7 (N
a meno di correzioni superesponenzialmente piccole.
4) In conclusione un buon candidato a funzionale di grandi deviazioni risulta:

I(my) = sup hy(m)+ sup Ju (7))
Y()EC(T?) HeC™?([0,T]xT?)

(che & proprio quello che volevamo dimostrare).
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5) con queste idee si riesce a verificare la stima dall’alto per le probabilita di
grandi deviazione:

lim sup —

logQN[ y € C] < — inf I(m)); VC chiuso
N—o0 Nd

m(yEC

Resta da verificare la stima dal basso:

hm 1an10gQ (1) € O] > _n(l?efoj( () ; VO aperto

Come prima cosa si verifica che il processo di esclusione semplice perturbato
ha comportamento idrodinamico; cio¢ la successione di probabilita Q% sullo
spazio dei camini D([0,7] x M) converge debolmente ad una probabilita
Q% concentrata su un cammino determinisico 7 (7, du) (soluzione debole
dell’equazione idrodinamica). Si fa vedere poi che I’entropia relativa di P}
rispetto a PV, definita da:
N
H(P|PY) = Epy 1o 572 ]

soddisfa:

1 N|pN H
Jim 5 H (P |[PT) = I(n7)

A questo punto, dato un generico aperto O C D([0,T] x M) contenente
7" (7, du), risulta:

d N
N IOgQN[O] logEQN[dQN]L{W()EO}]
se 7r( € O, il vincolo 1y ,e0} ¢ ininfluente poiché QY & concentrato su 7/
per grandi N; inoltre possiamo sostituire dg ~(T) — ZIIZN (T') poiché abbiamo
H H
epresso la derivata di Radom-Nikodim d?}i (T') come funzione della misura
empirica. Risulta quindi:

108 Q" 0] = 373108 By (T ()] >

per la disuguaglianza di Jensen:

> L Eoa dPNT = 1HPNPNN%" I(x
2 N Pg[og@( )= - m( | )—>—(7T(-))
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Dunque abbiamo verificato che:

.. 1 N : Hy .
R e 08 QIO € 012 = o iy . aneo T (T0) 5 VO aperte
Per concludere la dimostazione del principio di grandi deviazioni resta da
verificare che la collezione delle soluzioni dell’equazione idrodinamica dei si-
stemi perturbati: {7 ; H € CY?([0,T] x T%)} & densa nello spazio dei

cammini D([0,T] x M)

4.4 Applicazioni fisiche dello studio delle
grandi deviazioni

Una volta effettuato lo studio delle grandi deviazioni di un sistema di par-
ticelle interagenti ¢ possibile rispondere a domande fisicamente interessanti.
In particolare si possono verificare le relazioni di reciprocita di Onsager e la
relazione di time reversal di Onsager-Machlup.

A) Relazioni di reciprocita di Onsager

Per parlare di relazioni di Onsager bisogna considerare modelli con piu
processi dissipativi. Consideriamo per semplicita un modello con due tipi di
particelle. Sia g(7,u) = (p1(7,u), p2(7,u)) il profilo di densita macroscopica
dei due tipi di particelle in posizione u all’istante 7. Per un sistema diffusivo
ci aspettiamo che I’evoluzione di tale profilo sia descritta da un’equazione
idrodinamica di tipo equazione del calore:

ana (T’ u) = au Z Dab(ﬁ(T’ u))aupb(Ta u) (414)

b=1,2

essendo D,,(p) la matrice di diffusione.

Per come sono state ricavate (in Introduzione) le relazioni di Onsager, ap-
pare chiaro che sono strettamente legate allo studio delle fluttuazioni dall’e-
quilibrio. Sia I(p(-)) il funzionale di grandi deviazioni della misura empirica
dal limite idrodinamico. In qualche modo

exp{—NI(p(-))}

rappresenta la probabilita che I’evoluzione macroscopica del sistema sia de-
scritta dalla traiettoria p(7,u) delle densita. Supponiamo che all’istante
7 = —oo il sistema sia in equilibrio ed imponiamo che all’istante 7 = 0 sia
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fluttuato in una situazione di non-equilibrio descritta dal profilo di equilibrio
locale 4(u). La probabilita che avvenga tale fluttuazione & circa:

exp{—N _inf I(p())}

p('a')eg"y'

essendo Gy l'insieme delle traiettorie che verificano i vincoli: p(—oo,u) =
po ; P(0,u) = F(u). 1l funzionale:

S(() = _inf I(5())

A()€EG5

puo quindi essere identificato con I’entropia dello stato di profilo ¥(u). E

ragionevole supporre che tale funzionale sia integrale di una funzione densita
di entropia:

() = / $(7(w)) dus

il che equivale ad assegnare un entropia s(y(u))du ad ogni elemento infinite-
simo del sistema. La matrice R, ¢ definita tramite:
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ab (Ib') = 8paapb

s(7) (4.15)

ed i coefficienti di trasporto di Onsager, in analogia con la relazione (10),
possono essere definiti tramite:

ab p_) ZDac p_')Rcb _') (416)

Le relazioni di reciprocita di Onsager sono verificate se la matrice dei coeffi-
cienti di trasporto e simmetrica:

Lab = Lba

D. Gabrielli, G. Jona Lasinio, C. Landim e M. E. Vares hanno mostrato
(cf. [12], [13] e [14]) che la reversibilita della dinamica microscopica non &
condizione necessaria per la validita delle relazioni di Onsager. In particolare
queste sono state verificate per un modello zero range di equilibrio, con due
tipi di particelle e con dinamica non simmetrica (quindi non reversibile, cioe
con uno stato di equilibrio che non verifica il bilancio dettagliato).

A) Relazione di time reversal di Onsager-Machlup

Consideriamo per semplicita un modello stocastico con un unico tipo di
particelle interagenti e sia I(p(-,-)) il funzionale di grandi deviazioni della
misura empirica dal limite idrodinamico.
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La relazione di Onsager-Machlup si esprime dicendo che il punto di mi-
nimo del funzionale I(p(-,-)) sottoposto ai vincoli:

p(—OO, ’I,L) = Po

p(0,u) = (u)

cioe la traiettoria piu probabile che genera a t = 0 la fluttuazione descrit-
ta dal profilo y(u), si ottiene sottoponendo a time reversal la soluzione
dell’equazione idrodinamica:

871)(7', u) = 0y [D(p(T, u))aup(T’ u)]

con condizione iniziale p(0,u) = y(u).

Negli stessi scritti [12], [13] e [14] D. Gabrielli, G. Jona Lasinio, C. Lan-
dim e M. E. Vares hanno verificato la relazione di time reversal di Onsager-
Machlup per una classe di sistemi di particelle interagenti di equilibrio con
dinamica non reversibile. Quindi, cosi come per le relazioni di simmetria
di Onsager, anche per il principio di Onsager-Machlup la reversibilita della
dinamica microscopica non e una condizione necessaria.

E interessante capire meglio quali sono le condizioni sufficienti a garantire
la validita delle relazioni di Onsager e di Onsager-Machlup. In particolare
nulla e stato detto riguardo la validita di tali relazioni in modelli stocastici
fuori dall’equilibrio. Nei prossimi capitoli si cerchera una generalizzazione in
tal senso. Studieremo un modello con interazioni di tipo zero range a contatto
con delle riserve di particelle che forzano il sistema fuori dall’equilibrio.
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Capitolo 5

Modello zero range fuori
dall’equilbrio

Analizziamo un sistema di particelle interagenti di tipo zero range (con in-
terazioni a contatto), tenuto fuori dall’equilibrio da vincoli al bordo, cioé da
due riserve di particelle all’estremita del volume che contiene il gas. Questo
modello & stato introdotto da A. De Masi e P. Ferrari nel 1984 ([15]) i quali
hanno trovato lo stato stazionario di non-equilibrio e ne hanno verificato il
comportamento idrodinamico. In questo capitolo vengono generalizzati tali
risultati: cercheremo I’espressione del processo aggiunto rispetto lo stato sta-
zionario; quindi troveremo 1’equazione idrodinamica sia del processo diretto
che del processo aggiunto.

Abbiamo gia detto che in un recente scritto di D. Gabrielli, G. Jona-
Lasinio e C. Landim (cf. [14]) si mostra che nel modello zero range di equi-
librio (cioé senza vincoli al bordo) con dinamica non simmetrica (e quindi
non reversibile) valgono ancora le relazioni di simmetria di Onsager ed il
principio di Onasger-Machlup; cio fa pensare che per molti aspetti l'ipote-
si che la dinamica sia simmetrica ¢ ininfluente. Alla fine del capitolo quindi
generalizzeremo tutta la trattazione per un modello diffusivo non simmetrico.

E rimandato al capitolo successivo lo studio delle grandi deviazioni di
questo modello.

5.1 Definizione del modello

spazio

Definiamo un modello di particelle interagenti su reticolo unidimensionale
Ap={-L,—L+1,...,0,1,..., L—1, L}; in ogni punto z del reticolo ci puo’es-
sere un numero arbitrario di particelle n(z) € N . Quindi lo spazio di tutte
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le configurazioni possibili del sistema e: Ay = NAz . Gli elementi di .4;, sono
cioe le configurazioni n = (p(—=L), .....,n(L—1),n(L)) in cui viene specificato
il numero di particelle presenti in ciascun sito del reticolo. Definiamo infine
lo spazio dei cammini £ = D([0,7T] x Ap) cioé la collezione delle funzioni
m : [0,T] — AL continue a sinistra (non chiediamo la continuita perché
siamo su spazio discreto e definiamo una dinamica a salti).

dinamica

L’evoluzione del modello & definita da una dinamica reversibile all’interno e
da un contatto con delle riserve di particelle ai bordi.

All’interno del reticolo le particelle possono saltare solo in un sito vicino,
verso destra e verso sinistra, con la stessa probabilita (dinamica simmetrica
a primi vicini). Le interazioni tra particelle sono solo locali (interazione zero
range); cioeé il tasso con cui una particella del sito = salta verso (z + 1) o
verso (z — 1) dipende solo dal numero di particelle n(x) presenti nel sito .
Tale tasso di transizione e definito dalla funzione: g : N — R, , e soddisfa
per ipotesi le proprieta di:

1. monotonia: g(k+1) > g(k); ¢g(0) =0
2. Lipschitzianita: sup,[g(k + 1) — g(k)] < oo

Il sistema inoltre interagisce con due riserve di particelle, in posizioni +L
e —L di potenziali chimici rispettivamente Ay = logp, e A_ = logp_. Cio
vuol dire che le particelle ai bordi entrano con un tasso %pi mentre escono
con un tasso 3g(n(£L))

In conclusione il generatore della dinamica (27, & definito da:

QL)(n) = —Z D@ + F™h) —2f ()] +
n %p+[f(77“) ORI CR BN 0) BN CR)

abbiamo utilizzato la seguente notazione:

n™Y con x,y € Ap, € la configurazione che si ottiene partendo da n a seguito
del passaggio di una particella da x in y;

n™(z)=4q¢ nly)+1 sez=y



+L,E(L+1) & 13 configurazione che si ottiene a partire da 7 al seguito dell’u-

scita di una particella dal reticolo attraverso il bordo £+L;

LD () = n(+£L) =1 sez==+L
n(2) sez # +L

n

n*L & la configurazione che si ottiene a partire da n al seguito dell’entrata

di una particella nel reticolo attraverso il bordo +L;

s, \ _ ) n(£L)+1 sez==%L
n(2) = n(z) sez # +L

Da come e stato definito il modello capiamo che:

1. per qualunque scelta dei potenziali chimici p, e p_ il sistema non e
conservativo poiché le particelle possono entrare ed uscire dal reticolo
(dunque non c¢’¢ nessuna grandezza conservata)

2. Per p, = p_ il sistema si trova all’equilibrio. Invece per p, # p_
¢ mantenuto fuori dall’equilibrio dal gradiente di potenziale chimico
delle riserve di particelle.

misure invarianti

Il fatto che non ci sono grandezze conservate implica che c’¢ un’unica clas-
se indecomponibile di stati comunicanti nello spazio A; (cf. capitolo 1).
In conseguenza di cio ci aspettiamo che esista un unico stato stazionario,
cioe¢ un’unica misura di probabilita uy sullo spazio delle configurazioni che
soddisfa la relazione di stazionarieta:

(u282) () = 0

Tale misura e una misura prodotto:
prln) = H pr[n(z)] (5.2)
ﬂ?EAL

con marginali:
1 po(@)® 1
mln(@) =kl == ST @)

essendo Z la funzione di partizione (costante di normalizzazione):

Z(p) :kZ_ ﬁ
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pr(z) ¢ il profilo dela fugacita in situazione stazionaria, cioé un profilo lineare
trap_ (in —L—1)ep; (in L+1):
_ P+ —p- | P+ tPp-
@) =St 2
(In qualche modo possiamo immaginare che le riserve di particelle sono
situate in posizione +(L + 1) ove risulta fissato il valore del potenziale
chimico).

Riserva di
particelle 1 p(z)

\ A

Riserva di
particelle 2

Y

—-L—-1 L+1
I — Reticolo -

La verifica che py, € I'unica misura stazionaria del sistema si puo trovare
in [15] .

Indicheremo inoltre con {x,, p € R}, la collezione di misure di equilibrio
a fugacita fissata del processo zero range di equilibrio (cf. capitolo 2):

o) = T mpn(@)]

TEAL
k
P 1
Win(z) =kl = ——=— 5.3
e con {v,,a € R}, la collezione di misure di equilibrio a densita fissata:
Va[] = Bo(a[] (5.4)
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p(a) = va[g(n(0))]  ovvero a = pya)[n(0)]

5.2 Generatore Aggiunto

Una verifica indiretta del fatto che py, € una misura stazionaria si ha cercando
I’operatore aggiunto del generatore €2, che indicheremo con €27 , e verificando
che & un generatore (cf. cap.1), cioé soddisfa le relazioni (1.9):

2. Qu(n,m) <0
3. (2,1)(n) =0, essendo 1(-) la funzione unitaria.

L’operatore aggiunto e definito da:
< h,Qnf >u,=< f,QLh>,, (5.5)

per ogni coppia di funzioni cilindriche A(-) ed f(-) definite in A, essendo
< -,- >,, il prodotto scalare definito dalla misura stazionaria fir,.

Con un calcolo diretto a partire dalla definizione si ottiene, per il genera-
tore aggiunto, la seguente espressione:

@00 = Y- aa) {PLEED [ - s+

r=—L pr (.’L‘)

# 22D [ty - )} +

1

a0 ~ F)+ oD ~ f)] (5.

Appare evidente dalla forma esplicita che {27 € un generatore; questo ci
assicura che yy € una misura stazionaria.
Risulta pero:
Q7 # Qu;

questo vuol dire che uz, non € una misura reversibile, cioe non vale il bilancio
dettagliato. In particolare Q% differisce da Q, per i fattori £ ;(Lz(:)l) 2 ;(Lm(;)l)
che rendono la dinamica asimmetrica; questo esprime il fatto che nel processo
aggiunto le particelle tendono ad andare in direzione della riserva di particelle
con potenziale chimico maggiore (contro il gradiente di potenziale chimico).
Solo per p; = p_ (cioé all’equilibrio) il generatore viene a coincidere con il

generatore diretto e la misura p;, diventa reversibile.
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Calcolo esplicito del generatore aggiunto

Sostituendo nella relazione (5.5) ’espressione esplicita del generatore di-
retto si ha:

< LUk > =< h,Quf >u,= Y purln {; > gn@)[f ™)+

neAL z€EAL

I = 2000+ gpalfF) ~ S+ 5oL - fo1 )

Nell’ultimo membro consideriamo separatamente i vari termini. A seconda
dell’argomento della f(-) si effettua il cambio di variabile { = n»**! o ¢ = n*"
e si somma sulle configurazioni ( anziché n. Si ottiene in questo modo:

L—-1
<L = 5 30 3w (TR ) ) Q)+

r=—L(cAr

+= ZuL )A(¢H)g (ML) f(¢)+

CEAL
LY S e A e ) O
z_—L—|—1<EAL
% D (TR g(CTH=L) F(O)+
(EAL
—2 30 S MO9S Q)+
z=—L({€AL

gm0 un(CHE RO — spe 3 ma(OAO A+
CeEAL (eAL

o 30 m(CETIRCE ) Q) ~ S 3 ma(OAOF(Q)

CEAL CEAL
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A partire dalla definizione della misura stazionaria uj e facile verificare le
seguenti relazioni:

(z+1) pi(=)
() +1pp(z+1)
(z—1)) pu(=)
() + 1pr(z—1)

pr(CTH) = pp(Q) ser<L-—1

sex>—-L+1

+1sex#L
+1lsex#—L
L)+1

Utilizzando tali identita la relazione (5.7) assume la forma:

L-1

1 L\T Tz+1,T
<A 2=g 33 wlOalclos D)L i)

Y Y mlQelcte - 1) P e

z=—L+1C¢cAL pr(z —1)

23 Y Qe R+

r=—1L CEAL

b5 2 maQaC(D) Lo FORCEH )+

CeAL pr(L)
1 _)_P- L (L41)
+2<§L #(Q9(C(=L)) gy FOR(C )+
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3 3 QDO + 5 3 wOpul-DFOAC )+

CeAL CeAL

—%m > m(OF(OR(C) — %p > (OO (5.8)

CEAL (eAr

Nei primi due termini effettuiamo i cambi di variabiley =z +1ley=2—1
rispettivamente. Ci accorgiamo inoltre che i termini mancanti nelle prime
due sommatorie sono proprio il IV e V termine, in quanto pr(L + 1) = py e
pr(—(L+ 1)) = p_. La relazione (5.8) si riscrive dunque cosi:

<01k >p= ;Z 2 uL(c)g@(y))pLﬁ(‘;”f(<>h(<y’y+l>+
. Z > e (Qac) P2 e+
2 y_zLjL ; 1 (Og(C ) QMO+
1) ;j pp(QFQRCH) + 5pr(-1) ;; (O FORC™)+
St ;AL GYGLI

Sfruttiamo ora la linearita del profilo stazionario py(-) sostituendo:

_ oy +puly+1)
pr(y)
p+ +p— =pr(L) + p(—L) nell’ultimo termine

2 nel III termine

Con qualche manipolazione algebrica si arriva a:

L

<1950 5= Y m©© {5 ¥ oo [PLED e - e+
CeAL y=—L ~
pL(y—l) yy—1y 1 Ly
+ 2= (h(¢r) < ()| + gl ()~ 1(0) +
+5p2l=D) () - 0) }

da cui si ottiene 'espressione (5.6) del generatore aggiunto.
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5.3 Equazione Idrodinamica

Cerchiamo ora ’equazione idrodinamica del processo diretto e del processo
aggiunto; per fare cio supponiamo che il modello abbia un comportamento
idrodinamico e ci limitiamo a cercare 1’equazione idrodinamica seguendo le
tecniche standard discusse nel capitolo 3. Studiamo sia il processo diretto,
cioe generato da (2, sia il processo aggiunto, cioe generato da €27 .

A) processo diretto

La prima cosa che bisogna fare per trovare ’equazione idrodinamica di un
sistema diffusivo di particelle interagenti ¢ vedere se ¢ di tipo gradiente;
ovvero se la densita di corrente tra due siti vicini puo essere scritta nella
forma (3.10):

j(iE, r+1 ) 77) = Dw+1h(77) - D:ch'(n)
essendo h(7n) una funzione cilindrica nello spazio delle configurazioni e D,

I’operatore di traslazione spaziale. In tal caso la proposizione 8 del capitolo
3 ci assicura che 1’equazione idrodinamica e ’equazione del calore:

1
Orp(r, u) = 50u[D(p(r, v))0up(T, u)] (5.9)
con coefficiente di diffusione:
d
D(p) = —2d—p'/p[h(77)] (5.10)

A partire dalla definizione di densita di corrente, espressa dalla relazione:
Qn(z) = jp(z —1,2) — jy(z, z + 1) (5.11)

si ottiene per il processo diretto:

. 1
Jn(w,x£1) =5lgn(z) =gz £1)]  —-L<z<L (5.12)
e tale relazione si estende anche ai siti reticolari x = £L pur di identificare:

g(n(L +1)) =:py gn(=L—-1)) =:1p_ (5.13)

(Ricordiamo che il reticolo € definito tra —L e +L, quindi n(£(L + 1)) non
sono proprio definiti). La relazione (5.12) garantisce che il processo diretto
¢ un sistema gradiente con funzione h(7n):

1

hn) = —59(1(0)) (5.14)
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dunque ci aspettiamo che 1’equazione idrodinamica sia proprio I’equazione
del calore (5.9) con coefficiente di diffusione definito dalle relazioni (5.10) e
(5.14):
d 1 d
D(p) = —2—v,[—=g(n(0))] = —
(p) dpl/p[ 59(n(0))] dpso(p)

Le identificazioni (5.13) sono indice della necessita di imporre dei vincoli sul
valore del potenziale chimico al bordo del reticolo:

¢(p(r,£1)) = ps (5.15)

Possiamo quindi concludere che I’evoluzione macroscopica del sistema e de-
finita dall’equazione parabolica (5.9) supportata dai vincoli al bordo (5.15).

B) processo aggiunto

Per quanto riguarda il processo aggiunto si trova la seguente espressione per
la densita di corrente (che indichiamo con j* per distinguerla da quella del
processo diretto):

pr(z £1)
pr(z)

pr(z)

M +1)= —_
oz pu(o £ 1)

—L<z< L

(5.16)

9(n(z)) —g(n(z +1))

N | —

anche tale espressione si estende ai siti di bordo x = L pur di identificare:

gn(£(L +1))) =: p=

Anche in questo caso dunque ci aspettiamo che l’equazione idrodinamica,
qualunque essa sia, debba essere supportata dai vincoli al bordo sulla fuga-
cita:

o(p(r, £1)) = px
Tuttavia dalla relazione (5.16) risulta chiaramente che la corrente j; (z,z+1)

non puo essere espressa nella forma (3.10) a causa dei fattori 2 ’;(Lz(:;)l), funzioni

della posizione x. Dunque il sistema non ¢ di tipo gradiente e per trovare
'equazione idrodinamica aggiunta non esiste un metodo generale (noto solo
per sistemi gradiente). Il processo aggiunto perd ¢ un caso particolarmente
semplice di sitema non gradiente e I’equazione idrodinamica si riesce a trovare
con un procedimento analogo a quello utilizzato nel caso di sistemi gradiente
(cf. capitolo 3).

Vediamo ora i passaggi fondamentali per ricavare I’equazione idrodinami-
ca aggiunta rimandando alla fine del paragrafo i calcoli espliciti.
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Sia {u* , L € N} una successione di misure di probabilitd sullo spa-
zio delle configurazioni A;, di tipo equilibrio locale forte con profilo py(-) €
C?([—1,1]), cioe tale che:

L
DLu:uL = Vpo(u)

D, e l'operatore di traslazione spaziale. Abbiamo indicato con L2% 1a con-
vergenza debole nello spazio delle misure di probabilita. Supponiamo per
ipotesi che il profilo py(u) soddisfi le condizioni al contorno:

@(po(£1)) = p=+

L’ipotesi da cui partiamo e che il sistema abbia un comportamento idrodi-
namico ed ogni equilibrio locale forte sia conservato nel tempo (supponiamo
cioe sia verificata la tesi 1 del capitolo 3). Non daremo una verifica di tale
affermazione la quale presenta una notevole difficolta tecnica (I'idea & stata
discussa nel capitolo 3). Una formulazione matematica di questa ipotesi ¢ la
relazione di LED (local equilibrium distribution, nella terminologia di [5]):

DLUTL2T/1,L Li)f Vp(T,u) (517)

essendo p(-,-) € C2([0,T]x[—1, 1]) una funzione regolare nello spazio-tempo
che soddisfa la condizione iniziale

p(0,u) = po(u)

e i vincoli al bordo
o(p(T,u)) = ps

mentre T} & operatore di traslazione temporale. Fisicamente p(7,u) descrive
I’evoluzione temporale del sistema macroscopico a partire dalla situazione di
equilibrio locale descritta dal profilo pg(u). Nostro scopo & trovare I’equazione
differenziale che definisce tale evoluzione. Il significato fisico di p+ € quello
di fugacita delle riserve di particelle, che possono essere localizzate nei siti
reticolari +(L+1). E dunque ragionevole fare le seguenti ulteriori ipotesi sul
LED {u"}:

P (e, (L)) =3 pe
L{ps — p"lg(nezr (L))} =3 £0u0(p(r, £1)) (5.18)

La prima relazione ¢ equivalente ai vincoli di bordo sulla fugacita ¢(p(7, £1))
ed esprime la continuita della fugacita agli estremi del reticolo. La seconda
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relazione in qualche senso € un ipotesi di continuita della derivata prima della
fugacita al bordo.

Indichiamo con 7% (du) la misura empirica sull'intervallo [—1,1] che si
ottiene assegnando peso + ad ogni particella e riscalando spazio e tempo
opportunamente:

1
L

+L
1
w7 (du) = 2 Y e ()03 (du)
r=—L
(con ¢ indichiamo la funzione delta di Dirac in [—1, 1]). Per come ¢ definita, la
misura empirica rappresenta la versione discreta della densita macroscopica
del sistema; ci aspettiamo cioe che nel limite idrodinamico L — oo sia:

7l (du) ~ p(1,u)du

Il problema ¢ definire il significato del simbolo ~ (deve essere inteso come
una convergenza in probabilita).

La tecnica utilizzata per trovare l’equazione idrodinamica consiste nel
calcolare:

. d L L
Jim ——pt< s f > (5.19)

data una generica funzione f regolare nell’intervallo [—1, 1]: f(-) € C*°([-1, 1]).
Usando la proprieta di LED senza effettuare esplicitamente la derivata tem-
porale si trova che il limite (5.19) coincide con:

/_ duf ()0:p(r. ) (5.20)

Se invece si ripete il calcolo effettuando la derivata temporale tramite le
equazioni di Kolmogorov si trova per il limite (5.19) la seguente espressione:

/_11 duf(u) Baﬁw(p(ﬂ u)) — ad, (%)] (5.21)

Unendo i due risultati (5.20) e (5.21) e sfruttando il fatto che la funzione
f(u) & scelta arbitrariamente, si ha che I’equazione idrodinamica aggiunta
deve essere:

9, () = %ag<p(p(7, w)) — ad, [%] (5.22)
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osservazioni

Prima di verificare alcuni passaggi lasciati in sospeso nella ricerca delle equa-
zioni idrodinamiche diretta ed aggiunta, facciamo alcuna considerazioni sui
risultati ottenuti.

Abbiamo trovato che il processo diretto ha un comportamento idrodina-
mico descritto dall’equazione:

0p(7,u) = 50%p(p(r, )
Plp(r,41)) = p

con situazione stazionaria definita dal profilo lineare della fugacita:

p(p(w)) =pu) = au+p

L’equazione idrodinamica e la stessa ottenuta per il processo di equilibrio
(cioe senza costrizioni ai bordi). Il motivo di cio si puo spiegare nel seguente
modo.

A) 1l processo di equilibrio ¢ un tipico sistema diffusivo, in cui il tempo
riscala quadraticamente rispetto lo spazio, e fisicamente ci aspettiamo che
evolva secondo un’equazione parabolica.

B) Quando si introducono delle sorgenti ai bordi si rompe la situazione di
equilibrio e si impone un flusso continuo di particelle in direzione fissata (dalla
riserva di particelle con potenziale chimico maggiore a quella con potenziale
chimico minore). Per questo il sistema perde I'invarianza per traslazioni ca-
ratteristica delle situazioni di equilibrio; ad esempio la fugacita in situazione
stazionaria ha un profilo lineare tra i due valori vincolati al bordo. Tuttavia
il gradiente di potenziale chimico tra i bordi (A, — A_) & fissato ed indipen-
dente dalla dimensione del reticolo (cioé dal numero di particelle). Quindi
nel limite L — oo il gradiente di potenziale chimico tra due siti microscopici
vicini diventa infinitesimo di ordine ~ %; per questo il sistema e ancora di
tipo diffusivo: ’equazione idrodinamica ¢ la stessa che si aveva all’equilibrio
e 'unico effetto della presenza delle riserve di particelle e fissare il potenziale
chimico ai bordi tramite le relazioni (5.15).

C) Completamente diversa & la situazione con drift, in cui il campo che
genera la corrente tra due siti vicini resta costante anche per L — oo. Cio si
puo ottenere in due modi: o si prendono le riserve di particelle con gradiente
di potenziale chimico che diverge linearmente con L, oppure si introduce un
campo di forze esterno costante F che spinge le particelle in direzione fissata
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(un modello di questo tipo descrive ad esempio gli elettroni in un conduttore
immerso in un campo elettrico costante). In tal caso il sistema non & piu
diffusivo e I’equazione idrodinamica & di tipo equazione di Eulero.

Per il processo aggiunto abbiamo trovato 1’equazione idrodinamica:

0-p(T,u) = %3390(0@ u)) — ady [%Z)U))}

p(p(r; +1)) = p=

Che e un’equazione analoga a quella del processo diretto, con situazione
stazionaria di profilo lineare della fugacita:

p(p(w) =pu) = au+p

ma con un termine in piu nella derivata spaziale del primo ordine, quale
immediata conseguenza della non reversibilita microscopica della dinamica
(overo dei rapporti p;(fi(:)l) che compaiono nell’espressione del generatore).
Sappiamo che il processo aggiunto descrive il sistema sottoposto a time re-
versal; ci aspettiamo quindi un sistema in cui le particelle fluiscono contro il
gradiente del potenziale chimico. Affinché cio sia possibile & necessario che
ci sia una ”forza” che spinge le particelle in direzione del potenziale chimico
crescente; tale forza e descritta nell’espressione del generatore proprio dai
fattori 222ED o 43 vita nell’equazione idrodinamica al termine lineare nella

. pL(@)
derivata spaziale.

verifica di alcune relazioni

Per concludere deriviamo esplicitamente le relazioni lasciate in sospeso nel
corso della trattazione precedente.

1. relazioni (5.12) e (5.16)

Le espressioni (5.12) e (5.16) della densita di corrente diretta e aggiunta
si ottengono direttamente dalla definizione (5.11). Per il processo diretto
risulta:

1 &
Qun(z) =5 D gm@) (=) +n(x) — 2n(z)]+

2
z=—L

+ %m[n“(x) — ()] + %p— [ (@) = n(@)]
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Per come sono definite le configurazioni n™¥ ed n*" si ottiene:

= 3lg(n(z = 1)) — g(n(x))] — 3l9(n(x)) —g(n(z+1))] se —-L<z<L
Qun(z) = = 2[g(n(L — 1)) — g(n(L))] — 3[lg(n(L)) — p<] se =1L
= 3lp- —g(=L))] = 3lg(n(=L)) —g(n(—=L+1))] se z=-L

Questa relazione & equivalente all’espressione (5.12) per la densita di corrente
Jn(z,z £1). Analogamente per il processo aggiunto abbiamo:

Q) = —Z M[nz’z“(x)—n(fv)]+m[nz’z‘l(x)+

e e
~ @)+ ;me (@) — (@) + e~ Dl (@) — n(@)] =

se —-L<z<L

_1 e P e )
- 5 [otnta = ) 2D e P 4
B pu(z +1) N pr(z)

5 [ (n(z)) po(2) (n( +1))pL($+1)}

sex =1L
= ot - 1, B sty +
1 pL + 1) pL(L)
—5 |:g(77( )) pL(L) o +pL(L+ 1):|

se x =—L

1 pr(=L) pu(=L-1)

2 [ p(-L—1) g(n(_L))W} ’

- [g(n(—L))pr(%—z)l) (= LH))%]

da cui ricaviamo l’espressione (5.16) per la densita di corrente aggiunta
Je(z,z £1).

1. relazioni (5.20) e (5.21)

La relazione (5.20) si ricava semplicemente usando la definizione di misura
empirica e la relazione di LED (5.17):

d -0
—utl< b f 5] Z F(F)0(Tu; D i) 1o (0)] =3
x_—L
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Lo / uf (1)0, 10100 = / duf (u)d, (. u)

La verifica della relazione (5.21) ¢ leggermente piu articolata. Sfruttando il
fatto che il tempo macroscopico riscala con L? si ha:

<k f 5] = Z PP L mE] (529

La derivata temporale a secondo membro puo essere calcolata utilizzando le
equazioni di Kolmogorov:

i (o)) = w0 (o)]

e, per come ¢ definita la densita di corrente j;, risulta:

ant(x) = .7;(',1: - 1,.’13) - ];(.’L’,.’L‘ + 1)

Alla luce di tali risultati la relazione (5.23) si riscrive cosi:

D pient,f o= 32 (M- 1,0) - oo+ 1)) =
m——L

riscalando la posizione reticolare del primo termine

=1 3 HICT) = S+ Dl
DL = 1, =D = FOLE L L+ )] (5.24)

Dobbiamo quindi studiare p”[j}(x,z + 1)] fino all’ordine I (consideriamo
anche i casi x = —L — 1 e x = L identificando p, <> g(n(L +1)) e p_ +

g(n(—=L — 1)) ). Dall’espressione della corrente (5.16) abbiamo:

pr()

pr(z +1)
pr(z+1)

pr(z)

i iy, o+ 1)] = gut gln()) ~ g(n(z +1))

Ricordiamo che il profilo di fugacita stazionario & espresso da:

() = a=—
prL\x —CYL+1
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_— P+—Dp-— __ P++p-—
con o = 5= e 3 =5

. Risulta quindi:

1

S lg(n()) - 9(77(3?+1))]+§pLL()uL[g(n(x))+g(n(x+1))]%+O (Li)

Sostituendo questa approssimazione nella relazione (5.24) abbiamo:

pE g (@, z4+1)] =

L-1

<t 5] = o 3 Q)+ O (o) = olnta + D)}

=—L

- i(f’(%) +O(D) st o)) + gl + 1) + O(p)+
4 HEOLI - = o(n(~L)) + s (D la(n(~L) + -+
~F LIl (n(L) = pi] = - F(O (D) +ps] =
LS ) - ) D T a0+

r=—L+1

45 P DDy Taoti g o] — 3 F Dy Tizrss®) g (mo(0))]+

F=D) (W g (m(=L))] +p-)+

SOOI g(D) ~ p] — g FO W o)) + 1) +O(7)

o
2p(%)
(abbiamo indicato con p(-) il profilo macroscopico della fugacita in situazione
stazionaria: p(u) = au + ). A questo punto sfruttiamo 'ipotesi fatte sul
LED {u*} (5.17) e (5.18) ed effettuiamo il limite per L — oo:

Ayt 505 ] / duf" (u)p(p(r,u))+

1
p(w)”

——f( Doup(p(r, —1)) + () p(p(1,1)) + af(-1) —af(1)

v [ du ool ) + 57 (V- = 5 pi+
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Integrando per parti ogni volta che ¢’e una derivata della funzione f, i termini
di bordo si cancellano esattamente con gli ultimi sei termini e resta:

1

Lh_{go %MLK rk f>] = /1 duf(u) Baﬁéﬂ(ﬂ(ﬂ u)) — ady <%)]

che & proprio la relazione (5.21) che volevamo dimostrare.

5.4 Modello asimmetrico

Come detto nell’introduzione del capitolo, cerchiamo una generalizzazione del
modello zero range di non-equilibrio considerando un modello con dinamica
asimmetrica. Tale generalizzazione non e immediata come nella situazione di
equilibrio (cf. ad esempio [14]) in quanto la presenza delle riserve di particelle
non permette di avere condizioni di periodicita al bordo e rompe I'invarianza
per traslazioni del sistema.

definizione della dinamica

Le prime difficolta nascono dalla definizione stessa del modello asimmetrico.
Il problema deriva dal fatto che, se le particele possono fare salti di lunghezza
maggiore di 1, allora non & ben definito dove finiscono le particelle che, in
prossimita del bordo +L, saltano oltre le riserve di particelle (situate in
+(L +1)).

Noi faremo la seguente scelta sulla dinamica: all’interno del reticolo ogni
particella puo saltare di una quantita y € A, = {—r,...,7}; la distribuzione
delle probabilita di transizione & indicata con p(y). Sulle probabilita p(y)
faremo le seguenti ipotesi.

1. non degenerazione: p(0) =0

2. normalizzazione: »° ., p(y) =1

3. assenza di drift: 3 .\ yp(y) =0

4. varianza finita: 37 .\ y°p(y) = 0 < 00

Se dopo il salto la particella non & piu nel reticolo (cioe |z +y| > L), diremo
che e entrata in una riserva di particelle. Quindi, se x € in prossimita di un
bordo (ad ex. +L), la probabilita di saltare nel punto z +y interno al reticolo
¢ p(y) e la probabilita di saltare nella riserva di particelle &: >° . ; p(y).

Resta da definire i tassi di transizione con cui le particelle entrano nel
reticolo a partire dalle riserve di particelle. Anche in questo caso generaliz-
ziamo la dinamica a primi vicini dicendo che una particella puo entrare in
un generico sito x in prossimita dei bordi. Per semplicita supponiamo che la
collezione dei siti raggiungibili direttamente dalle riserve di particelle siano:
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A ={L—-r,.,L} e A, = {-L,...,—L +r} (cioe gli stessi siti da cui ¢
possibile raggiungere le riserve di particelle con un unico salto). Indichiamo
con p(z) il tasso di transizione con cui una particella entra direttamente nel
sito z € AT

Date queste premesse, il generatore della dinamica risulta definito da:

QA = DD gm@)p@)f ") — f(n)] +

TEAL yGAT

+ > B@)f (") = f(n)] (5.25)

weA%

Viene utilizzata la convenzione che, se (z+y) non appartiene al reticolo, allora
la configurazione n™**¥ ¢ ottenuta a partire da 7 eliminando una particella
di x: (=)

Tty () — nr)—1 sez==z

K (2) { n(z) altrimenti

in altri termini %Y = n®L+! qualora x +y > L. Con 7% indichiamo invece

la configurazione ottenuta da n a seguito della creazione di una particella in
z (in prossimita di un bordo):

e JnE@)+1 sez==x
n'(2) = { n(z) altrimenti

Nell espressione (5.25) restano arbitrari i tassi p(x) con cui le particelle entra-
no a partire dalle riserve. Tale ambiguita verra eliminata in seguito (facendo
opportune ipotesi fisiche).

stato stazionario

Un possibile modo di procedere consiste nel fissare lo stato stazionario uguale
a quello che si aveva per dinamica simmetrica

_ 1 [e@™@ 1
bl = 11 [g @) Z(pu(@)) (5.26)

essendo ¢ (-) un profilo lineare:

Py = oo (e X
@) =5t t T

Tale scelta non e irragionevole in quanto anche nel modello zero range di
equilibrio (senza vincoli al bordo) le misure di equilibrio sono indipendenti
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dalla distribuzione di probabilita p(-) e dalla simmetria o asimmetria della
dinamica. Nel seguito quindi imporremo che lo stato stazionario sia py, e
vedremo in che modo tale ipotesi influisce sulla definizione del generatore.
Indichiamo con ¢(-) : [—1,1] — R il profilo lineare macroscopico:

o(u) =au+ g
avendo indicato: a = &%= | = %.
Dire che uy, € uno stato stazionario equivale a chiedere:

(ke82)(n) =05V (5.27)

Il risultato interessante € che tale relazione di stazionarieta (5.27) ¢ verificata
se e solo se i tassi di transizione ai bordi p(z) sono definiti dalla seguente
relazione:

pla)=" Y.  pl-peulz+y) (5.28)

e
r+y € AL

Dim. Se k(n, () ¢ il tasso di transizione dalla configurazione 7 alla configu-
razione (, la relazione di stazionarieta (5.27) assume la forma:

> AunlCIk(C,m) — pulnlk(n, Q)Y =0 (5.29)
¢

Le uniche configurazioni raggiungibili a partire da 7 sono:

n®*tY con x € Ap, , y € A,; il pasaggio avviene con tasso di transizione

9(n(x))p(y)
n®*L+1) -z € Af con tasso di transizione g(n(z)) Y yiaryl>r PY)
n® , x € AF con tasso di transizione j(z)

Di contro le uniche configurazioni da cui si puo raggiungere 7 con un salto
della dinamica sono:

C=n"%  x e A, y € A, tali che z +y € Ap; cio equivale a dire
n = (**t%* quindi il pasaggio da ¢ ad 7 avviene con tasso di transizione
g™z +y))p(—y)

¢ =nporlH) g e Af; invertendo tale relazione risulta n = (* ed tasso di
transizione & p(x)
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¢ =n", z € AL; in questo caso risultan = ¢(»*(+Y ed il tasso di transizione
da Canegn™()) Xy piy>2PW)

In conclusione la condizione di stazionarieta (5.29) si riscrive cosi:

> m™ g +y) + Dp(—y)+

e,
+ ZA+ poln® p(x) + EA:_ pnln® E b))+
+ ) uL[nm];(n(x) + Dp(y) + L > mntlan(z) + Dply)+
fcfyy> L x—i—mg;y<:—L
—;mmg(n(w»p(y) - Z pa[nlp(z) =0 (5.30)

Quando non e specificato altro supporremo sempre x elemento del reticolo
Ay, mentre y elemento di A,. Utilizzando 'espressione esplicita (5.26) dello
stato stazionario pj possiamo sostituire:

or(z)  g(n(z))
g(n(z) +1) ¢r(z)

prn®™ = prn] sex,z €A

o, £(L+1)] _ g(n(x))
,U,L[T] ] IJ'L["?] (PL(-’r)
o)y @)

Sfruttando tali identita la relazione (5.30) assume la forma:

( )

+ Y qeul@) > ply)—plz) p+




+3 Sl Y py) - p(z) p =0

L r+y<-—L J

e questo deve essere vero per ogni configurazione 7. Quindi cio € possibile se
e solo se valgono separatamente le relazioni:

Y p(—w)erl@+y) +bx) — eulz) Y ply) =0 (5.31)

Yy
m—l—yEAL

dobl@) = Y. eu@py) (5.32)
” x,y

r+y ¢ AL

Dalla prima relazione (5.31) otteniamo la forma esplicita dei tassi di transi-
zione p(x):
play=" > pl=yer@+y)+ > pWecl@) — p(—y)erlz + )]
y: Y
T+y ¢ AL

Sfruttando la linearita del profilo ¢ (z) e le proprieta della distribuzione p(y)
e facile verificare che 'ultimo termine e nullo; quindi otteniamo:

ple)= >, pl=y)eulz+y)
y:
rT+yeE AL
che ¢ proprio la relazione (5.28) che volevamo dimostrare. Resta da verificare

che con tale scelta dei tassi p(z) la seconda relazione (5.32) ¢ immediatamen-
te verificata. Per dimostrarlo basta utilizzare le seuenti identita (di facile

verifica):

Y. l=y; Y, 1=—y (5.33)
X . X :

r+y>1L r+y<-—L

1 1

Y., E-2)=gyy-1); Y. Ltz =g+
xZ . xZ .

z+y>1L z+y<-—L
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e la linearita del profilo ¢, (-). Risulta infatti:

d b)) - ). eu@)ply) =

T,y :
r+y¢ AL
- Z [p(—y)er(z+y)—p (y)] = 52[17 Z .
' +x;gy¢. A T+ ; ¢ Ap
L +1 %[p Z (L —z)+
x+y;L
+O‘L.1H ;[p(—y) —p(y)] > (L +2)+
$+y% L
e N CUDY o Shw-p) X
x+y;L $+y% I
WLL Ey:yp(—y) 1=
x+yéAL

=8 _lylp(=y) —p@)] + 7 = - {—% > yly—Dip(—y) — p)+

+ Zyy+1[p +Zy|ylp }

y<0

T {gy[p(—w — )] = Y_ylp(—y) - p(yn} =0

y<0

Il primo termine ¢ banalmente nullo. Per dimostrare che gli altri due termini
sono nulli basta tener conto dellipotesi che la distribuzione p(y) ¢ a media
nulla. Risulta cosi verificata la relazione (5.32).

0
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Concludiamo quindi che affinché lo stato stazionario sia definito da un
profilo di fugacita lineare & necessario fissare i tassi di transizione p(x) con
cui le particelle entrano a partire dalle riserve ai bordi del reticolo tramite
la relazione (5.28). Con tale scelta il generatore della dinamica assume la
nuova forma:

QL)) = gn(@))ply) [F(n™=) — f(n)] +

+ Y. e +yp(—y) [f(0") — ()] (5.34)

.'L',y:
r4+y ¢ AL

Il risultato ottenuto ha una chiara interpretazione fisica. Scrivere il gene-
ratore nella forma (5.34) equivale ad assegnare una certa profondita spaziale
alle riserve di particelle, che non sono piu localizzate in £(L + 1), ma si
estendono tra +(L + 1) e £(L + r); inoltre la fugacita della riserva di parti-
celle non & piu fissata pari a ¢, ma nella zona di transizione tra +(L +1) e
+(L +7) la fugacita ha andamento lineare che prosegue il profillo di fugacita
del reticolo in situazione stazionaria.

pr(7)

I — Reticolo -
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Con questa interpretazione una particella in un sito x in prossimita del
bordo del reticolo pud saltare in un punto generico (z +y) > L o < —L
della riserva di particelle, purché |y| < r, e cido avviene con probabilita p(y).
Quindi il tasso di transizione con cui la particella esce dal reticolo & proprio
9(n(2)) 32y 124y/> P(¥)- Analogamente una particella nel sito z della riserva
di particelle (esterno al reticolo) puo saltare in un qualunque sito z = (z —y)
interno al reticolo con tasso di transizione ¢y, (z)p(—y) poiché la fugacita di
ogni sito della riserva di particelle ¢ fissata pari a ¢ (z). Quindi in z € Af
possono entrare particelle da ogni punto della riserva ed il tasso di transizione

complessivo risulta proprio Zy: otygh PL (z +y)p(—y) = p(x).

Le scelte effettuate sulla dinamica del modello asimmetrico sono in parte
arbitrarie. Potremmo considerare ad esempio una dinamica differente con
una zona centrale del reticolo A = {—L +r,...,L — r} in cui le particelle
fanno salti y di lunghezza arbitraria inferiore ad r e con probabilita p(y); e
due zone di bordo A} = {—-L,..,—L+r}eA; ={L—r,..,L} in cui la
dinamica delle particelle ¢ simmetrica ed a primi vicini. In questo modo il
sistema non risente piu della struttura spaziale del reticolo. Lo studio di un
modello di questo tipo presenta pero delle complicazioni.

A) Una caratteristica essenziale del modello con generatore (5.34) ¢ che, se
¢ consentito un salto dal sito z al sito z (interno o esterno del reticolo), al-
lora & consentito anche il salto opposto da z ad x, anche se chiaramente con
probabilita differente. Questo porta ad una certa specularita tra il processo
diretto ed il processo aggiunto (legato all’inversione temporale della dinamica
microscopica) ed ¢ alla base del fatto che la misura stazionaria ¢ una misura
prodotto.

B) Nel nuovo modello, con dinamica differente a seconda della zona di retico-
lo, si perde tale specularita; ad esempio il salto tra L —r ed L ¢ permesso ma
non e permesso il salto opposto. In conseguanza di cio la misura stazionaria
non ha una forma semplice come in (5.26) e nascono ragionevoli dubbi sul
fatto che sia una misura prodotto; quindi lo studio analitico del sistema risul-
ta pit complesso. In ogni caso ci possiamo aspettare che il comportamento
idrodinamico risulti indipendente da come e definita la dinamica nella zona
di bordo del reticolo.

processo aggiunto

Abbiamo verificato che il processo asimmetrico di generatore (5.34) ha stato
stazionario yuy[-]. Possiamo chiederci come ¢ fatto il generatore aggiunto Q}
rispetto tale stato, definito da:

<h,Qpf >u,=< f,QLh >,
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per ogni coppia di funzioni cilindriche A, f sullo spazio delle configurazio-
ni. Vogliamo verificare che il generatore aggiunto (2] risulta espresso dalla
seguente relazione:

@0 = o0 P2 ) £y — f)] +

oy or(z)
+ >, pWen@) [f(n") — f(n)] (5.35)
x +:Z,?§Jé Ar

Tale espressione generalizza quella del generatore aggiunto del modello con
dinamica simmetrica (5.6).

Dim. 1l calcolo del generatore aggiunto €27 ricalca quello effettuato nel model-
lo simmetrico. Utilizzando ’espressione (5.34) del generatore €);,, abbiamo:

<FQh>u= ) Zg Dpwnlh(n) f(n™ )+

T,y
r+y €N

+ > o)) am(@)uunlh(n) f (™) +

z,y K

r+y ¢ AL

+ > elw+yp ZuL[n]h n°)+
T,y

r+y ¢ AL

=Y () > 9(n(@))pelnlh(n) f (n)+

- Y, ety Z pr[nlh(n) (5.36)

z,Yy
r+yé¢ AL

Facciamo dei cambi di variabile  — ¢ in modo che in ogni termine compaia
f(¢). Nel primo termine prendiamo: { = p***¥ & n = (*T%%; nel secondo
termine: ( = n***¥ & n = (% infine nel terzo termine definiamo: ( = n* <
n = (®**Y, Utilizzando Pespressione esplicita dela misura stazionaria uz, la
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relazione (5.36) si riscrive cost:

U= w0 Y sl + )2 ey

T4y ¢ AL z+y ¢ AL

=Y 29D = Y eula+yp(=y)h(Q) ¢

€,y
T4y ¢ AL )

L’espressione tra parentesi graffe definisce ’azione del generatore aggiunto
sulla funzione h(¢). Facendo un cambio di variabile nel primo termine: z +
Yy — x, —y — y si ottiene:

1)) = Lol o) P )

+ ) pe@) fin)+

T,y
x4y ¢ A
=Y p@atn@)fm— Y. eule+y)p(-y)f(n)
x +Z’gé Ag

Per arrivare all’espressione (5.35) basta utilizzare la relazione (5.32), legata
alle proprieta della distribuzione p(y) ed alla linearita del profilo ¢, (z).

g
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5.5 Equazione idrodinamica del modello
asimmetrico

Per concludere 'analisi del modello asimmetrico ne studiamo il compor-
tamento idrodinamico, focalizzando I’attenzione sulla ricerca dell’equazione
idrodinamica diretta ed aggiunta.

Studiamo innanzitutto la corrente di particelle in x, ovvero 'azione del
generatore sulla funzione cilindrica n(z). Con un calcolo diretto si arriva, per
il processo diretto, a:

Un)= Y. gmetp-v)+ D eulz+y)p(-y)—g(n(z))
T + g E AL T + g Qﬁ Ar

Prendendo per convenzione g(n(z)) = ¢r(z) qualora z & un sito esterno al
reticolo Ay, risulta:

Qe Zg (z +9))p(=y) — g(n()) (5.37)

Analogamente per il processo aggiunto si ottiene:

Qpn(z Zp n(z+y) - Zp gDLQHy)g(n(fﬂ))

(5.38)

o1 :c+y)

In entrambe le relazioni (5.37) e (5.38) il primo termine a secondo membro
descrive la corrente di particelle verso z, il secondo termine la corrente di
particelle che escono da z.

Per trovare ’equazione idrodinamica ipotizziamo, come per il modello
simmetrico, che il sistema abbia un buon comportamento idrodinamico, cioe
che ogni equilibrio locale forte {uX} associato ad un profilo py(-), cioe tale
che

DLu,uL L—>_0>0 Vpo(u)s

resti di equilibrio locale (forte) per ogni istante macroscopico successivo 7:

L—o

TL27.DLUIU,L — Vp(ru) (539)

Per come ¢ stata definita nel cap.5, I’equazione idrodinamica descrive I’anda-
mento temporale del profilo di equilibrio locale p(7,u). La presenza delle ri-
serve di particelle impone degli ulteriori vincoli sulla definizione dell’equilibrio
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locale {©”}; innanzituto deve essere fissata la fugacita ai bordi:

L—o

1 [g(nee-(£L))] =3 @(p(r,£1)) = o (5.40)

imponiamo inoltre una condizione di regolarita in prossimita del bordo:

L—o

Lp" [px — g(ne2,(£L))] = £0,0(p(T, £1)) (5.41)

Queste sono le stesse ipotesi che abbiamo fatto nello studio dell’idrodinamica
del modello con dinamica a primi vicini; vedremo che per dinamica asimme-
trica bisognera fare un ulteriore ipotesi sul valore della derivata prima della
fugacita al bordo:

dup(p(r,£1)) = a (5.42)

A partire da tale ipotesi e possibile trovare le equazioni idrodinamiche
diretta ed aggiunta. Per il processo diretto risulta:

0:p(r,u) = o Bplp(r,w) (5.43)

L’idrodinamica aggiunta ¢ invece descritta da:

1 ¢(p(r,u))
Orp(1,u) = 0*S05¢(p(T, 1)) — a0, {7 5.44
2 o) (544
Entrambe queste equazioni vanno considerate insieme ai vincoli:
QO(p(T, :l:l)) = Y+
Oup(p(r,+1)) =

08Servazions

1. Notiamo che, cosi come per il modello simmetrico, anche in questo caso
I’equazione idrodinamica diretta € la stessa che si ha per il sistema di equili-
brio (cf. [14]), mentre I’equazione idrodinamica aggiunta differisce da quella
diretta per un termine di primo ordine nella derivata spaziale della fugacita.

2. Le uniche differenze tra le equazioni (5.43) e (5.44) e le corrispondenti
equazioni trovate per il modello con dinamica a primi vicini consistono nel
fattore o2, cio¢ la varianza della distribuzione di probabilita p(y), ed il vincolo
sulla derivata prima della fugacita ai bordi. Entrambe queste differenze sono
diretta conseguenza del fatto che nella dinamica sono consentiti salti tra siti
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non primi vicini. L’asimmetria della distibuzione p(y) non influisce in nulla
nel comportamento macroscopico del sistema.

3. E necessario fare alcune considerazioni sul vincolo (5.42) imposto sulla
derivata prima della fugacita ai bordi.

Dalla dimostrazione seguente appare chiara la necessita “matematica” di
tale vincolo sull’equazione idrodinamica ed e evidenziato come cio € conse-
guenza della profondita spaziale delle riserve di particelle. Infatti per dinami-
ca a primi vicini le riserve di particelle possono essere considerate puntiformi
e I'unica cosa che conta e la loro fugacita, che vincola la fugacita del sistema
al bordi. Al contrario quando la dinamica non € a primi vicini in qualche
modo le particelle sentono la struttura spaziale delle riserve di particelle (al-
meno nella zona tra £(L + 1) e =(L + r) immediatamente a contatto con il
reticolo). Nelle riserve di particelle il profilo di fugacita ha pendenza fissata
e pari ad a. In conseguenza di cio il sistema risulta vincolato ai bordi nel
valore non solo della fugacita ma anche nella sua derivata prima.

D’altro canto “fisicamente” non c’e¢ nessun motivo di aspettarsi una dif-
ferenza nel comportamento macroscopico a seconda se la dinamica e a primi
vicini oppure no. Infatti qualunque sia il valore finito della portata r dei salti,
¢ comunque infinitesimo rispetto alla scala macroscopica L e non e ragione-
vole che per r = 1 o r > 1 ci sia differente limite idrodinamico. A conferma di
cio, nel modello zero range di equilibrio (cf. [14]) non ¢’é nessuna distinzione
al livello macroscopico tra il modello con dinamica a primi vicini e quello con
dinamica a range finito (purché a media nulla, cioe sistema diffusivo).

Siamo dunque portati a pensare che il vincolo (5.42) debba essere inifluen-
te. La spiegazione va ricercata nelle soluzioni dell’equazione idrodinamica.
Con opportune ipotesi sulla funzione ¢(-) si dimostra (cf. [1] e [16]) che esiste
ed ¢ unica la soluzione (in senso debole) dell’equazione del calore:

Orp(T,u) = 02%85@0@(7, u)) T €[0,00) ; ue€[-1,1] (5.45)

qualora siano dati il profilo iniziale:
p(0,u) = po(u) (5.46)
e le condizioni a contorno:
p(1,£1) = pr = ¢ () (5.47)

Dunque sono possibili due sole situazioni: o la soluzione (unica) dell’equa-
zione idrodinamica soddisfa automaticamente il vincolo sulla derivata della
fugacita al bordo:

Oup(p(r, £1)) = a (5.48)
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oppure non lo soddisfa. Il secondo caso pero esclude che il modello asimme-
trico possa avere comportamento idrodinamico; questo € infatti possibile se
e solo se tale vincolo (5.48) & verificato. E dunque plausibile aspettarsi che
il vincolo (5.48) sia automaticamente soddisfatto ad ogni istante 7 > 0 dalla
soluzione unica dell’equazione (5.45) con vincoli (5.46) e (5.47).

Per dimostrare in modo formale questa affermazione bisognerebbe seguire
il seguente schema.
a) In primo luogo & necessario verificare ’esistenza di comportamento idrodi-
namico del modello zero range fuori dall’equilibrio. Una verifica analoga per
modelli con interazioni di tipo esclusione semplice o generalizzata si trova in
[16], [17] e [18].
b) Dire che il sistema ha comportamento idrodinamico equivale a dire che,
dato un generico profilo iniziale di densita po(u), allora & ben definito il profi-
lo di densita p(7,u) ad ogni istante di tempo macroscopico. Il secondo passo
consiste nel far vedere che, se ¢’¢ comportamento idrodinamico, allora 1’e-
voluzione spazio temporale della densita soddisfa 1’equazione idrodinamica
(5.45) e ad ogni istante 7 > 0 verifica i vincoli (5.47) e (5.48).
c¢) Questo ci assicura che la condizione:

Quplplr, 1) = a = (o1~ p)

¢ automaticamente soddisfatta dalla soluzione (unica) del problema:
2l
an(T, U’) =0 §aug0(p(7-a U)) T € [Oa OO) VRS [_1a 1]

p(0,u) = po(u)
p(r,£1) = pr = ¢ ' (p4)

Dunque il fatto che la dinamica non e a primi vicini non porta nessuna
modifica sostanziale nel comportamento macroscopico del sistema.

La dimostrazione che segue da una versione semplificata del passo b);
supporremo infatti non solo che ci sia comportamento idrodinamico, ma che
ogni profilo idrodinamico forte sia conservato (secondo le definizioni date nel
capitolo 3).

dimostrazione

Diamo una dimostrazione esplicita delle equazioni idrodinamiche (5.43) e
(5.44) a partire dalle ipotesi (5.39), (5.40), (5.41) e (5.42) fatte sul LED p”.
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Indichiamo al solito con % la misura empirica all’istante macroscopico 7;
cioe la misura sull’intervallo macroscopico [—1, 1] ottenuta assegnando massa

% ad ogni particella:

L
< 7T7L-Iaf >= % Z 77L27'(‘/E)f(f

r=—1L
Sia f(-) una generica funzione regolare nell’intervallo [—1,1]. Cerchiamo il
valore di:

lim diuL[< mE f>] (5.49)

L—oo AT

Lasciando esplicita la derivata temporale si puo ripetere quanto visto per il
modello simmetrico ottenendo:

d 1

EuL[< al f>] ’:/ duf(u)0,p(T,u) (5.50)
a meno di correzioni che scompaiono nel hmlte L — oo. Lo stesso limite
(5.49) si puo calcolare riscalando il tempo: = — LQ% e calcolando la deri-

vata temporale tramite le equazioni di Kolmogorov In questo caso bisogna
studiare separatamente il processo diretto ed il processo aggiunto.

A) processo diretto

d 2

L Li<mE f >] Z L°f ML[QLUU (z)]
w_fL

Utilizziamo l'espressione della corrente, definita dalla relazione (5.37). Si
giunge in questo modo a:

Lt Bl=1 Y PRy gl )]+
T, :

r+y G.AL

+% Z L2f(%)p(—y)g0L(x+y) - %;L2f(%)ML[9(77L2T($))]
x+ ;ygé.AL

Nel primo termine a secondo membro ridefiniamo z +y — z , —y — y ed
aggiungiamo e sottraiamo i termini con x + y ¢ Ayp; il risultato é:

et 2= S8 T = 1D oot )
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+ ) Lf(%)p(—y)m(l‘ +y)+

T,y :
r+yé AL
- Y wE e g @)
T +xz’/y¢' A

Sfruttiamo l'ipotesi di regolarita della funzione f sviluppando f (””Lﬂ) a se-
condo ordine in prossimita di . Il risultato é:

L

Lyt £ 3= 1 3 milo(n)) {Lf'(%) S uply) + 5 7(7) 2y2p<y)} +

r=—L

+ ) Lf(%)p(—y)m(x +y)+

- Y L et + 0(7)

T,y
x4y ¢ AL

2

Per ipotesi la distribuzione p(y) ha media nulla e varianza o*. Nel primo

termine riscriviamo la somma su x come integrale % Dow ™ ﬁ1 du ed appros-
simiamo p*[g(m(2))] =~ ¢(p(7, £)). Con una doppia integrazione per parti si

arriva a

i<t f 5] = / 1 duf (u)o3 ip(p(r.u)) + 50°I'(Dp(p(r, 1)+

2 P D)lplr, 1)) — 50 F(Dup(plr, 1)) + 20> F(~1)dup(plr, ~1))+

s X it - I D@ o)
17+?;22>AL

Confrontando questo risultato con la relazione (5.50), possiamo concludere
che 'equazione idrodinamica del sistema e proprio:

1
8Tp(7-7 U’) = 02562,()0(10(7-7 U’))
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(che & la stessa del sistema di equilibrio, cf. [14]) purché tutti i termini
di bordo si annullano a vicenda. Vediamo in quale caso tale condizione e
verificata, cioe risulta:

S L Emenet ) - D) |+

T,y :
r+y ¢ AL
4502 ()p(p(r, 1)) = 50° P (~Dplp(r, ~1))+
5P FMBup(p(r, 1) + Lo (= Dug(o(r,~1)) =F 0 (551)

Analizziamo il primo termine e consideriamo la somma estesa solo ai siti del
bordo destro. Sfruttando la regolarita di f(-), la linearita del profilo ¢ (-),
e l'ipotesi (5.41) di regolarita del LED p! in prossimita del bordo, si verifica
che:

> {iGmenenet ) - (Do) | -
- ¥ f(ro+ 2 rw) (e T e e
x-f-’yy>.L

- (70 + 2L ) (0 + 2 sl 1)) i) =

utilizando le relazioni (5.33)

=—Lf(Des Y yp(y) + f(1)es [—% > yply) - %Z v'p(y) | +

Y

T

+£(1)dup(p(7, 1)) [—% > uply) + % > )| +

+f(1)a [—; S upl) +5 y2p<y>] E

Yy=-—r Yy=—r
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- _;w/am + f(1)up(p(r, 1)) [—; >_uply) + ; >_v'py)| +

0 [—; S w4y > yQp(y)] (5:52)

y=-—r Yy=-—r

Ripetendo lo stesso calcolo per la parte di sommatoria riguardante i siti del
bordo sinistro si ottiene un risultato analogo:

> o {r et +n) - 1Dl -

= 50 f(~T)g- — F(=1)duplp(r, ~1)) [ Zyp )+5 3| +

y=-r y=-r

o [% > up(y) + % > yzp(y)] (5.53)

Sostituendo queste relazioni (5.52) e (5.53) il primo membro della (5.51) si
riscrive cosi:

a {Z () + Y y2p(y)} — f(=1)a {Z yp(y) + Zyzp(y)} +

y=—r

—f(1)dup(p(r, 1)) {Z () + y2p(y)} +

y=—r

+f(=1)8up(p(r, —1)) {Zyp +Zy2p(y)}

e questa espressione e identicamente nulla se e solo se e verificato il vincolo
(5.42) sulla derivata della fugacita. Con cio risulta dimostrata la relazione
(5.43)
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B) processo aggiunto

Cerchiamo ora 1’equazione idrodinamica del processo aggiunto di generatore
Q3. In questo caso, usando la relazione (5.38), abbiamo:

d .. . 1 S ,.7. 1(z
e <7k f>] = ZFZ_LL F($n [;p(y)#(:y)g(m(ﬁy)H

NGRS .
—~ Zy:p( y) (@) g ))]

Con passaggi analoghi a quelli visti nello studio dell’idrodinamica diretta, si
arriva a:

%/ﬁk Th f>] = /_11 du f(u) {%023590(/)(Ta u)) - ao’0, [%] } *

+57/ ()10 = L F(~1)p-0% = 2 F()aup(p(r, D)o+

57 (=)up(plr, ~1))0” + f(Vao” ~ f(~1)ao’+

- X PO e P ()
g AL
X e - e 2D syt
:c+xy;y¢:AL

Analogamente a prima tutti i termini di bordo si cancellano a vicenda con
la solita ipotesi (5.42). Questo ci permette di concludere che ’equazione
idrodinamica aggiunta deve essere la (5.44).
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Capitolo 6

Studio delle Grandi Deviazioni

Nel capitolo precedente abbiamo analizzato il comportamento idrodinamico
del modello zero range di non-equilibrio; abbiamo visto che nel limite idro-
dinamico I’evoluzione macroscopica del sistema e deterministica, descritta
dalle soluzioni dell’equazione idrodinamica. In questo capitolo studiamo le
grandi deviazioni del sistema; calcoliamo cioe con che probabilita il sistema
si allontana dal comportamento idrodinamico.

Cercheremo di verificare che la successione delle misure empiriche 7T(]Y),
viste come variabili casuali a valori nello spazio D([0,7T] x M), soddisfano
un principio di grandi deviazioni definito dalle relazioni (cf. (4.3) e (4.4)):

- 1 N : :
— < — T v :
lim sup T log Q" [C] w(l.?efcj( “) Cchiuso (6.1)

R >
hgrn inf N log @7 [O] ngefo I(my) VOaperto (6.2)

essendo QV la distribuzione di probabilitd della misura empirica (indotta
dalla probabilita PV sullo spazio dei cammini D([0,7] x Ay)). Il funzio-
nale I(m.y) misura con che probabilita I’andamento temporale della misura
empirica 7r(1§’) per N — oo coincide con un cammino dato:

QY = my) e I

Abbiamo gia visto nel capitolo 4 qual e la tecnica utilizzata nel verifica-
re il principio di grandi deviazioni. In realta nel corso di questo capitolo
tralasceremo tutti i dettagli tecnici necessari per verificare rigorosamente le
relazioni (4.3) e (4.4) e ci concentreremo nella ricerca dell’espressione espli-
cita del funzionale di grandi deviazioni / (71'(]\3) Lo schema che seguiremo e il
seguente.
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1. Il primo passo consiste nell’introdurre un modello non omogeneo debol-
mente perturbato dalla presenza di un campo esterno H(-,-) € C“*([0,7T] x
[0,1)). Secondo quanto visto nel cap.4 il generatore di tale modello deve
essere del tipo:

@ £)n) = 3 k) RO F () — f ()]

avendo indicato con k(n, ¢) il tasso di transizione dalla configurazione n a ¢ nel
modello imperturbato; tuttavia nella situazione di non equlibrio non bastera
sommare su z ed y all'interno del reticolo, in quanto il campo esterno H deve
perturbare anche l'interazione tra i bordi del reticolo e le riserve di particelle.
Nel secondo paragrafo analizzeremo il comportamento idrodinamico di tale
modello, trovandone 1’equazione idrodinamica (che deve ridursi all’equazione
(5.43) per H = 0).

N
vy

2. A questo punto dovremo calcolare le derivate di Radom-Nikodim —’%

dP} . . . . ..
e gpw (7) cercando di eprimerle come funzione della misura empirica nella
forma:
dvX
'YZ(V) ~ e—Ndh,y(.)(ﬂ'év)
dv,)
N
dPy

~N4J
i (r)~e a(m(y)
a meno di correzioni trascurabili rispetto a h,(.) e Jg nel limite N — oo (cioe
superesponenzialmente piccole). Per effettuare questo calcolo utilizzeremo
i risultati presentati in appendice B e poi dovremo supporre validi alcuni
lemmi di sostituzione analoghi a quelli dimostrati in [1, cap 10].

3. Ricordando quanto detto nel capitolo 4, & possibile dimostrare che il
funzionale di grandi deviazioni e proprio:

I(my) = h(mo) + Lo(m())
avendo indicato:

h(m) = sup Ay (7o)
v()€C([0,1))

Io(mey) = sup Ju(m(y)

H(-,-)eCt2([0,T]x[0,1))

Nel paragrafo 4 studieremo la traiettoria piu probabile di grandi devia-
zioni.
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A) Se il sistema ¢ disposto all’istante iniziale con un profilo di densita (),
allora rilassa in tempi infiniti verso lo stato stazionario di profilo di fugacita
lineare e tale rilassamento segue un’evoluzione deterministica definita dalla
soluzione dell’equazione idrodinamca:

0p(7,u) = 5080(p(r, )
p(,u) = 7(u)

Sia p,(7,u) la soluzione di questa equazione.

B) Supponiamo ora che il sistema sia disposto all’istante —oo nello stato
stazionario ed imponiamo che all’istante zero si trovi in una situazione di
grandi deviazioni definita dal profilo di densita (-). Ci chiediamo qual &
I’evoluzione piu probabile che fa fluttuare il sistema in tale situazione di
equilibrio locale. Chiaramente tale traiettoria e il punto di minimo WE*_) del
funzionale di grandi deviazioni /(7)) nellinsieme di tutti i cammini m.)
tali che all’istante 0 hanno profilo di equilibrio locale 7(-), cioé tali che:
mo(du) = y(u)du.

Per sistemi con dinamica microscopica reversibile il principio di Onsager-
Machlup (cf. Introduzione) stabilisce che la traiettoria piu probabile di
grandi deviazioni ¢ data dall’inversione temporale della soluzione dell’equa-
zione idrodinamica che descrive il rilassamento all’equilibrio partendo dalla
situazione di profilo ¥(). In formule:

(7, du) = py(—T,u)du

Nel nostro modello di non-equilibrio troveremo una generalizzazione di tale
principio; la traiettoria piu probabile di grandi deviazioni risulta la soluzione
dell’equazione idrodinamica aggiunta invertita temporalmente. Il che ¢ fisi-
camente legato al fatto che il processo aggiunto descrive proprio 'inversione
temporale del processo diretto (& espresso dalla relazione (1.16) vista nel ca-
pitolo 1). Chiaramente nel caso di dinamica reversibile (cioé di validita del
bilancio dettagliato) tale risultato si riduce al principio di Onsager-Machlup
poiché il processo aggiunto coincide con quello diretto. Inoltre per modelli di
equilibrio ma con dinamica diffusiva non simmetrica (e quindi non reversibi-
le), come quelli studiati da D. Gabrielli, G. Jona-Lasinio e C. Landim in [14],
il processo aggiunto & distinto da quello diretto (si ottiene scambiando p(z)
con p(—z)), ma le due equazioni idrodinamiche coincidono poiché dipendono
solo dalla varianza: 0? = Y _x’p(z). Quindi anche in tali situazioni la gene-
ralizzazione trovata si riduce al principio di Onsager-Machlup (come ¢ stato
verificato dagli stessi autori).
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Alla fine del capitolo estenderemo tutto lo studio di grandi deviazioni ad
un modello zero range di non-equilibrio con due componenti. In questo modo
potremo verificare le relazioni di simmetria di Onsager.

1. Il comportamento idrodinamico del modello a due componenti e definito
dall’equazione:

ana T, U' Z Dab upb(T U')

b=1,2

essendo g(7,u) il profilo di densita dei due tipi di particelle. Il primo pas-
so per calcolare i coefficienti di trasporto di Onsager consiste nel trovare
esplicitamente la matrice di diffusione D (p).

2. Bisogna poi calcolare il funzionale entropia:
SG() = inf 17, )
v

essendo I(p(-, -)) il funzionale di grandi deviazioni della misura empirica e G5
I'insieme delle traiettorie che soddisfano i vincoli:

p(—oo,u) :  profilo stazionario
p(0,u) = 7(u)
Una volta nota la densita di entropia s(¥(u)), definita da:
1
SO = [ st
potremo calcolare la matrice:
52

ab (ﬁ) = apaapb

s(P)

Le relazioni di reciprocita di Onsager (studiate in Introduzione) si esprimono
dicendo che la matrice dei coefficienti di trasporto:

ab ﬁ) ZDac ﬁ)Rcb _')

¢ simmetrica.

Questi sono risultati nuovi, poiche fino ad ora non erano mai state estese
le relazioni di simmetria di Onsager e la relazione di time reversal di Onsager-
Machlup a modelli di non-equilibrio.

120



6.1 Definizione del processo con campo esterno

A partire dall’espressione dei generatori del processo diretto €2, e del processo
aggiunto 2 dobbiamo definire un nuovo processo con campo esterno H.
Vogliamo cioe definire un generatore Qf - che descrive la dinamica del sistema
in presenza di un campo esterno H(-,-) € C"2([0,T] x [-1 — 1,1+ 1]) che
spinge le particelle in direzione dei valori crescenti di H (cioé in direzione del
gradiente di H, definito a meno di una costante). Definiamo dunque:

QN0 = 5 D glale) {T O TED [ - f)] +

r=—L

TR ([ - fn)] } +

+ eH(Ty

* %meH(T’”‘H(T’”%)[f (™) = fF(m)] +
g MO () — f(r) (63)

Si vede facilmente che il sistema con campo esterno si riduce al sistema diretto
per H = 0 ed al sistema aggiunto per H(7,u) = logp(u) + (cost) .

Indichiamo con k(n, () il tasso di transizione dalla configurazione 7 al-
la configurazione ¢ secondo la dinamica del processo diretto e con \(n) =
> ¢ k(n,¢). Dunque il generatore diretto ha la forma:

QLf j{:k na f(nﬂ

H
Nostro scopo sara calcolare la derivata di Radom-Nikodim dI;L (1) che si
ottiene in maniera semplice solo se (cf. [1, Appl,7]) il generatore con campo

esterno ha la forma:

QF.f) anc FEO=FEn(£(¢) = f(n)]

per qualche funzione F'(-,-) (dipendente dal campo H). Cid ¢ possibile se e
solo se la funzione F' soddisfa

F(r,™) = F(r,n) = H(r, 1) = H(r, 7)
ogni volta che una particella salta da z in y (compresa la situazione in cui
la particella esce dal reticolo: y = £(L + 1), o entra nel reticolo dai bordi:

= +(L +1))
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1. Nella situazione di equilibrio (p; = p_ = 0 e con condizioni periodiche ai
bordi) basta prendere la funzione F' (cf. [1]) cosi:

F(r) =Y n(@)H(r,7)

z=—0L

2. Fuori dall’equilibrio (py # p_) questa scelta non va bene, altrimenti nei
salti di particelle ai bordi (verso dentro e verso fuori il reticolo) la differenza
F(7,{)—F (7, n) risulta un valore assoluto del campo H (mentre noi sappiamo
che contano solo i gradienti del campo H). Il problema in questo caso ¢ fare
in modo che il gradiente del campo H agisca anche sulle particelle che saltano
attraverso i bordi del reticolo. Per fare cio dovremo prendere:

L+1
T

F(r)= ) n@H(r, )

r=—L-1

avendo definito sia il campo H(7, 1) sia il numero di particelle n(-) in corri-
spondenza delle riserve di particelle in +(L+1). In particolare con n(£(L+1))
indichiamo il numero di particelle nel sito (L + 1), definito a meno di una
costante (assume valori interi relativi), tramite le relazioni:

oIt (L+1)=n(L+1)+1 n bl (—L-1)=n(-L—-1)+1
n*(L+1)=nL+1)-1 n(-L-1)=n(-L-1)-1
U L+ 1) =n(L+1)sex#L n®* (=L —-1)=n(—L—-1)sexz # —L

6.2 Equazione idrodinamica

Bisogna capire come si modifica I’equazione idrodinamica del sistema in pre-
senza del campo esterno H. A tale scopo seguiamo lo stesso procedimento
utilizzato per trovare I’equazione idrodinamica del processo aggiunto.

Cerchiamo innanzitutto ’espressione della corrente di particelle in dire-
zione x — = £ 1, ovvero l'azione del generatore Qf . sulla funzione 7n(z).
Da un calcolo diretto effettuato a partire dall’espressione (6.3) del generatore
Qf ., si ottiene:

O, = 5lalate = D)+ glale+ 1) - 200(a))] (1 + 55 0uE(r TP +
+alot(e = 1)) + oot + DO T+
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|

—lon(e — 1)+ gln(e + 1) + 20(n@RH(, ) 75 +O(F5)  (6.4)

Questa espressione e valida per —L < x < L. Nei siti di bordo x = £L va
modificata identificando: g(n(£(L + 1))) =: p+. Questo equivale a dire che
la fugacita delle riserve di particelle e fissata pari a p,.. Rimandiamo alla fine
del paragrafo la verifica esplicita della relazione (6.4).

A questo punto possiamo cercare ’equazione idrodinamica. Supponiamo
che {u’,L € N} sia un LED sodddisfacente alle ipotesi (5.17) e (5.18) e
cerchiamo-£ p*[< wf f >] nel limite L — oo. Se si lascia esplicitata la
derivata temporale si ottiene al solito:

tim e nt g 5= [ duf(u,pir,u) (6.5)
Hm <, f —/_1 uf(u)0rp(T,u :

Se invece si effettua la derivata temporale usando le equazioni di Kolmogorov
con generatore Qe Pespressione (6.4) della corrente, si ottiene:

lm Fut(<nt,f )= [ du) el (66)

L—oo AT

_auH(Ta U’)augp(p(ﬂ u)) - (,0(,0(7', U’))aiH(T’ u)}

Confrontando le relazioni (6.5) e (6.6) possiamo concludere che I’equazione
idrodinamica del sistema é:

0.plr,w) = 302 (o) — Al lp(r )0 H(r )] (67)

con vincoli ai bordi
o(p(r,£1)) = p+

ossevazioni

1. Come ci aspettiamo tale equazione si riduce per H = 0 all’equazione
del processo diretto (5.43) e per H = log p(u) all’equazione del processo
aggiunto (5.44).

2. Notiamo inoltre che la (6.7) & la stessa equazione che descrive I'idrodi-
namica del modello di equilibrio con campo esterno (cf. [14]). Cid vuol
dire che 'unico effetto della presenza delle riserve di particelle ai bordi
¢ quello di fissare le condizioni a contorno.
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verifica delle relazioni (6.4) e (6.6)

A partire dalla definizione (6.3) del generatore con campo esterno QLT,
risulta:
1~
Y EY (Y
Ol () = 5 3 gln(y) {OEIHOD [t (@) - n(2)] +

2
y=—L

+ AT HE) [y 1(:5)—77(3:)]}—&—

1 1
+ §p+eH(T,1)*H(T,1+%) + 5p_eH(r,foH(T,,l,%)

Per —L < z < L tale espressione € equivalente a:

1 1 m m

Qﬁﬂ?(&“) = 59(77(37 - 1)) H(r, %) H(7,% = 1) + 29(77(-'17 + 1))6H(T’f)7H(T, Il) n
1 x
- 59(77(96)) eHr T)=H(nE) | H(n*T)=H(nE)

e questo risultato si estende ad x = +L identificando: g(n(z+1)) con py. Per
ottenere la relazione (6.4) basta sviluppare gli esponenziali all’ordine (%)2

sfruttando la regolarita del campo H:

4+ A AN AN AN x

exp{H(r,~)—H(T, 7 )}:1—I8UH(T,Z)—ma§ (r, L)+2L2[a H(r, f)]2

(nel nostro caso A = £1).

Passiamo ora a verificare la relazione (6.6). Per come ¢ definita la misura
empirica 77 ed utilizzando 1’equazione di Kolmogorov si ha:

&Mt f5]= 1 Zf AP e ()

:c_—L

Riscriviamo il secondo membro utilizzando Pespressione (6.4) di Qf .n(z):
St g 2] = SO | =2 (D) (14 50D ) +
dr T’ 2 v 2L2

+(9(nr2- (L — 1)) +py — %(Q(UL%(L —1)) —py)0,H(r, 1)+

— S amanlL = 1)+ b+ 290 (D)D) +
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+

(= |29 (~D) (14 @5, -1)) + (o (-L+ 1)+ +

1
+Z(

(9(nos (=L + 1)) + p_ + 2q(ngar (=L))O2H (. —1)} n

—9(77L2r(—L + 1)) - p—)auH(T’ _1)+
1

~

H X IO |t @) (14 @ D) +

r=—L+1

hl&

+(g(nzer(x — 1)) + g(nz-(z + 1))+

92 (@ = 1)) = g2, (v + 1)))0uH(r, 7)+

1
+(

1 T 1

= 57z (92 (@ = 1)) + g (o (z + 1)) + 29 (m2- () 0, H (7, Z)] +0(7)
Cambiando gli indici di sommatoria e facendo un po’ di manipolazioni alge-
briche si arriva a:

Tt ab £ 5= o0 Y 2 I+ 1O - 2| i et )l

r=—L

L

L1 Yo [f(xLLl)auH(r, le) —f(“"; = b H(r, x;l)_ 19 (nper (2))]+

Ly [f(le)aiﬂ(T,wzl)+f( hott (1) | gt o)+

L

# 5 {r0pe - 10+ Dutlanon (01} +

250 = 1 ot |+

_% {f( )0, H (7, 1)ps + f(1 + )0 H(r, 1+ i)u [g(anf(L))]} +

#3 { HED0H (1o + (-1 = DAL ~1 = Dot (D)} +0(7)

Effettuiamo il limite per L — oo utilizzando la regolarita di f(-) e H(r,-) e
sfruttando le ipotesi (5.17) e (5.18) fatte sul LED {u*}:

%/LLK T, f > =S /_1 du {%f"(U) + Oulf (u)0uH (1, u)] — f(u)0,H (7, U)} e(p(r,u))+
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5 F O (o(r 1)) — 5 -1 lolr, ~1)+

~F0H (T, Vpy + F(-DOHT,p — 5 f'(Dpy + 5 f(~1)p

La relazione (6.6) si ottiene integrando per parti tutti i termini in cui compa-
iono derivate di f(-): i termini di bordo si cancellano a vicenda. Cio conclude
la dimostrazione dell’equazione idrodinamica (6.7).

6.3 Funzionale di grandi deviazioni

Cerchiamo ora il funzionale di grandi deviazioni. Lo schema che seguiremo
& descritto nell’introduzione del capitolo.

Per non appesantire la trattazione ometteremo in un primo momento la
derivazione esplicita di alcune relazioni, quando questa non e essenziale per
la comprensione del testo e renderebbe difficoltoso seguire il processo logico.

6.3.1 Derivata di Radon-Nikodim

Bisogna calcolare la derivata di Radom-Nikodim:

dPg,(T.)’H( ) B dl/,y(.) P[{{T
ap, '~ Tdu, dp,

Py, & la probabilita nello spazio dei cammini F = D([0,7] x Ay) definita
dallo stato iniziale stazionario py e dalla dinamica generata da €p;

Pg(')’H ¢ la probabilita su E definita da uno stato inziale v, di equilibrio

»T

locale associato al profilo di densita 7(-), e dinamica perturbata dal
campo esterno H(-,-), cioé generata da Q' ;

),H

P coincide con PJO" per stato iniziale stazionario, ciod per y(u) =

o (p(w)).

Il problema si scompone in:

dvy(y

g, (che non presenta nessuna difficolta);

1. una parte statica:
H

P
: : . L,
2. ed una parte dinamica: = (7).
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E essenziale scrivere tali derivate di Radon-Nikodim come funzioni della mi-
sura empirica 7, (-), a meno di correzioni superesponenzialmente piccole, cioe
nella forma:

dvy(.)
dpr

dPIf{T
E(T) = exp L{Ju(m(-))}

= exp L{hy(mo(-))}

In questo modo infatti si ha un’espressione variazionale del funzionale di
grandi deviazioni:

I(7¢y(+)) = h(mo(+)) + Lo(m(y(+))

dove:
h(mo(-)) = sup  hyy(mo(+))
y(-)ect([-1,1])
Io(mey(+) = sup Ju(my(+))

H(-,-)eCcL:2([0,T]x[—1,1])

A) parte dinamica

Un teorema generale sulle derivate di Radon-Nikodim (proposizione 4 in
appendice B) assicura che:

H
IEJ

dpy,

(1) =exp {F(T, Np2r) — F(1,m0) — / dse~F'(sme2s) (9, + L2QL)6F(S’"L28)}
0
(6.8)

e nel nostro caso la funzione F' e legata al campo esterno H da:

L+1

Fry) = Y. n@H(F7)

rz=—L-1

Inserendo questa espressione per la funzine F' nella relazione (6.8) si riesce a
scrivere la derivata di Radom-Nikodim nella seguente forma:

APy,

ap (T):expL{<7Tf,HT>—<W§,H0>—/ ds < 7k 0,H, > +
T

0

_% /0 ' ds% > Lg(nps(m))[aﬁH(s,%)-i- (6uH)2(s,%)]+

r=—L
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1 /7 1
+§ / ds[—py0yH(s,1) +p_0,H(s,—1)] + O(ZH—
0

1 1 1
+ 2L+ DH(m 1+ 2) 4 mpar (=L = DH(7, =1 = 2)+

1

Cno(L + 1) H(0,1 + %) — (=L~ DH(O, -1~ 1)+

- [asnez+vots 1+ ) - [ - Do, -1~
(6.9)

Nostro scopo e scrivere tutta ’espressione tra parentesi graffe come funzione
della misura empirica a meno di termini che tendono a zero (in modo suf-
ficientemente veloce) nel limite L — +oo. In particolare sappiamo che la
misura empirica converge debolmente ad una misura assolutamente continua
rispetto la misura di Lebesgue con densita p(-,-); e vogliamo esprimere la
derivata di Radon-Nikodim nella forma:

dPf,
dP,

(1) ~ exp L{Ju(p(-,-))} (6.10)

cioé come funzionale dipendente solo dal profilo densita p(-,-), a meno di
termini superesponenzialmente piccoli.
1. Consideriamo subito il termine:

17 1 & x x

3 ), o 2 ot (LA, ) + @ut) s,

Questo termine non e funzione della misura empirica, perd possiamo sup-
porre che valga un lemma di sostituzione superesponenziale (analogo a quelli
dimostrati in [1, cap5]) e riscriverlo nella forma:

L[ [ awstots i@ + @G w] 6

a meno di correzioni trascurabili nel limite . — oco. Questa € una sostituzione
classica che si utilizza anche nello studio di sistemi di equilibrio (cf. ad
esempio [14]).

2. Il termine nuovo é:

1 T
5/ ds[—p40yH(s,1) + p_0,H(s,—1)]+
0
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1 1 1
+— |n2-(L+D)H(1,1+ =) + nr2,(—L - 1)H (1, -1 — =)+
L L L

1 1
—mo(L+DH(0,1+ ) = m(~L = DH(0,~1 = 7)+

L L

Anche questo dobbiamo cercare di riscriverlo come funzione della misura
empirica; come prima cosa effettuiamo un’integrazione per parti nell’ultimo
termine, considerando 0s7;2, nel senso delle funzioni generalizzate. Una cosa
interessante € che tutti i termini di bordo si cancellano a vicenda e resta:

1 T
5/ ds[—p40yH(s,1) + p_0,H(s,—1)]+
0

T 1 T 1
—/ dsnp2s(L +1)0sH(s,14+ =) — / dsnp2s(—L — 1)0sH (s, —1 — =)
0 0

1 [ 1 1
+—/ [H(s,1+ —)ym2s(L + 1) + H(s, —1 — =)dnz2s(—L — 1)]  (6.12)
L/, L L

Notiamo che il secondo termine, pur essendo moltiplicato per %, non ¢ infi-
nitesimo; infatti 0sn2, € una derivata rispetto tempi macroscopici s di una
funzione 7, che varia su tempi microscopici, quindi & di ordine L2. Il signi-
fiato di 0ymz2, € quello di somma di funzioni tipo delta di Dirac che selezionano
gli istanti di tempo in cui una particella entra o esce da L. Riscriviamo

cioe l’espressione (6.12) nella forma:

1 T
5 / ds[—py0yH(s,1) + p_0,H(s,—1)]+
0

1 1 1
+Z Z H(S,l+z)— Z H(S,l+z)+

S[L—L+1] S[L+1—L]

_ H(s,—l—%)— ) H(s,—l—%) (6.13)

S[-L——L-1] S[—-L—-1——L]

avendo indicato con sj+7_,+(z+1) gli istanti in cui una particella esce da L
nell’intervallo [0,7] e con spi(1+1)-+z] gli istanti in cui una particella entra
da £L nell'intervallo [0,7]. Sfruttiamo ora la regolarita di H rispetto al
tempo e ricordiamo che in un intervallo di tempo macroscopico ds (cioé un
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intervallo microscopico L?ds), il numero di particelle che in media entra o
esce dal reticolo e:

esce da L : 2g(n(L))L%ds
entra da L : ~pyLds

esce da —L: 2g(n(—L))L%ds
entrada —L: 3p_L%ds

Poiché per L molto grande il numero di salti tende a coincidere con il valore
aspettato, possiamo sostituire: Y. — [ L?ds x (tasso) commettendo un
errore trascurabile. L’espressione (6.13) risulta quindi, a meno di correzioni
trascurabili, equivalente a:

1 T
5 / ds|—p+0,H(s,1) + p_0,H(s,—1)]+
0

17 /(7 1.1 T 1.1
— H(s,1+ =)=g(n(L))L?ds — [ H(s,1+ =)=p,L?
| [ Hea s Pyat@izas— [+ e rast
+ TH( 1 1)1 (n(—=L))L*d /TH( 1 1)1 L2ds| =
i s, 7)59(n s i s, 7)gp-Lds| =

raggruppando i vari termini

- %/0 ds[—=p10,H (s,1)+p 0, H s, —1)]+% /0 {—L[p+ — g(ne2s (L)) H (s, 1 + %)+

~Llp- = gl (~L)}H (s, 1 - 1) (6.14)

A questo punto per poter procedere dobbiamo fare delle ipotesi fisiche forti,
basandoci sul significato di py e p_, cioe di fugacita delle riserve di parti-
celle (situate in posizione (L + 1)). Come prima cosa vincoliamo il profilo

limite della misura empirica 7 (du) — p(7,u)du a soddisfare le condizioni
al contorno:

p(p(T;u)) = px

Inoltre immaginiamo che valgano dei lemmi di sostituzione che permettano
di approssimare:

Llpy — g(nezs(L))] "2 duip(p(s, 1)) (6.15)
Llp- — g(mzs(—L))] "= —u0(p(s, ~1)) (6.16)
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a meno di correzioni che nel limite L. — oo non modificano ’espressione del
funzionale di grandi deviazioni. E un’ipotesi analoga a quella (5.18) fatta
nel ricavare 1’equazione idrodinamica, ma piu forte. Con tali sostituzioni
I'espressione (6.14) diventa:

%/Ofds [—(p(s,1))3H (5,1) + @(p(s, —1))0H (s, —1)]+

— Oup(p(s,1))H(s,1) + dup(p(s, —1)) H (s, —1)] (6.17)

Unendo tutti questi risultati, ovvero sostituendo le espressioni (6.11) e (6.17)
nella relazione (6.9), si arriva ad esprimere la derivata di Radom-Nikodim

aPf,
dPrp,

nella forma (6.10) con funzionale Jy definito da:

Ju(ryy) = < He>— <mo, Hy > —/ ds < mg, 0,Hy > +
0

— /ds/ dud2p(p(s,u))H (s, u) +

- 5/0 d/ dup(p(s, u)) (@, H)*(s, u) (6.18)

B) parte statica

La parte statica non presenta nessuna difficolta. A partire dalla forma
esplicita (5.2) dello stato stazionario e dalla definizione di stato con profilo
lentamente variabile si ha:
J Py ()@ 1

V(- gn(@))!  Z(p(v(7)))

() (n) = H L)) _

d pr(z)1@) 1
HL zeAr gl Z(pL(@)

. P0G L Zmu@) | _
- pz{”( Jos = @) “gzw&)))}

$€AL

ol e0) L, Z00)
= pL{< O,Ig () >4+ < A7, log ))>}

Z(p(v(")
avendo indicato con A" la misura di Lebsgue dicretizzata (concentrata sui
punti del reticolo macroscopico ¥, con x = —L,...,L). Dunque abbiamo

'espressione del funzionale h.(.:

) [ )
o) =< maog .50 > + [ autog ZZRELS (019)




6.3.2 Forma variazionale del funzionale di grandi de-
viazioni

Unendo i risultati (6.18) e (6.19) possiamo concludere che un buon candidato
ad essere il funzionale di grandi deviazioni e fornito dalla seguente espressione
variazionale:

I(Tf(.)) = h(ﬂ'o) + IO(T('(.)) (6.20)

h(my) =  sup  hyy(mo) (6.21)
Y(-)eCH([0,1])

e 200D " dulog _Z@)
By (o) =< o, log () > +/_1d ! gZ(gp(’y(U)))

Io(mey) = sup Ju(m(y) (6.22)
H(-,-)eCh2([0,T]x[-1,1])

Tu(me) =l = 5 [ ds [ duplots,u) (@) (5,0

lu(my) =< m, Hy > — < mo, Hy > —/ ds < mg, 0, Hy > +

0

1 / ds / dudo(p(s, u))H (s, u)

Tale espressione del funzionale di grandi deviazioni & la stessa di quella che
si aveva in situazione di equilibrio (cf. ad esempio [14]); I'unica differen-
za consiste nel fatto che in [y bisogna sostituire: ¢(p(s,u))02H (s,u) —
02p(p(s,u))H(s,u). D’altro canto in situazione di equilibrio queste due
espressioni sono equivalenti poiché si ottengono 'una dall’altra integrando
due volte per parti, e grazie alle condizioni di periodicita tutti i termini di
bordo risultano nulli.

osservazioni

Notiamo che non ¢ stata data una dimostrazione rigorosa del fatto che
il funzionale cosi ottenuto e proprio il funzionale di grandi deviazioni. In
generale infatti, data una famiglia di martingale a media unitaria:

Mg = exp{—LJs(m()(-))}
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si ha che il funzionale:
I(m(y(-) = sup Ja(m((+))

costituisce una stima inferiore del funzionale di grandi deviazioni:

I(m) < I(m)

e questa relazione ¢ un’uguaglianza solo se la famiglia di martingale Mgz &

sufficientemente grande. Nel nostro caso bisognerebbe quindi dimostrare che
v, H

la famiglia di martingale {df;@L } non e restrittiva.

Per il modello zero range di equilibrio (cf. [1]) ¢’¢ una dimostrazione
rigorosa di questa affermazione ed e ragionevole pensare che ’estensione di
tale dimostrazione al modello di non-equilibrio non costituisca un grosso

problema.

6.3.3 Forma esplicita del funzionale di grandi devia-
zioni

Cerchiamo ora una forma esplicita del funzionale I(7() a partire dalla forma
variazionale (6.20).

parte statica

Al solito la parte statica non presenta difficolta ed il sup,. si trova con un
semplice calcolo variazionale. Consideriamo una misura wg(') assolutamente

continua rispetto la misura di Lebesgue con densita 6(-). Risulta allora:

oy o T ) L Z(()
mo ()= [ d [‘9( Vo8 = 0 “gz«o(v(u)»}

1
ed il sup,(yec1(j_1,1]) Py() S1 ottiene massimizzando I'integrando rispetto y(u).
Con un rapido calcolo si ha che l'integrale assume il valore massimo per:
f(u) = v(u). Dunque:

00y _ g Loty 100 2@ L Z(0(w))
) = [ d [9< o8 =) “gzw(e(u)))]

Se invece my non € assolutamente continua rispetto la misura di Lebesgue,
scegliendo una successione di funzioni () che tendono ad essere concentrate
nella zona che ha misura di Lebesgue nulla ma misura 7y positiva, si capisce
subito che:

h(my) = 400
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parte dinamica

Per la parte dinamica invece si utilizza una tecnica standard basata sull’ap-
plicazione del teorema di Riesz al funzionale [y (7(.)) visto come funzionale
lineare su H(-,-) € C2([0,T] x [—1,1]) (cf. [1, cap.10]).

Definiamo nello spazio C*? = C*?([0,T] x [—1,1]) il prodotto interno

< >p, 0 OV x CY? — R tale che:

T 1
< H,G >7T(_):/ ds/ dup(p(s,u))0uH (s,u)0,G(s,u) (6.23)
0 -1

e consideriamo lo spazio di Hilbert ottenuto a partire da C'? prendendo lo
spazio quoziente rispetto al nucleo di < -,- > = e prendendo il completa-

mento dello spazio cosi ottenuto: Hy(m.y) = C12([0,T] x [-1, 1])|N(<-,->7r(_))-
Fissata la misura empirica 7, il funzionale I (7)) puo essere visto come
funzionale lineare a norma limitata su Hj(7(.)); dunque per il teorema di

Riesz deve esistere una funzione H, , € Hy(m(.)) tale che:

)
la(n()) =< Hy ), G >z, VG € CY* C Hy(m,) (6.24)

Ricordando poi I'espressione (6.18) del funzionale Jy risulta:

1
Ja(m(y) =< Hy(y, G >n, —3 <G,G >q,

e capiamo subito come sara il sup su G:

< Hryy Hugy >,

N | =

Io(my) = sup Jg(m)) =
Gect:?
Ci resta solo da trovare la forma della funzione H che chiaramente dipende
dalla scelta di m(.); a tale scopo facciamo I'ipotesi che il cammino 7.y sia del
tipo: 77 (du) = p"H (7, u)du con p"H(-,-) soluzione dell’equazione idrodi-
namica (6.7) del sistema con campo H(-,-) e di profilo inziale y(-). In tal
caso si ottiene:

H=H (6.25)
purché H soddisfi il vincolo:
pyH(s,1)0,H(s,1) =p H(s,—1)0,H(s,—1) (6.26)

e questo & sempre possibile sfruttando il fatto che il campo H & definito a
meno di una costante additiva.
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conclusione

Nella situazione in cui il cammino 7.y & del tipo 77# (du) = p"" (7, u)du con
p"H (-, -) soluzione delle equazioni (6.7) e il campo H soddisfa il vincolo (6.26),
allora conosciamo la forma esplicita del funzionale di grandi deviazioni:

(7)) = h(mo) + Io(m())

[t o () 10 2D o Z(p(w))
hm) = [ d [7( Mg =y T8 Zhamy, ¢

I(rey) = % /0 " ds /_ dup(p(s,0))2,H (5, ) (6.28)

nota

Vorremmo conoscere il funzionale di grandi deviazioni nello spazio dei
cammini D([0,T] x M), invece ne abbiamo trovato l’espressione solo per
quei cammini tali che: 70 (du) = p?# (7, u)du. Cid non dovrebbe costituire
un grosso problema poiché si puo far vedere che i cammini di questo tipo
formano un sottoinsieme denso; dunque minimizzare il funzionale su tali
cammini equivale a minimizzare su tutto D([0,7] x M).

Dimostrazioni

Come annunciato all’inizio del paragrafo, deriviamo esplicitamente alcune
relazioni lasciate in sospeso.

relazione (6.9)

Sostituendo 1’espressione esplicita della funzione F(7,7) nella relazione
(6.8) abbiamo:

i(T)=exp{ Z nLQT(x)H(T7%)_ Z HO(x)H(O’%)—’_

dPy,
rz=—L—1 rz=—L—1

, L+1 L+1
ZT
— dsexp |— J2)VH(s, =) | (05 + L?Qy) ex s()H (s,
/0 p[ Zn (@) H (s )] 1) exp [§n (2)H(

(6.29)

Consideriamo separatamente i vari termini tra parentesi graffe. Le prime due
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somine si riscrivono cosi:

L+1
1
> me@H(rT) = L<wbHe > +n(L+DH(n1+ 1) +

L
r=—L—-1

1
+ npe(—L—1)H(r,—1— f) (6.30)
wl T 1
> mo(x)H(O, 7) = L< m&, Hy > 4+no(L +1)H(0,1 + )+
r=—L—-1
1
+ m(-L-1H(0,~1-7) (6.31)

Consideriamo ora l'integrando dell’ultimo termine. La derivata temporale
agisce solo sul campo H e quindi risulta:

exp |- Y nL2s($)H(S,%)] 8seXp[ > 77L2s(x)H(8:%) =

r=—L-1 T=—L—1
L+1 .
= Z Nr2s(x)0sH (s, Z) =L <l 0,H, >+
r=—L-1

1 1
+nr2s(L + 1)0:H (s, 1 + Z) +nr2s(—L — 1)0sH (s, —1 — Z) (6.32)
Resta da considerare nell’integrando a secondo membro della (6.29) la parte

in cui c’e 'azione del generatore €)7,. A partire dalla definizione del generatore
abbiamo:

exp [— Z ans(x)H(s,E)

LQQLeXp[ Z ans(x)H(s,%)] =

L
r=—L-1 r=—L-1
! z |1
= exp [— Z ans(z)H(s,z) 5[,2><
z=—L—1

x { Y g(n(x)) lexp ( S i) H s, %)) +

rz=—L z=—L-1

_|_

+ exp ( nj.f’;i*l(z)H(s, %)) —2 exp ( Z n2s(z)H (s, %))

z=—L-1 z=—L-1
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+py exp( Z nfzs(z)H(s,%)) —exp( Z nr2s(2)H (s, %)) +
+7- exp( > () H(s, %))—exp( > 77L2s(Z)H(Sa%)> }=

L
= %L2{ Z 9(77($)) [@H(sa%“)_H(S;%) +€H(5’xT_1)_H(8,%) B 2i| n

z=—L
+p. |:6H(s,1)—H(s,1—|—%) _ 1] o [eH(s,—l)—H(s,—l—%) _ 1]} _

sviluppiamo in potenze di % e sfruttando la regolarita di H(-,-)

= 3 3 o0 [0 T + @6 D+ 0] 4
n g [—p+8uH(s, 1)+ p 8, H(s,—1) + 0(%)} (6.33)

Sostituendo le espressioni (6.30), (6.31), (6.32) e (6.33) nella (6.29) si ottiene
facilmente la relazione (6.9) che volevamo dimostrare.

relazione (6.18)

H
Partiamo dall’espressione (6.9) per la derivata di Radom-Nikodim d(Z,fL’T (7).

Usando le sostituzioni descritte dalle relazioni (6.11) e (6.17) si arriva a:

AP,

7P (T)=expL{<7r£,HT>—<7r§,H0>—/ ds <7l 0,H, > +
L

0

_% /()T s /1 dugp(p(s’ u))[@ZH(S, u) + (8UH)2(8’ u)]+

—|—%/OT ds[—(p(s,1))0,H (s,1) + @(p(s, —1))0uH (s, —1)+

— Oup(p(s,1))H(s,1) + Oy(p(s,—1))H(s,—1)]} + (correzioni)

Tutti i termini di bordo si cancellano qualora si integra due volte per parti il
termine integrale con la derivata seconda del campo H. Si ottiene dunque:

dpy.

(T):expL{< mt H, > — < 7} H, >—/ ds <l 0,H, > +
dfi 0
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——/ ds/ dudZo(p(s,u))H (s, u)+

=~ s [ dug(os, w) @) (5,w) } + (corresioni)
of o] }

Tale relazione fornisce direttamente 1’espressione (6.18) del funzionale Jy,

definito da:
arf,
dPL’ (1) ~ exp LJg(m)

relazione (6.25)

Sia p"H (7, u) la soluzione (unica) dell’equazione idrodinamica con campo
esterno H e profilo iniziale ~:

0.0 (r,u) = 0% (p"" () — Bulp (o7 (v, u))AuH (r, )] (6.34)

P70, u) = y(u)
p(p" (r, 1)) = px

Moltiplicando ambo i membri per H (s, u) ed integrando in ds e du si ottiene:

/ ds/ dudsp” (s, u)H(s,u) / ds/ dudZo(p" (s,u))H (s, u)+

- /OT ds /_1 dud, [p(p"" (s,u))0,H (s,u)|H (s, u)

Integrando il membro di sinistra per parti rispetto al tempo ed il secondo
termine del membro di destra per parti rispetto allo spazio si ha:

1 1 T 1
/ dup” (1, u)H (T, u)—/ dup“”H(O,u)H(O,u)—/ ds/ dup™™ (s,u)0,H (s, u)+
-1 — 0 -1

__/ ds/_1 AP (5 (s, u)) H (s, ) =
_ /0 dsip (o7 (s, u)) H (s, u)9uH (s, ) / ds/ dup (0 (5, ) [0 H (5, u))?

Riconosciamo nel primo membro il funz1onale lg calcolato nel cammino 77
tale che: 775 (7, du) = p"#(7,u)du. L’ultimo termine a secondo membro &
invece il prodotto scalare < H, H > _,x. Abbiamo cioe:

¢

1

lH(’]TZ’)H) =< H,H >ﬂ_?,)H - / dsp(p"H (s,u))H (s, u)0,H (s, u)
' 0

-1
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Dunque, se il campo H soddisfa le condizioni al bordo (6.26), possiamo
concludere che:
lg(r"?) =< H,H > n

ovvero possiamo identificare:
H=H

che & proprio quello che volevamo dimostrare.

6.4 Minimizzazione del funzionale di grandi
deviazioni: traiettoria piu probabile

Vogliamo cercare il punto di minimo del funzionale I(7(.y) nell'insieme G,(.) di
tutte le traiettorie () assolutamente continue rispetto la misura di Lebesgue
tali che: 7,(du) = p(7,u)du, con vincoli p(p(—oo,u)) = p(u) e p(0,u) =
v(u). Tale punto di minimo descrive la traiettoria piu probabile che genera
la fluttuazione di profilo ().

Enunciamo subito il risultato; la traiettoria piu probabile di grandi devia-
zioni e soluzione dell’equazione idrodinamica aggiunta invertita nel tempo:

0,07, u) = 5 00(p(r.u)) + ad, [%} (6.35)
QO(p(T, :tl)) = P+
p(0,u) = y(u)

Questo risultato generalizza la relazione di Onsager-Machlup secondo cui,
quando c’e reversibilita microscopica rispetto al tempo, la traiettoria piu
probabile che genera fluttuazione dall’equilibrio ¢ soluzione dell’equazione
idrodinamica invertita temporalmente. Nel caso di reversibilta microscopi-
ca infatti (cioé quando vale il bilancio dettagliato) il processo diretto ed il
processo aggiunto coincidono.

Dimostrazione

Nella dimostrazione seguiremo il seguente schema:

1. Cerchiamo per quale campo H* I'equazione idrodinamica con campo
esterno H* si riduce all’equazione aggiunta invertita nel tempo (6.35).

2. Studiamo il funzionale di grandi deviazioni nel punto 7* tale che 7*(du) =
p*(1,u), essendo p*(-,-) la soluzione dell’equazione idrodinamica ag-
giunta invertita nel tempo (6.35).
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3. Infine studiamo il funzionale A(p) = I(p) — I(p*) e verifichiamo che &
definito positivo e si annulla solo per p = p*.

Questo e lo stesso schema utilizzato nella verifica del principio di Onsager-
Machlup per il modello zero range di equilibrio ed & stato introdotto da D.
Gabrielli, G. Jona-Lasinio, C. Landim e M. E. Vares (cf. [12]).

A) Ricerca di H*

Vogliamo vedere per quale H 1’equazione idrodinamica con campo esterno
(6.7):
1
0rp(r, u) = 50, (p(7, 1)) = Bulp(p(r, u))OuH (7, )]
si riduce all’equazione idrodinamica aggiunta invertita temporalmente (6.35):

Orp(7, u) = —%aﬁw(p(n u)) + ad, [L’; ((Z’)u)) ]

Cio avviene per:

H*(1,u) = log W (6.36)

ed osserviamo subito che con tale scelta ¢ verificata la condizione (6.26)
poiché H*(s,1) = H*(s,—1) = 0.

B) Calcolo di Iy(p*)

Cerchiamo il funzionale I(-) nel punto p* partendo dall’espressione (6.27):

') = 2 /_ " /_ duplp (ru) P (637

dove p* & la soluzione (unica) dell’equzione idrodinamica:

0,07 () = 2 92p(p" (v, ) + 0, [M] (6.39)

p(u)
o(p"(r,£1)) = p+
p*(0,u) = y(u) ; w(p*(—o0,u)) = p(u)

Sostituendo 'espressione (6.36) di H* in quella (6.37) di Iy(p*) si ottiene:

L(p*(+ ) = %/_; dr /_11 dug(p*(T,u)) [6u log %r =
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integrando per parti una delle due derivate:

=%ﬂﬁ{<w[wﬁwhgi8wﬁ+

- | oo 2505 o (5E52)

% = 1; quindi resta:

o = g [ dulee PO [ Ty g £ )
b ) = [ ar [ autog e {2auso(p<,>>+ 0,22 }+

- 5[ e (55

Riconosciamo nel primo termine il secondo membro dell’equazione idrodina-
mica (6.38) che definisce p*. Il secondo termine invece risulta nullo da un
calcolo diretto. Risulta quindi:

1

Il termine di bordo si annulla poiché

o [ [ g £
B = [ dr [ dutog BT )

integrando rispetto al tempo

1 p*(T,u) 1 0
= {/ du/ dplog ¢(p) —/ dulog p(u)p* (T, U)}
—1 -1

A questo punto notiamo che questa espressione di I(p*) dipende da p* solo
tramite il profilo agli istanti —oo e 0. Quindi, qualunque sia il cammino
p(+,-) all’interno dell’insieme G,(.), cioé con profilo fissato agli istanti —oo e
0, risulta:

_ { / o [ " dplog () - / dulog p(u)p(r, u>} (6.39)

C) Studio del segno di /\(p)

Partendo dalla definizione di A(p) e dalla espressione (6.39) di I(p*)
appena trovata risulta, per ogni p = p7% € Gy(y:

B0 =10) 1) =5 [ ir [ duglp(ru)o.H(rwf+
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0 1 p(T,u) 1
[ ot [ [T dprogeto) - [ dulogp(u)p(nu)}:
—00 -1 -1

[ [ (3ot - tog X4V o, |

La derivata rispetto al tempo di p(7,u) si riscrive utilizzando ’equazione
idrodinamica (con campo esterno H). In questo modo si ottiene:

o) = [ ar [ a{Gototrupiontn s

plplT,u 1

~tog AT 252 tptr.) — Do lp(r )t ()|
p(u) |2

Integrando per parti tuttii termini di bordo si eliminano poiché log

0. Possiamo quindi riscrivere:

a0) = [ i [ au{detotrmoutitr

elp(r,£1)) _
p(£1)

1 ¢(p(7, u)) e(p(7, u))
+§3u<ﬂ(,0(7'a u))0y log o) + @(p(7,u)) 0, H (T, u)0y log W}

sostituiamo la funzione H con la nuova funzione:
F(T,U) = H(T,u) —logM @H(T,U) — F(T,U) +IOgM

p(u) p(u)
(6.40)

e 'unico termine che resta dopo qualche manipolazione algebrica e:

Alp) = / dr / dug(p(r, )OF(r, ) (6.41)

Dunque possiamo concludere che A(p) ha segno definito positivo e si annulla

(a meno di una costante additiva) solo per F = 0 < H(r,u) = log &2,

p(u)
e cio equivale a dire H = H* e p = p*, che & proprio quello che volevamo

dimostrare.

g

6.5 Modello a due componenti

Nel seguito ripeteremo lo studio fatto fin’ora, adattandolo ad un modello con
due tipi di particelle, in modo da poter verificare le relazioni di simmetria di
Onsager.
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definizione del modello

In ogni punto = del reticolo unidimensionale A;, = {—L, ..., L} indichiamo
con 7;(z) il numero di particelle di tipo 1 e con ny(x) il numero di particelle
di tipo 2. Quindi lo spazio di tutte le configurazioni possibili del sistema ¢
Ap = N2 x N* ed i suoi elementi sono le configurazioni 7 = (n;,1,), con
Nae = (Ma(—L),...;na(L)) , a = 1,2. Lo spazio dei cammini ¢ la collezione
delle funzioni 7j(-) : [0,7] — A, continue a sinistra (dinamica a salti):
E=D([0,T] x Ar).

Per quanto riguarda ’evoluzione del sistema diciamo che i salti delle sin-
gole particelle avvengono solo tra primi vicini ed in modo simmetrico verso
destra e verso sinistra. Inoltre le interazioni locali tra le particelle non distin-
guono il tipo di particella; cioe una particella di tipo 1 interagisce allo stesso
modo sia con particelle di tipo 1 che con particelle di tipo 2. Nel modello ad
una componente la frequenza media con cui una generica particella del sito
salta verso un sito vicino & g(n(z)). Per il modello a due componenti, poiché
Iinterazione non distingue il tipo di particella, il tasso di transizione con cui
una generica particella in z salta via da x & proprio g(n:(x) + n2(2)); quindi
il tasso di transizione con cui una particella di tipo a salta via da x risulta
g(m(z)+ nz(x))#% (11 fattore #@%(w) & la probabilita che, pescando
a caso una particella in z, sia di tipo a). Infine il sistema & tenuto fuori dal-
'equilibrio dal contatto con delle riserve di particelle: al bordo destro (—L)
c’e una riserva di particelle di tipo 1 di potenziale chimico A\] = logp; ed
una riserva di particelle di tipo 2 di potenziale chimico A, = log P, ; analoga-
mente al bordo sinistro ci sono due riserve di potenziali chimici A = log p;
(di particelle di tipo 1) e A\J = logps (di particelle di tipo 2).

In conclusione il generatore della dinamica €27, e definito da:

(1)) = %éig(m(m) ) I [ (0.2)
+F 0 ) — 2 (m,me)] + % i g(m(z) + nz(x))ﬂ X
— m(z) + ne(z)
X [Fmms™ ) + flmsmg ™) = 2f ()] +
gt (£ m) = Flmm)] + v £ m) — Fon, )] +
+%p§ [F sy ™) = £ (s me)] + %pz‘ Lf (s my ™) = f(my2)]

Il modello conservativo di equilibrio, cioe con pf = p; = 0 e con con-
dizioni di periodicita ai bordi, & gia stato analizzato da D. Gabrielli, G.
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Jona-Lasinio e C. Landim (cf. [13] e [14]). In tal caso restano costanti il
numero di particelle di tipo 1 e 2; in conseguenza di cio si ha una famiglia
a due parametri di misure di equilibrio. Per parametri possiamo prendere
le fugacita (@1, p2) € Rt x R". Le misure di equilibrio 751,@ sono quindi
misure prodotto sul reticolo:

vil#’z [ﬁ] = H 751,@[771(37),772(33)]
EEAL
con marginali:
1 Prest (ki + ko)!
Z(p1,p2) glks + ko) kylky!

essendo Z(¢) la costante di normalizzazione o funzione di partizione. Notia-
mo subito che la funzione di partizione Z(¢1, ¢2) non & funzione di ¢; e o
separatamente ma solo della loro somma ¢ = @1 + pa:

(ky + ko)l prrph (1 + o) .
Z(pr, )= Y =y 2=z 6.44
(@1, 22) Wty Rkl gk k)l 4 g(n)! (@) (6:44)

vél,tpg[nl(x) =ki;ma(z) = ko] = (6.43)

In genere si cerca di parametrizzare le misure di equilibrio con le densita
anziché le fugacita. Cerchiamo quindi le relazioni termodinamiche tra le
densita (p1, p2) e le fugacita (¢1, o). Date le fugacita (¢1,p2), le densita
sono fissate tramite le relazioni:

,Oa(g01, 902) = 751@2 [7711(0)] = (Paasoa logZ(([)) (6'45)

Dunque la somma delle densita p = p; + py & funzione solo di ¢:

p1(p1592) + p2(p2, p2) = $Op log Z(9) = p(H) (6.46)
e quindi l'espressione (6.45) di p,(®1, p2) si pud riscrivere:
Z Y
a\P1, = 6.47
Pa(ip1, p2) o _HDZP(SD) (6.47)

Analogamente date le densita (p1, p2) sono fissate le fugacita (1, @) € sono
date da:

Pa ./
a y = 6.48
@a(p1, p2) g p2<P(P) (6.48)
essendo ¢(-) la funzione inversa di p(-). In conclusione le misure di equilibrio
I/Ifl, », barametrizzate dalle densita sono definite tramite:
L =L
ypl,m['] = ycﬂl(pl,pz),m(pl,pz)['] (6.49)
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Da cio si ottiene facilmente che:

P(P) = Vpr,p2[9(m (0) + n2(0))] (6.50)

Nel seguito indicheremo con b(-) le funzioni:

~—~

p) X @
X 0 b(p) =
5 ()

L p
op) = 59)

(le due relazioni esprimono la stessa grandezza fisica vista come funzione di
parametri diversi).

misura stazionaria di non-equilibrio

Per pf # p, , a = 1,2 il sistema non ha nessuna grandezza conservata
ed esiste un’unica misura stazionaria puy su Ajg. La forma di tale misura e
del tutto analoga a quella del modello con una componente; ¢ una misura
prodotto sul reticolo Ay:

pulil = T welm(@), na(@)]

TEAL
con marginali:
piz(2) ¥ por, (x)F2 (k1 + ko)! 1
X)) = ]C 5 xr) = k =
prlm () 1, m2(7) ] gk + k2)! kilky!  Z(pip(x) + par(x))
(6.51)

La costante di normalizzazione ¢ la funzione di partizione:

neN

In situzione stazionaria entrambe le particelle hanno fugacita con profilo
lineare:

I TR
pa _pa, pa +pa
p“L(x)+2(L+1)x+ 2

generatore aggiunto

Per verificare che p7, € una misura stazionaria cerchiamo I'operatore aggiunto
25 rispetto uy e verifichiamo che & un generatore (cf. cap.l), cioe soddisfa
le relazioni:

=

QL (7,0) >0 se { #77
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(7, 77) <0 (6.52)

A partire dalla definizione di generatore aggiunto, con un calcolo diretto si
trova:

@D =5 Y oo+ mo)— T
o [P 0 ) o))+
2 ) — )| +
772(‘T) ng(.T + 1) T,z+1
“ Z o)) | P T )

= ) +p2;2(f—(;)”(f<m,n;z 1y _ f(nl,nz))] "

1 1

+5p1e(L) [F(i " m) = fOm,me)] + 5o (=L) [f ("5 me) — fm, m2)] +

+%p2L(L) [f (e, m3 ™) = f(n,me)] + %sz(—L) Lf(n,m ") — f (01, m2))
(6.53)

Da questo risultato appare evidente che Q% & un generatore (cioe verifica
le proprieta (6.52)) a conferma del fatto che p; € una misura stazionaria.
Inoltre ©} ¢ distinto dal generatore diretto 2, (coincidono solo per p = p, );
questo vuol dire che iy, € una misura stazionaria ma non reversibile (non vale
il bilancio dettagliato).

Dim. Verifichiamo esplicitamente 1’espressione (6.53) del generatore aggiun-
to. Partiamo dalla definizione:

<h,Quf >u,=<f,Qrh >,

per ogni coppia di funzioni cilindriche A ed f. Riscriviamo il membro di
destra utilizzando I’espressione (6.42) del generatore diretto:

< f7 th’ >,uL:< h7 QLf >ML: Z ,U'L[nla 772]h(771; 772) X

1,72
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+L

x4 LS (@) + m@)—E [ ) 4 fEE ) — 2f ()] +
2 m + 7

rz=—L

+% > g(m(¢)+m(¢))% [F ™) + F O, m3™™") = 2f (1, me)] +

r=—L
%pl* [f (" me) — f(m,me)] + %pf [f(i " me) — f(n,me)] +
+%p2+ [f(mma ™) = f(m,me)] + %pg‘ [f (e, mz ™) — £, 772)}}

Effettuiamo dei cambi di variabile n, — ¢, = n®**' o nl; n 4 = (4, in

modo che I’argomento della funzione f sia sempre ((, (2). Si ottiene cosi:

+I-1
< f,Qph >yu,= Z Z {% Z el G (GG Goa) X

¢1,¢2 a=1,2 z=—L

i Gh(e)
Xg(ga (3}') + Cl—a(x)) g—kl,w(x) + lea(x) +

1 L L L C‘%(L)
+§,UL[CG ; Galh(Cos G-a)9(Ca (L) + Ga(L)) CL(z) + Gi—a(L) i

+L

+% Z pr[CEH, Cmal M, Cima) X
o=—L+1
1" ()

G (@) 1 Cal@) |

xg(Ca (@) + Gi-a(z))

1 -7 -7 -7 )
+§N’L[€a ,lea]h(ga alea)g(Ca (_L) + Clia(_L)) Ca_L(_L) + Cl—a(_L) -

Ca()

2 L
-3 FZ_L prlCar C—alh(Cas Cima) 9(Cal(@) + Ci—a(®)) AOETRE) +
+%PZNL[CJL’_L_1a Gal (G777 Gima) £ (Cas Crma)+

PRI, GG G (G G+

=511 oo alhGo €1ma) = oG ool 1o0) | 161,60 (65)
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Per come e definita la misura p;, valgono le seguenti relazioni:

NL[ggil’w’ 1) _ Par(z) g(G(zE 1)+ o(z£1))
prlla, CGimal  par(z£1)  g(C(x) + Goalz) +1)

Ga(@) + G-a(r) +1 Gz £1)
Calx £ 1)+ Ga(z£1)(u(z) +1

/J'L[C(;tLa Cl—a] — (:I:L) 1 Ca(:tL) + Cl—a(:tL) + 1
il G TP GGED) 4 Ga(EL) 4 1) C(£D) + 1
ML [Cc:ltL’i(L+l)7 Ci—al _ 1 Ca(£L)

9(Ca(r £ 1)+ ooz £1))

ML [Ca, Cl—a] B paL(iL) Ca(:tL) + Cl—a(:tL)

Facendo queste sostituzioni, riordinando i termini e con un po’di manipola-
zioni algebriche la relazione (6.54) assume la forma:

< f,Qh>u,= Z F(G, @)l ¢ Z {% Z_ MQ(Q(I +1)+ Gz +1))x

ClaCZ a:1,2 rx=—1L paL(:L‘ + 1)

h(GHH, Goa)+

r—1,x
g EraE L

1 pf Ca(L)
G(L) + (L)

EL _ _ ga(_L) —L,—L-1
+ D g(cl( L)+C2( L))Cl(—L)—i—CQ(—L)h(Ca alea)‘F

h(g(f,L—Ha Cl—a)"'

“2% yale) + Gle) ——2)

z=—L mh@aa Cia)+

gt (DB(GE, Guma) + g (=DM, o) = 30+ (G o)

L’espressione tra parentesi graffe definisce 1'azione del generatore aggiunto 2}
sulla funzione cilindrica h. Per arrivare alla relazione (6.53) basta rinominare
i siti reticolari: nel primo termine sostituiamo x — y = x + 1, nel secondo
termine r — y = x — 1. Inoltre notiamo che il terzo e quarto termine
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completano le somme dei primi due termini gazie al fatto che p} = p,r.(L+1)

e p, = par.(—L — 1). Infine sfruttiamo la linearita dei profili p,;, sostituendo
paL(w‘Fl)"‘paL(w*l)
paL(w)

Par(—L) 4+ par(L). Si ottiene cosi:

< f,Q1h >, = Zf(ﬁfﬁﬂL[ChCz Z { Z Purly ~ 1) 1

C1,62 a=1,2 y=—L paL

nel quinto termine 2 = e nell’ultimo termine p; + p/ =

" [h(Cg’yfl, Cl—a) - h(ga) cl—a)]_i_

ParL(y + Ca(y) bt B
yZ:L paL ( )+C2(y))m[h’(Ca alea) h(Ca: glfa)]'i‘

1 1 _
+ paL( )[h(ga ) Cl a) - h(Caa Cl—a)] + EpaL(_L)[h(Ca La Cl—a) - h(gtfa Cl—a)]}
e questa relazione fornisce la forma esplicita del generatore aggiunto (6.53).

O

6.6 Relazioni di Onsager per il modello a due
componenti

Le relazioni di reciprocita di Onsager valgono in generale per sistemi con
dinamica microscopica reversibile e si esprimono dicendo che la matrice dei
coefficienti di trasporto L(p) & simmetrica; noi vogliamo verificare che valgono
anche nel nostro modello di non-equilibrio.

Per calcolare i coefficienti di trasporto Lg,(p) bisogna cercare la matrice
di diffusione D(p) definita dall’equazione idrodinamica:

ed inoltre bisogna calcolare il funzionale entropia S(7(:)), definito come il
valore del funzionale di grandi deviazioni I(-) : CM(R. x M,) — R
calcolato nella traiettoria piu probabile che fluttua fuori dall’equilibrio:

S(F0) = inf I((,)

essendo G5 la collezione dei profili densita p(-, -) che soddisfano le condizioni:

p(0,u) = ¥(u) e p(oo,-) =(profilo stazionario).
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Come detto nell’introduzione del capitolo, la matrice di Onsager e definita
da:

L(p) = D(p)R(p) (6.55)

dove D(p) & la matrice dei coefficienti di diffusione; R(7) ¢ la matrice definita
a partire dal funzionale entropia S(g(-)) = [ s(p(u))du tramite: [R™(p)]a =

6Paapb (ﬁ)

6.6.1 Modello con campo esterno

Il primo passo nello studio delle grandi deviazioni consiste nell’introdurre un
modello perturbato da un campo esterno e nell’analizzarne il comportamento
idrodinamico.

Dato il campo esterno H (+,-) il generatore della dinamica perturbata dal
campo é:

@21 Z{Z g (2) + ma(a)) T

i m(x) + 1 (x)

[ B (2, ) = F )+
z—1y_ .z T, T—
+ 6Ha(T’T) Ha( ’L)(f(']]a 1,7’}17(;) - f(na,nlfa))} +

oD H D () — F(0s o))+

g MO D (1, T ) = f (e a)) ) (6.56)

Il modello definito da questo generatore si riduce al modello diretto per H, =
0 ed al modello aggiunto per H,(7,u) = logp,(u). Vogliamo verificare che
I’equazione idrodinamica associata al modello perturbato dai campi H e:

1 . .
0 pa(T; 1) = S0,[pa(T, W)H(A(7, u))] = Bulpa (T, W)b(P)DuHa(r, )] (6.57)
con vincoli al bordo sulla fugacita:

pa(T, £1)b(p(T, £1)) = P

Dim. La corrente di particelle di tipo a tra x ed i siti vicini e espressa per
r € Ay da:

Na(z + 1) y
m(z+1)+n(x+1)

O () = 590 (2 +1) + (e +1)
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z xz 1
X6—[Ha(n%1)—Ha(T,z)]]1{56#} + —glm(z — 1) +noz — 1)) x

2

(@ — 1) HHa(r§)~Halr, 2] 1
X als>T o\ pt— — — + X
o Mal®) Tt o) + et ]
m(z) + m2(x)
+lp+]l 7Le_[H(T,1+%)—Ha(T,1)] + lp_]l B Le[H(T,_l)_Ha(T, 1-14)] (6.58)
2 a r= 2 a r=— .

Si consideri quindi una LED {u”} (cf. le definizioni date nel cap.3) tale che:

TL2TDLU,/'1’L L_>—O>O Vﬁ(Tau)
Jim i lg(na( L7, £1)] = pi

Jim L{p¥ — u[g(na( L7, £L))]} = £0uu A7, +1))

Dato un generico campo scalare fe C([-1,1])*%, dobbiamo studiare per
L ~ oo

d o -1 7

%,U‘ [< Tas f >]
essendo 7 la misura empirica; dalla definizione e dalle equazioni di Kolmo-
gorov risulta:

D e at o= 3 S pht el me) -

w—fL a=1,2
per la (6.58) e trascurando tutti i termini infinitesimi per L — oo
. . 1
= du > falu a(P(7, 1)) = Oula(P(T, 1)) duHa(T, u)] ¢ + O()
a=1,2
da cui si ottiene la tesi.
O

Sostituendo nella (6.57) H, = 0 o H,(u) = logp,(u) si ottengono le
equazioni idrodinamiche del processo diretto e del processo aggiunto rispet-
tivamente. In particolare I’equazione idrodinamica del processo diretto si
riscrive nella forma:

8Tpa T, U, 8 Z a b + Pa (Ta U’)b,(ﬁ(T’ u))]aupb(Ta u) (659)
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da cui si ottiene ’espressione della matrice di diffusione:
Dap(p) = b(p)dap + b'(p)pa (6.60)

L’equazione idrodinamica del processo aggiunto e:

0-pa(r ) = S 3Rpu(Alr, u)) — Dulia(lr, w)Dlogpalu)]  (6:61)

Un aspetto interessante & che 1’equazione idrodinamica diretta, e dunque la
matrice di diffusione, & la stessa che si ottiene per il modello di equilibrio (cf.
[14]); 'unica differenza & che fuori dall’equilibrio ci sono vincoli sulla fugacita
al bordo (Proprio come per il modello ad una componente).

6.6.2 Funzionale di grandi deviazioni

Per trovare il funzionale di grandi deviazoni bisogna calcolare la derivata
. . apf! . . dPE

di Radom- 77 (7) e cercare di esprimerla nella forma: —2=(7) =

exp{—LJ H(ﬁ(L_))} a meno di correzioni trascurabili. Si parte dalla proposi-
zione 4 presentata in app.B che ci permette di scrivere:

dpH Lt1 T - x
n, —exp{ 2 2 mllraHn D)= 3 3 m(00)H0, D)

z=—L—1a=1,2 z=—L—1a=1,2

L+1 [ L+1

/ds > ) na(IPs,2)0,H,(r, )/dsexp ) naLPs,m)x

rz=—L-1a=1,2 rz=—L—-1a=1,2

L+1
x x
X Hy (s, z) L’Qp exp [ Z Z na(L?s,2)H,(s, Z)] }
r=—L—-1a=1,2

A questo punto si procede parallelamente a quanto fatto per il modello ad una

componente: si approssima tutto all’ordine (ﬁ) e si fanno delle opportune

sostituzioni analoghe alle (6.11) e (6.15). Il risultato é:

dPf}, L 5 5 &
dP,-: (T):expL{<7rT,HT>—<7T0,H0>+

/ ds < 7, 0,H, > — / ds/ du [02 (pa(s,u)b(p(s,u))) Hy(s,u)+
+Pa(s, u)b(p(s, U’))(auHa)2(8’ u)l}
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Dunque il funzionale di grandi deviazioni sara, a meno di una parte statica
dipendente solo da 7y:

IO(’]_I"(.)) = sup JH(ﬁ(.)) (6.62)
HeCl:2xCh2?

avendo indicato:

Iul) = (7o) = 5 [ ds [ du S pals, w)b(p(s,0) @utte) (5, )

a=1,2

,
lu(7y) = <@, H >— <7y, Hy> —/ ds < 75, 0sHg > +
0

- / "ds / du 7 3 (pals, b(5(s, u))) Ha(s,w)

a=1,2

allorché 7y & assolutamente continua rispetto la misura di Lebesgue con
densita: 7, (7,du) = pu(7,u)du. Infine dobbiamo esplicitare il funzionale
Io(7(y) (a partire dalla sua forma variazionale). Con un ragionamento del
tutto analogo a quello visto per il modello ad una componente si trova:

1 T 1
(7)) = 5/ ds/ du Z pa(s,u)b(p(s,u))(0,Ha)?(s,u) + (parte statica)
0 -1 a1
allorché 7.y ha densita 7,(7, du) = po(7,u)du e p(-,-) & soluzione dell’equa-
zione idrodinamica con campo esterno H.

6.6.3 Funzionale entropia

A questo punto si cerca il minimo del funzionale di grandi deviazioni nello
spazio Gy delle traiettorie g{(-,-) tali che: p,(—00,u)b(p(—00,u)) = pa(u),
pa(0,u) = va(u) e pa(7,£1)b(p(T,£1)) = p=. Come per il modello ad una
componente il risultato che si ottiene e che il punto di minimo g* & la soluzione
dell’equazione idrodinamica del modello aggiunto invertita nel tempo (cioeé la
generalizzazione della relazione di Onsager-Machlup gia discussa nel modello
con un’unica componente). Dunque il funzionale entropia, che coincide con
il funzionale I(-) calcolato nel punto di minimo p*, vale (a meno di una

costante):
1 Va (1)
S =16 = [ aud S [ dptogp
- a=12
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Y1 (u)+72(u)
+/ dplogb(p Z log pa(u)Ya(u) (6.63)

a=1,2

Dim. L’equazione idrodinamica con campo esterno (6.57) si riduce all’equa-
zione idrodinamica aggiunta invertita temporalmente:

Or pa(T; 1) = ——82 o(P(T, 1)) + Oulpa(P(7, 1)) Oy log pa(u)] (6.64)

prendendo il campo:

Hy(r,u) = log % (6.65)

Indichiamo con p*(7, u) la soluzione dell’equazione idrodinamica con campo
H* con condizioni al bordo: p,(—00,u)b(p(—00,u)) = pa(w), pa(0,u) = va(u)
e pa(7, £1)b(p(7, £1)) = pE. Dobbiamo verificare che & il punto di minimo del

funzionale di grandi deviazioni in Gy.). Partiamo dall’espressione esplicita
del funzionale Iy(7(.):

/ds/ duaz;;oa N (B, H)?(s,u)

Sotituendo ’espressione di H;, integrando due volte per parti ed utilizzando
'equazione idrodinamica (6.64), si arriva a:

0
Pa(Tyu) plT,u)
Iy(7") / du{Z/ dplogp+/ dplogb(p Zlogpa paTu)}

a=1,2 a=1,2
che, a meno di una costante, coincide con l'espressione (6.63). Quindi per
avere la tesi basta far vedere che la differenza A(p) = I(p) — I(p*) ¢ definita
positiva in Gy e cio si fa in modo analogo a quanto visto per il modello ad
una componente.

g

E interessante notare che allo stesso risultato si arriva studiando I’entropia
relativa dello stato di proflo 4(-) rispetto lo stato stazionario yy,, e facendo il
limite termodinamico L — oo:

SG()) = Jim + H(po|ue) (6.66)

154



Dim. Ricordando che:

_ 17 2D Pa(5)™ () + m()! !
“W”;E;mmm+muw m(@)m(@)! Z(pi(3) +pe(3)
T @GE)" e (G5 (@) +m(@)! 1
woli = 11 = e nwme) 2GaE)

si ottiene:
% (50) ) = Z > sl x

s 1og PTG G Z(01(3) + po(P)) 130

nEmEnmEZeA(R)
b / 1 du {% (u)log —71(1;)16((17)(14)) + Y2(u) log 72(u)b(7)(u)) - Z(Z%zgg)) }

Si verifica abbastanza facilmente che questa espressione coincide con quella
del funzionale entropia S(7(-)) a meno di una costante.

0

6.6.4 Relazioni di simmetria di Onsager

Data ’espressone del funzionale entropia S(¥(-)) possiamo esplicitare la ma-
trice dei coefficienti di trasporto L(p). Il funzionale entropia si scrive come
integrale spaziale di una funzione densita:

sm»:/dwmww

1

avendo indicato:

pP1+p2
Z/ d,ologp+/ dplogb(p Zlogpa

a=1,2 a=1,2

Possiamo confrontare questo risultato con la funzione densita di entropia che
si trova nel modello di equilibrio (cf. [14]); I'unica diferenza & nell’ultimo
termine in cui compare una dipendenza esplicita dalla posizione u. Tuttavia
quest’ultimo termine e lineare nella densita p, quindi non contribisce nella
definizione della matrice R(p) data da:

82
8pa apb

(R (P)]as

s(p; u)
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In conclusione sia la matrice di diffusine D(p) sia la matrice R(p) sono le
stesse che si hanno all’equilibrio:

D(D)ap = b(p)dap + ' (D) pa
1 v'(p)
= 0 )

Necessariamente quindi la matrice dei coefficienti di trasporto verifica le
relazioni di simmetria:

(ﬁ)ab - pab( ) ab — (ﬁ)ba

6.6.5 Osservazioni sulla scelta del funzionale entropia

Cerchiamo di capire qual ¢ il significato fisico del funzionale entropia definito
da (6.63) o, equivalentemente, da (6.66).

La prima considerazione e che tale funzionale non puo descrivere ’entro-
pia totale dell’universo (cioe del sistema pit le sorgenti a contatto). Per capire
cio basta notare che il funzionale S(¥(-)) calcolato in situazione stazionaria
¢ identicamente nullo e costante nel tempo:

H(prlp) =0 = S(Vstaz) = cost =0

Di contro il secondo principio della termodinamica ci assicura che in uno
stato stazionario di non-equilibrio I’entropia totale dell’'universo S;,; deve
aumentare nel tempo. Ovvero ci deve essere una produzione di entropia
strettamente positiva:

dStot
Ostaz = 7 >0
staz
Fatta questa osservazione e interessante chiedersi che relazione c’e tra
il funzionale di grandi deviazioni S(¥) definito da (6.66) e ’entropia totale
dell’universo S’tot. Nel prossimo capitolo troveremo, con considerazioni fisiche,

un modo ragionevole per definire I’entropia dell’universo:

S'tot(f?) = H(:U"—f‘ru'eq) + A/\U[‘](L + la L ) [O’T]) - J(_L - 15 —L ; [OaT])]
(6.67)

1% indica lo stato di equilibrio con potenziale chimico Ay = %(/\Jr + A);

abbiamo inoltre definito AX = (A — A_) e J(z,y ; [0,7]) rappresenta il
numero di particelle che nell’intervallo [0, 7] passano da z in y meno il numero
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di particelle che passano da y in z. In questa espressione (6.67) per 'entropia
Sior risulta separato un contributo di equilibrio

H (py|p?)
che risulta costante in situazione stazionaria, ed un contributo di non-equilibrio

che aumenta in media anche in situazione stazionaria e descrive la produzione
di entropia legata al flusso continuo di particelle dalla riserva con potenziale
chimico maggiore alla riserva con potenziale chimico minore.

Per quanto detto, il funzionale S(¥(-)) che descrive le fluttuazioni dall’e-
quilibrio & differente dal funzionale S, (7(+)) che definisce 'entropia totale.
E dunque leggittimo chiedersi quale dei due deve essere utilizzato per calco-
lare la matrice dei coefficienti di trasporto con cui verificare le relazioni di
Onsager. Notiamo che nei sistemi di equilibrio tale ambiguita non esiste poi-
ché H(u|p9) definisce sia entropia totale Sy (7) sia il funzionale di grandi
deviazioni S(¥).

Per sistemi fuori dall’equilibrio la scelta che sembra piu ragionevole e
quella di prendere il funzionale di grandi deviazioni S(7) per calcolare la
matrice dei coefficienti di trasporto di Onsager L.

Infatti le relazioni di Onsager sono strettamente legate alle fluttuazioni
dalla situazione di equilibrio (o stazionaria, per sistemi fuori dall’equilibrio).
Definiscono cioé una simmetria nel modo in cui il sistema, a partire da una
fluttuazione, si porta verso lo stato stazionario.

Inoltre, come visto in Introduzione, il punto di partenza di tutta la tratta-
zione di Onsager ¢ assumere la funzione entropia come una funzione convessa
nei parametri di stato con un punto di massimo nello stato di equilibrio:

1
S ~ —5 Z SijOAZ'OAj
5]

A) Nella situazione di non-equilibrio Ientropia “fisica” S;,; perde questa
caratteristica e nello stato stazionario non ha un massimo neé ha un valore
costante.

B) Di contro il funzionale S(¥(-)) che descrive le fluttuazioni dallo stato
stazionario e convessa ed ha un massimo esattamente nello stato stazionario.
Per avere una verifica esplicita basta partire dall’espressione della densita di
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entropia:

. pa(u) p1(u)+p2(u)
s(pw) = / dplogp + / dplogb(p) — ) log pa(u)pa(u)

a=1,2 a=1,2

Il punto di massimo si ha imponendo:

da cui si ottiene:

Pa (u)b(ﬁ(u)) = Pa (u) And Pa (ﬁ(u)) = Pa (u)

e questa e proprio la condizione di stazionarieta. La convessita si ha studian-
do il segno delle derivate seconde.

Tutte queste considerazioni danno una giustificazione della scelta di par-
tire dal funzionale di grandi deviazioni per verificare le relazioni di Onsager.
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Capitolo 7

Produzione di entropia

In uno scritto del 1989 (cf. [19]) Eynk, Lebowitz e Sphon hanno studiato
un modello di particelle interagenti di tipo esclusione generalizzata, tenuto
fuori dall’equilibrio dal contatto con delle riserve di particelle. Un risultato
interessante che hano ottenuto e la validita del principio di minima produ-
zione di entropia. Tale principio puo essere considerato come ’analogo, in
meccanica statistica fuori dell’equilibrio, dei principi variazionali associati
all’energia libera nei sistemi all’equilibrio.

Dalla termodinamica sappiamo che I’entropia di un sistema isolato cresce
nel tempo e resta costante solo in situazione di equilibrio. Tuttavia il sistema
presentato nel cap.b ed il sistema descritto da Eynk, Lebowitz e Spohn non
sono isolati a causa dei contatti con le riserve di particelle ed i bagni termici,
quindi 'entropia del sistema non € vincolata a crescere. Posssiamo pero
dire che l’entropia totale dell’universo, data dall’entropia del sistema piu
I’entropia del bagno termico e di eventuali riserve di particelle a contatto,
¢ vincolata a crescere nel tempo. Per produzione di entropia si intende la
variazione temporale dell’entropia dell’universo. In [19] si fa vedere che, come
ci si aspetta, la produzione di entropia e definita positiva ed e nulla solo
in situazione di equilibrio (cioé se non c¢’¢ gradiente di potenziale chimico
tra le riserve di particelle a contatto); inoltre & verificato che esiste ed &
unico lo stato di minima produzione di entropia. Una domanda che nasce
spontanea e se esiste una relazione tra lo stato stazionario del sistema e lo
stato di minima produzione di entropia. Il principio di minima produzione
di entropia stabilisce che questi due stati, pur non coincidendo, sono uguali
nello sviluppo al primo ordine per piccoli gradienti di potenziale chimico tra
le riserve di particelle a contatto.

Nel corso di questo capitolo dimostreremo che il principio di minima pro-
duzione di entropia e verificato anche nel modello zero range fuori dall’equi-
librio presentato nel cap.5. Il che fa pensare che tale principio sia di validita
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generale e non sia legato al tipo di interazione che definisce la dinamica del
sistema.

7.1 Considerazioni sulla definizione di entro-
pia totale per un sistema di particelle in-
teragenti

Il primo passo da fare per lo studio della produzione di entropia consiste
nella definizione di entropia totale (di sitema pit ambiente esterno). Per un
modello di equilibrio tale definizione & quasi immediata e risulta coincidente
con l’entropia relativa rispetto allo stato di equilibrio. Nel caso di non-
equilibrio la situazione e piu complicata.

situazione di equilibrio

Consideriamo un modello di equilibrio la cui dinamica & caratterizzata da
una funzione hamiltoniana H(n) , n € A, a contatto con I’ambiente esterno
di temperatura T = % (che possiamo prendere pari ad 1) e di potenziale
chimico A. In tale situazione la meccanica statistica di equilibrio ci assicura

che lo stato di equilibrio e la distribuzione dell’enseble di Gibbs:

1
_ —BH(n)+BA Y, n(x)

= e @ 7.1
'uG[n] ZG(ﬂ, )\) ( )

Inoltre I’entropia totale dell’'universo ¢ del tipo:

Stor (1) = Ssise (1) + Spe(1t) + Srp(pe)

se il sitema si trova nello stato pu. In questo modo abiamo separato i vari
contributi che analizziamo separatamente.

e Il primo termine e '’entropia del sistema. La forma classica di entropia
di un sistema con dinamica stocastica e:

Ssist (1) = =Y _ pa[n) log [

neA

e (C’¢ poi un termine di entropia del bagno termico. La variazione di
entropia e data dall’integrale di Clausius:

ASy(pgy) = / W — BAQu

T =
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Il bagno termico scambia solo calore con il sistema; per il primo prin-
cipio della termodinamica risulta quindi:

ASbt(,u(-)) = AUy = —BAUgist = —5(Mfm[H] - Nm[H])

Dunque, poiché I’entropia e definita a meno di una costante, possiamo
prendere:

Sp(p) = —Bu[H] = = pln]H ()

neA

e Infine ¢’¢ un termine di entropia della riserva di particelle di potenziale
chimico \; la sua variazione e:

Dunque possiamo prendere, a meno di una costante:

1) = BAu [;n(x)] BAY - uln) (Zn >

neA

Unendo tutti questi risultati abbiamo 1’espressione dell’entropia totale:

Srot(1) = =Y _ pln] {logu[n]+ﬂH BAZn } (7.2)

neA

Confrontiamo questa espressione con quella dell’entropia relativa dello stato
1 rispetto allo stato di equilibrio di Gibbs:

H(plpe) = Z ] log ]

:—Zp[n]{logu[ |+ BH(n) ﬂ)\Zﬂ }—i—logZG(ﬂ,)\)

neA

Posssiamo cioe concludere che, all’equilibrio, ’entropia totale coincide con
’entropia relativa rispetto lo stato di equilibrio (a meno di una costante):

Stot() = H(p|pa)
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situazione di non-equilibrio

Ripetiamo il ragionamento in situazione di non-equilibrio, cioé per un sistema
a contatto con due riserve di particelle (in +L e —L) con potenziali chimici

differenti: A, = logp, e A = logp . Chiamiamo )\, = ’\+J2r’\‘ e A\ =

—’\+;>“. L’entropia totale dell’'universo & ancora del tipo:

Stot(ﬂ) = Ssist(,u) + Sbt(u) + Srp—|— (/J') + Srp—(:u)

e con un termine di entropia del sistema:

Ssist() = = pln] log pfn]

neA

e un termine di entropia di bagno termico:

(i) = —Bu[H] = = plnlH ()

neA

e la novita e che ora ci sono due riserve di particelle; complessivamente
la loro entropia ¢ ( a meno di una costante additiva):

Srp(:u) = ﬂ)\+,LL[J(L + 1’L ) [OaT])] + ﬂ)‘—N[J(_L - 1’ —L ; [O’T])]

dove J(z,y ; [0,7]) & il numero di particelle che passano da = a y meno
il numero di particelle che passano da y a z nell’intervallo [0, 7).

Inoltre fuori dall’equilibrio dobbiamo distinguere gli stati di equilibrio (di
Gibbs) associati al potenziale chimico A

A — —BH(n)+BA 3, n(x)
= ———€ T

dallo stato stazionario (unico), tale che

d
%Nstaz[n] =0« (/vbstazQ) (77) =0

(Q & il generatore della dinamica). Tale stato stazionario perde l'invarianza
per traslazioni e lo possiamo immaginare con un profilo di fugacita lineare:
p(z) = az + § (E quanto abbiamo visto per il modello zero range).

La differenza sostanziale con la situazione di equilibrio & che ora I’entropia
totale dell’universo non puo essere identificata con I’entropia relativa rispetto
lo stato di equilibrio perché A\, # A\ . E d’altro canto non puo essere identi-
ficata neppure con ’entropia relativa rispetto lo stato stazionario H (14| 4stqz)-
Infatti sappiamo che I’entropia totale deve crescere nel tempo anche nello
stato stazionario poiché il sistema e fuori dall’equilibrio: %Stot(ustaz) # 0;

mentre risulta banalmente: %H (tstaz|thstaz) = 0.
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7.2 Entropia totale per il modello zero range
fuori dall’equilibrio

Cerchiamo un’espressione dell’entropia totale dell’universo Sy, (x) per il mo-
dello zero range unidimensionale fuori dall’equilibrio presentato in cap.5 (in
modo poi da poter calcolare la produzione di entropia o = %Stot(,ut)). Per
definizione risulta:

Stot (11 Z plnllog uln] = > H(n)+

+)‘+M[J(L + 1a L ; [OaT])] + )‘*M[J(_L o 1a —L ; [Oa T])]
dove Ay e A_ sono i potenziali chimici delle due riserve di particelle dati da
A+ = logps e H(n) & 'hamiltoniano che descrive le interazioni del sistema
(la cui espressione esplicita si puo ricavare dalle interazioni zero range). Un
modo alternativo per trovare I’entropia totale si ha aggiungendo e sottraendo
Aott[Niot] al secondo membro:

Stor(1) = =Y uln] {log pln] + H(n) — Ao Z n(x }

n
+A)‘IU'[J(L +1,L; [05 T])] - A)‘ﬂu[‘](_ —-1,-L; [OaT])]
abbiamo sfruttato il fatto che > n(z) = J(L +1,L ; [0,T]) + J(—L —
1,—L; [0,T]) a meno di una costante additiva; inltre Ay — A\g = Ag — A_ =
AMX. A questo punto ci accorgiamo che il primo termine — Zn w[nl{log u[n] +
H(n)—XoY_,n(x)} coincide con I'entropia totale di un modello zero range a
contatto con un’unica riserva di particelle di potenziale chimico A\g; dunque
per quanto visto nel paragrafo precedente coincide con H (u| ,ug"). Possiamo

quindi concludere che:

Srot (1) = H(plug) + Al J(L+1,L; [0, T])] = D[ J(~L—~1,~L; [0,T])]

e la produzione di entropia é:

d d

o(n) = 2 Sii(me) = = H(mlpe?) + (7.3)

+A)‘ {:ut[ (L + 1’L 3 [OaT])] - /’Lt[J(_L - 1> —L ) [O’T])]}

Il primo pezzo e la parte di entropia legata alla dinamica interna di equilibrio
(senza considerare le costrizioni al bordo).Dunque nello stato stazionario da
contributo nullo: %H (tstaz| ,ugo) = 0. Il secondo pezzo invece tiene conto dei
vincoli al bordo e da un contributo positivo alla produzione di entropia anche
nello stato stazionario: AXNL {0z [Jy(L + 1, L)] = prgiaz[J(—L — 1, —L)]} >
0.
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7.3 Calcolo della produzione di entropia

Calcoliamo separatamente i due contributi di produzione di entropia nella
relazione (7.3).

A) Parte di equilibrio

Per definizione di entropia relativa:

) = = 3 (14108 250 ) Ll

g W)

Dalle equazioni di Kolmogorov abbiamo & 1,[n] = (14,€)[n]. Se indichiamo
con k(n, () il tasso di transizione dalla configurazione 7 alla configurazione ¢
risulta:

S Gulp) = = 55 (14108 5L ulchh(c. ) = b)) (70

py: e? 0]

il fattore (1 + log %’[ﬂ}) viene moltiplicato per un termine completamen-
Ba' (M

te antisimmetrico rispetto lo scambio 1 <+ (, quindi puo essere sostitui-

1 ufn] | _ ] || = Lyg el 6l -

to con 3 [<1+log uéo[n]) <1+log 0 )] = ;log ualS) o) Con tali

considerazioni la relazione (7.4) diventa:

d 1 ] s [n]
pr H () = 2%1% ] Mgo[d{ut[dk(c,n)—ut[n]k(n, 9l

nel modello zero range conosciamo la forma esplicita dei tassi di transizione:

%9(77(37)) se ( = pPrEl
k(na C) = ipi se C — niL
0 altrimenti

sfruttiamo inoltre la forma eplicita della misura di equilibrio:

Lo @)

Xof,1 — Dq . —e
wetl= 1 sommzen 7=

r=—

Utilizzando tali relazioni si arriva al seguente risultato:

jt (| 2?) Z{ Z [9(n())pelm]+

r=—L
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g(n(z))(n]
g(n(z + 1) + 1) pe[n™=+1]

—g(n(z + 1) + 1) p[n™**"]] log

L

+ 3 Totn@nd] —stnte = 1)+ Dl g e LR
+ [g(n(L)) paln) = p ™" 1] log %
+ [g(=L))puln) = p—pu[n~"~"71]] log ;)(Zt([;_L L))_Nﬁ]] +
+ [pesuln] = g(n(L) + Dl og oy LT;‘T[SLW]
+ [p—meln] — g(n(—=L) + 1) pe[n~"]] log e Lp)wf [177)]/~‘t[77_L] } (7.5)
Abbiamo sfruttato il fatto che tra ps e py vale la relazione: 2 = 22

B) Parte di non-equilibrio

Consideriamo il secondo termine in (7.3) che descrive la produzione di
entropia legata al contatto con le riserve di particelle. Per come sono definiti
i tassi di transizione tra +L e +(L + 1) risulta:

d
A)\Eﬂt[Jt(L +1,L) - J(-L—-1,-L)] =

= SANY wlil(ps — 9n(D) — AN Y ullp- — 9(n(~L) =

facendo dei cambi di variabile ad hoc su 7 e sfruttando il fatto che A\ =

log’;—:)r = log;’—f

-1 3 {108 (<ol + g0 sl +

—log % (9(n(=L))pln) — ppuln™571) +

+logZ;—:: (ppuelm) — g(n(L) + pun*]) +

+10g 2 (ppuln) — g(n(~L) + 1>ut[nﬂ)} (7.6)
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Unendo le relazioni (7.5) e (7.6) otteniamo 1’espressione finale della pro-
duzione di entropia:

o(u) = % > { i F (g(n(@))mnl, g(n(z + 1) + 1) pe[n™+) +

+ 3 F (gn(@)lnl, 9n(x — 1) + ) +

+F (gp(L) ], psuln™ 1) + F (g(n(=L)) alonl, ppualn™>571]) +

+ F (pyln), 9(n(L) + Dmn®) + F (p_pln), 9(n(=L) + Dpln ™) }27 .

avendo indicato con F(-,-) : R" x Rt — R la funzione:
x
Flay)= (@ —y)log

Questa espressione della produzione di entropia ¢ del tutto analoga a
quella trovata da Eynk, Lebowitz e Spohn in [19] nel caso di interazione tra
sfere dure.

Fisicamente ci aspettiamo che anche nello stato stazionario ci sia pro-
duzione di entropia positiva poiché siamo fuori dall’equilibrio (ed in media
c’e un flusso continuo di particelle dalla riserva con potenziale chimico mag-
giore a quella con potenziale chimico minore). Verifichiamo cio calcolando
esplicitamente la produzione di entropia dello stato stazionario

d d
J(Nstaz) = _H(Nstaz‘/«['/c\;o) + log P _Nstaz[Jt(L +1, L) - Jt(_L -1, _L)]

La parte di equilibrio da chiaramente contributo nullo; esplicitando la parte di
non-equilibrio tramite la forma esplicita dello stato stazionario (5.2) risulta:

1. »p
0 (ftstaz) = 5 log p—Z[m —pr(L) —p_ +pr(=L)]

Ricordando che il profilo stazionario py(z) € lineare, risulta:

log Py (7.8)

0 (Mstaz) = m o

cioe, come ci aspettavamo, la produzione di entropia e strettamente positiva
anche nello stato stazionario purché p, # p_.
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7.4 Proprieta della produzione di entropia.
Stato di minima produzione di entropia

Verifichiamo ora alcune proprieta della produzione di entropia espressa dalla
relazione (7.7). In particolare cercheremo di dimostrare che esiste ed € unico
lo stato di minima produzione di entropia.

1. Si vede facilmente che la produzione di entropia o(u), definita nello
spazio M, (A) delle misure positive sullo spazio delle configurazioni A,
soddisfa le seguenti proprieta:
¢ definita positiva

o(p) >0 Ve My

€ omogenea,
olap) =ac(p) VYa€eR" |, Yue M,
€ convessa
olam+(1-a)us) < ao(p)+(1-a)o(ps) Yo € RT, Vi, s € My

Dim. Queste proprieta sono diretta conseguenza del fatto che la fun-
zione F'(-,-) & positiva, omogenea e convessa.

0

2. Abbiamo definito o(u) sullo spazio M, delle misure positive in A.
Sappiamo pero che gli statti fisici del sitema sono descritti dalle misure
di probabilita su A; ci interessa quindi la restrizione o () allo spazio P
delle misure di probabilitd. Vogliamo verificare che la restrizione o(-)|p
¢ essa stessa convessa.
Dim. Per verificare cido basta notare che P e un sottospazio chiuso e
convesso di M. La convessita di P segue dalla definizione. Il fatto
che P e un sottospazio chiuso si ottiene trovando eplicitamente la sua
frontiera:

OP={peP : In tec uln) =0}
Quindi P C P, il che vuol dire che P e chiuso.
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3. La produzione di entropia ¢ divergente sui punti di frontiera dello spazio
degli stati:
o(p) =00, Vu € 0P

Dim. Sia p un generico elemento della frontiera 9P il che vuol dire
che esiste un 7y tale che p[ny] = 0. Inoltre, poiché u & correttamen-
te normalizzato, deve esistere almeno una configurazione 7, tale che
p[ny] > 0. Sfruttiamo ora la non degenerazione della dinamica che as-
sicura che esiste un cammino di salti permessi (cio¢ di tipo n — p®**!
o n — =) che collega ny ad 1, ; siany — 7, — ... = Ny = 74 un cam-
mino di questo tipo. In particolare deve esistere un passo mx — Mgi1
tale che:

pne] =05 pnkga] >0

L’espressione (7.7) della produzione di entropia puo essere schematiz-
zata cosi:

o(n) = - > F (gqpln], gepl¢)) >

passi permessi n—¢

prenedendo solo il salto 1 — ng41 si ha una maggiorazione

> ZF (G k], G BMe11]) = 400

A~ =

Abbiamo cosi ottenuto la tesi.

4. La restrizione di o(-) all’interno di P & strettamente convessa:
o(Am+(1=Np2) < Ao(p)+(A=N)o(p2) Vi, pe € IntP, A€ (0,1)
Dim. Come prima cosa cerchiamo in che situazione F(-,-) non & stret-
tamente convessa; cioé per quali z; = (x1, 1), 20 = (22, 92) € RT x RT
risulta:

F(Azl =+ (1 — A)ZQ) = )\F(Zl) + (1 — )\)F(ZQ) s VA € (O, 1)

Cio equivale a chiedere:

(21 — 22)[H(F)](Az1 + (1 = A)22) (21 — 22) =0

168



essendo [H(F)](z) I'hessiano di F(-) calcolato in z € R?. Facendo un
calcolo diretto si scopre che tale relazione € equivalente a dire che z; e
2 sono linearmente dipendenti:

z1 = azo per qualche a € R

Usiamo ora tale risultato per studiare la produzione di entropia. Cer-
chiamo in quale situazione non e strettamente convessa all’interno di
P. Fissiamo p; e po all’interno di P e vediamo in che condizione risulta

oA+ (1= Np2) = Ao(p1) + (1 = Ao(uz) VA€ (0,1)

usando 1’espressione esplicita della produzione di entropia (7.7), cio
equivale a chiedere

> {F(Agoualn] + (1 = \)gnpaln], Agep [T+

salti permessi n—¢

+(1 = A)gep2[C]) = AF (goua[n], gepa[C]) — (1 — N F(gyp2(n], gepa[C])} = 0

Per la convessita della funzione F'(-,-) tutti gli addendi della somma-
toria sono positivi o nulli, quindi la somma ¢ nulla se e solo se tutti
gli addendi sono nulli. Sfruttando il risultato ottenuto prima per la
funzione F'(-,-) ed il fatto che la dinamica ¢ non degenere si arriva alla
relazione:

paln] = apsln] , Vn

Poiché p; e py sono per ipotesi entrambe normalizzate, allora cio e
possibile solo per p; = ps. A conferma del fatto che la produzione di
entropia e strettamente convessa in IntP.

O

conclusione

Unendo i risultati ottenuti risulta che o(-) € un funzionale strettamente con-
vesso sullo spazio chiuso e convesso P; il che assicura che esiste ed e unico lo
stato di minima produzione di entropia all’interno di P.

Nel seguito cercheremo di scoprire che relazione esiste tra lo stato sta-
zionario e lo stato di minima produzione di entropia. Ci aspettiamo gia che
all’equilibrio (p; = p_) sono coincidenti. Fuori dall’equilibrio invece non pos-
siamo dire a priori nulla. Dimostreremo che i loro sviluppi al primo ordine
in A\ sono coincidenti; il che & noto come principio di minima produzione
di entropia.
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7.5 Equazione per lo stato di minima produ-
zione di entropia

Per trovare lo stato di minima produzione di entropia dobbiamo risolvere il
problema variazionale del funzionale

o) = %Z { i F (g(n(z) el g(nz + 1) + Dpln™ ) +
+ Z )l g(n(@ — 1) + DpalrP=]) +

+F (g(n(L)) el s pa[n™" 1) + F (g(n(—L)) peln], p—paal™71]) +

+ F (psuln, 9(n(L) + Dpeln™]) + F (p-pue[n], g(n(=L) + 1)l *]) }
con vincolo »°, p[n] = 1. Dunque dobbiamo risolvere il sistema di equazioni

_d
dp[n]

> uln] =

avendo indicato con « il moltiplicatore di Lagrange. Come prima cosa cer-
chiamo il significato di «. Poiché o(u) & omogenea, per il teorema di Eulero

vale:
s dowl) o) = o

o(pminl]) = @

dp[n]

Scrivendo tale relazione in corriponenza dello stato di minima produzione di
entropia si ottiene:

a = o (puarin[]) (7.9)

Riscriviamo ora esplicitamente il problema variazionale

d d 1 , )
duln] oul) = ] 4 ;F (9o p[']; gy aln”])

Nella somma sopravvivono solo i termini con ' = n o 1 = . Poiché inoltre
F(z,y) = F(y,x) i termini con ' = n e n” = n danno lo stesso risultato;
quindi prendiamo solo la parte con 7' = 7 e moltiplichiamo per due:

d 1
——o(p[]) == O F (gnie[n], 9c1[C1) 9y
dpfn] 2 ZC: ‘
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dove la somma ¢ estesa su tutte le configurazioni ¢ che sono raggiungibili da
1 con un salto nella dinamica. Esplicitando questa relazione concludiamo che
lo stato di minima produzione di entropia ¢ la soluzione (unica) del sistema
di equazioni:

h_od ] S . _ 9z +1) + V) piagin[n™ "]
) = iy ) = { 2 o) (1 9(n()) tazin 1] ) i

L

gz = 1) + 1) pagin[n™ ]
+ D 9(n@)® (1 9(n(@)) prtin 1] > T

P parin[n B
) +oln(=L)e (1 (L)) aaeenl ) *

+p.® <1 _g(n(L) + 1)#Min[77L]) p @ (1 Cgln(=0) + 1)uMm[77—L]> }

L,L—|—1]

p+,LLMin[77
+9(n(L))® (1 ~ g((L)) eagin|n]

D+ Karin[N] P—Harin[N]
(7.10)
avendo indicato con ®(-) la funzione reale di varabile reale:
®(u) =u—log(l —u) (7.11)

Da questa relazione per lo stato di minima produzione di entropia non si
riesce a trovare un’espressione esplicita. Nel seguito ci muoveremo in due
direzioni:

e cercheremo una maggiorazione per o (s, ) sfruttando le proprieta della
funzione ®(-).

e svilupperemo la soluzione esatta pps;, per piccoli valori del gradiente
di potenziale chimico A\ al primo ordine perturbativo.

7.5.1 Maggiorazione di o(uy;,): espressione esplicita
in situazione di equilibrio.

La funzine ®(-) verifica la disuguaglianza
®(u) =u—log(l —u) <2u

Sfruttando questo fatto otteniamo per o () 1a seguente maggiorazione:

L-1

— g(n(x)) tarin[n]
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_g(n(z — 1) + 1) pugin[n™* ]
+ Z g(n(x) <1 9(n(x)) azin[N] ) i

P+ MUrtin [77L’L+1] P_Unin [U_L’_L_l]
'“““L”(l‘goxL»mW4m>*“ﬂ“‘L”(l‘sﬂm—L»uMmmf>+

_ g(n(L) + Dparin[n”] _ 9((=L) + 1) pagin[n "]
+“(1 P pintenl] )+p<1 P—fintenl] )

con semplici passaggi algebrici e ricordando 1’espressione del generatore (2,
si arriva a:

2
M Min [77]

Vediamo alcune conseguenze di tale risultato. Cerchiamo innanzitutto
in quali situazioni vale o(upmn) = 0. Sfrutando la diseguaglianza (7.12)
cio & possibile solo se (urinQr)(n) > 0, Vn. D’altro canto il generatore
della dinamica ¢ definito tale che > (uf2r)(n) = 0. Quindi deve essere
necessariamente (unrn€2r)(n) = 0, Vn. Il che vuol dire che lo stato di
minima produzione di entropia coincide con lo stato stazionario:

o(arin) < (karin€20) (1) (7.12)

Mrin = Mstaz

e quindi, per l'ipotesi iniziale, deve deve risultare:

g (:u'staz) =0

Ma la produzione di entropia dello stato stazionario I’abbiamo calcolata
esplicitamente (cf. par.3) e risulta nulla solo in situazione di equilibrio.

Possiamo quindi concludere che la produzione di entropia e nulla solo in
situazione di equilibrio,cioe per p,. = p_; ed in tal caso lo stato di minima
produzione di entropia coincide con lo stato stazionario.

Fuori dall’equilibrio, cioe per p, # p_, possiamo dire solo che lo stato di
minima produzione di entropia e lo stato stazionario sono distinti e vale la
disuguaglianza stretta:

J(Mstaz) > O-(MMm) > O

7.5.2 [Espansione in potenze di A). Principio di mini-
ma produzione di entropia
Conviene considerare la produzione di entropia come funzionale, anziché degli

stati u[-], delle derivate di Radom-Nikodim f(-) rispetto allo stato staziona-

rio: f(n) = M%Z][n] Riscriviamo lo stato stazionario e lo stato di minima
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produzione di entropia in termini delle derivate di Radom-Nikodim f(-). Lo
stato stazionario ¢ banalmente definito da:

fstaz(n) =1 ) vn

Il problema variazionale che definisce lo stato di minima produzione di en-
tropia si riscrive cosi

1 d
olfmin()] = mdf—(n)a[me(')] = (7.13)

{ S g(n(z))® (1 _pr(z+1) fMi"("m’mH)) +

DN | =

r=—1 pL(l‘) me(U)

XL: 9(n(z)® (1 el me(nw’“)> "

o=—L+1 pr(w) frin()

ooy (1= )

+9(n(=1))® (1 (D fM“}«iZ;<’;> : )) i

e )

P+ fmin(n) p- Jmin(n)

con vincolo:

> tistaz [ farin(n) = 1

Vogliamo riscrivere queste relazioni sviluppando in serie di potenze di o =
Er2P2 e trascurando tutti i termini di ordine superiore al primo.

A) All’ordine zero sappiamo tutto; lo stato di minima produzione di entropia
coincide con lo stato stazionario: f](\%n(n) =1, e la produzione di entropia &
nulla: a[fz(v(f)zn()] = 0.

B) Sviluppiamo dunque al primo ordine. Lo stato di minima produzione di
entropia diventa fin(n) = 1+af ](Ml,zn(n)—l-O(aQ). Per quanto riguarda la pro-
duzione di entropia, per ovvie ragioni fisiche & facile capire che o[ farin (7, @)]
deve essere simmetrica in « (la verifica esplicita ¢ immediata). Quindi non
puo avere un termine di ordine uno diverso da zero: o[fuin] = 0 + O(a?).
Dunque ’equazione (7.13) sviluppata al primo ordine in « diventa:

; { § 9(n(z))@ (1 RACRS) fMi”("x’mH)) +

2 |\ = pr(z) Faain(1)
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pr(z —1) fain (™) P+ [amin(n™tth)
+ 3 g (1- Jrotmne (1= JF e

pr(®)  fuin(n)

rotn(-me (1= et ) e (1 B L) 4

e (1 2R ) 0o

Sostituendo lo sviluppo firin(n) = 1+ « f](vl[gn(n), ricordando che pr(z) & il
profilo lineare pr(z) = a7%; + § ed esplicitando la funzione ®(u) = u —
log(1 — u), si ottiene:

T
L+1

z_: 9(n(x)) [ O ) = f5) (et — ;)] 4

= pr(z)(L+1

+ Y ot [fn) - A0 + ]+

P @)L+
ra0) [Fn — Fh e ot
) = fig P (DET)
ralal=D) [ — ) ¢
o [ 180000 - S0+ ] +

(1) C) (i~ : -
+p- [ Mm(77) - sz‘n(n L) B m] -

I te\rmini del tipo m si cancellano a vicenda e ’equazione si semplifica
cosi:
L
1 T,T 1 T, 0— 1
> 901@) [FRn =) + f 7 ) = 240, (n)] +
r=—1L

—pi [ S0 (0") = FPn)] = o[£ (r7") = Fia(m)] =0
che equivale a dire:
(. Fari) (1) = 0
Sfruttando il fatto che f ,(V}Zn() deve verificare la condizione di normalizzazione
Do f](vllzn(n) Ustaz|n] si dimostra che deve essere necessariamnte

1
() =0
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Dunque abbiamo verificato che anche all’ordine uno in « lo stato di minima
produzione di entropia coincide con lo stato stazionario, ovvero il principio
di minima produzione di entropia.
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Appendice A

Elementi di teoria di
probabilita

Lo scopo di questa appendice & presentare alcune idee di base della teo-
ria di probabilita, necessarie per la comprensione dei modelli di particelle
interagenti, senza alcuna pretesa di esaustivita. Per una trattazione comple-
ta si rimanda il lettore interessato ad un testo specialistico di teoria della
probabilita (ad esempio [6]).

Nei primi due paragrafi presentiamo le definizioni di spazio di probabilita
e di variabile casuale. Nel seguito ci soffermeremo sui concetti di probabilita
condizionata, derivata di Radom-Nikodim e martingala.

A.1 Spazio di probabilita

A) spazio finito

Dal punto di vista fisico la teoria della probabilita puo servire per definire
modelli probabilistici di un esperimento. Si considera ad esempio un espe-
rimento (non meglio specificato) con un numero finito di possibili risultati
aleatori, che indichiamo con wq, ...,wy; tali possibili risultati sono detti, in
termini probabilistici, eventi elementari. L’insieme 2 = {wy, ...ws } & lo spazio
degli eventi elementari. La scelta dello spazio €2 ¢ il primo passo nel formu-
lare un modello probabilistico.

Esempio. Un esempio classico di esperimento & quello dei lanci di una mone-
ta; se la moneta viene lanciata n volte gli eventi elementri sono successioni
di testa (T') o croce (C) e lo spazio degli eventi elementari &

Q={w=(o1,.,an) ; ;=T 0 C}
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Tale spazio e finito e contiene N = 2" elementi.

In genere cio che interessa di un esperimento non e il particolare risultato
dell’esperimento stesso, ma se tale risultato ha o no una particolare caratte-
ristica, cioe appartiene o no ad un dato sottoinsieme dello spazio degli eventi
elementari. Definiamo event: tutti i sottoinsiemi A C 2 per cui, sotto le
condizioni dell’esperimento, e possibile dire se il generico risultato w appar-
tiene o no ad A. Chiaramente se A e B sono due eventi ci aspettiamo che
sia possibile dire se un risultato w appartiene ad A o a B (quindi all’unione
AUB), sia ad A che a B (cioe all'intersezione ANB), ad A ma non a B (cioé
alla differenza A — B). Inoltre interpretiamo §2 e () rispettivamente come
I’evento certo e I'evento impossibile. E quindi ragionevole che la collezione
degli eventi A formi un algebra, cioé sia tale che:

e N Pe A
e dati A, B € A, allora AU B, AN B, A — B appartengono ad A.

Diremo che una collezione di eventi D = {Dy, ..., D, } € una decomposizione
dello spazio €2 se i suoi atom: D; sono disgiunti

DiNnD;=0; Yi#j
e la loro somma e tutto lo spazio

C’¢ un legame stretto tra algebre e decomposizioni di uno spazio finito 2.
A) Data una decomposizione D, tutte le possibili unioni di elementi di D,
insieme con (), formano un’algebra, detta algebra indotta dalla decomposizio-
ne D, indicata con «(D).
B) Viceversa, se A & un’algebra, c’¢ un’unica decomposizione D i cui atomi
sono elementi di A e tale che a(D) = A.
Dunque c’e una corrispondenza biunivoca tra algebre e decomposizioni di
uno spazio finito.
Esempi. Alcune algebre sono:
1. Dalgebra banale Ay = {Q, 0}, a cui & associata la decomposizione Dy =
{Q}. B
2. dato A C Q ¢ definita I’algebra A4 = {A, A, (), Q}, associata alla decomp-
posizione Dy = {A, A}
3. lalgebra piti grande & la collezione di tutti i sottoinsiemi di : A= {4 :
A C Q}; la decomposizione associata & D = {{w:}, {wa}, .-, {wn }}

Il passo successivo nella descrizione di un modello probabilistico consiste
nell’assegnare un peso (o probabilita) p(w) ad ogni evento elementare w € .
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Sui pesi p(w) si fanno le ipotesi di non negativita:
p(w) >0

e normalizzazione:

D pw) =1
weN
In questo modo & possibile definire la probabilita P[A] di ogni evento A € A
per additivita
PlA] = p(w) €[0,1]

weA

Indicheremo con P la funzione che associa ad ogni evento A € A la sua
probabilita P[A].
In conclusione uno spazio di probabilita € una tripla

(Q,A,P)

formata dallo spazio degli eventi elementari €2, I’algebra degli eventi A e la
probabilita P.

Esempio. Riprendiamo ’esempio del lancio della moneta con spazio degli
eventi elementari Qp = {w = (a1, ...,,) : @ = 00 1}. Una decomposizione
Dp di questo spazio ¢ definita dagli eventi

Ay ={w= (a1, .,an) : o4 +...+a,=k}; k=0,1,...,n.

Ay, corrisponde all’evento in cui si hanno & successi nel lancio della moneta.
Indichiamo Ap = «(Dp). Per definire la probabilita Pg, associamo al singolo
evento elementare il peso

essendo p un numero fissato tra 0 e 1 che corrisponde alla probabilita di
successo in un singolo lancio di moneta. Lo spazio di probabilita cosi ot-
tenuto: (g, Ap, Pg) € noto come schema di Bernoulli e la collezione delle
probabilita degli atomi Ay

P(k) =: PglAy] = n! P-p)

kl(n — k)

¢ nota come distribuzione di Bernoulli o binomiale. (P(k) descrive la proba-
bilita di avere k successi nel lancio di una moneta).
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B) spazio generico

Il formalismo introdotto nella definizione di spazio di probabilita risulta ri-
dondante se si ha a che fare solo con spazi finiti. In quel caso infatti e
possibile prendere sempre come algebra degli eventi la colezione A di tutti
i sottoinsiemi di 2. Questo non si puo fare su spazio generico (ad esempio
non numerabile), dove & quindi necessario specificare qual & la collezione di
eventi che si vuole considerare.

Esempio. Per capire il problema consideriamo 1’esperimento consistente in
un numero infinito di lanci di moneta, tali che ad ogni lancio la probabilita di
successo ¢ p e la probabilita di insuccesso & (1 —p). Prendiamo per semplicita
p= % E naturale prendere come spazio degli eventi elementari

Q={w=(m,a9,...) : axy=001perk=12 ..}

Tale sapzio e infinito con la cardinalita del continuo; ogni successione w
puo infatti essere vista come rappresentazione binaria di un numero reale in
[0,1). Per ragioni di simmetria ci aspettiamo che tutti i risultati w debbano
essere equiprobabili e, necessariamente, a probabilita nulla p(w) = 0. Quindi
conoscere la probabilita dei singoli eventi elementari non e piu sufficiente a
conoscere le probabilita degli eventi fisicamente interessanti.
Per costruire un modello probabilistico su spazio generico {2 ¢ necessario
assegnare la probabilita non ai singoli eventi elementari, ma direttamente agli
eventi A C (2. Passando da spazi finiti a spazi generici le caratteristiche che si
vogliono conservare sono il fatto che la collezione degli eventi sia un algebra
e 'additivita della probabilita. Tuttavia per avere una teoria matematica
interessante vanno fatte delle richieste piu forti, ovvero di chiusura rispetto
unioni (e intersezioni) numerabili per la collezione degli eventi e di additivita
numerabile per la probabilita P.

In base a queste considerazioni definiamo uno spazio di probabilita come
una tripla

(Q,F,P)

dove: €, lo spazio degli eventi elementari w, € uno spazio generico; F, la

collezione degli eventi, € una o-algebra di €2, cioe una classe di sottoinsiemi
di €2 tale che

e (), Q sono elementi di F

e se A, € F pern=1,2,..., allora I'unione e I'intersezione numerabile
sono nella o-algebra: U, A,, A, € F

e se Ac FalloraAecF
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(chiaramente ogni o-algebra & anche un’algebra). La coppia (2, F) & detta
spazio di misura. P € una misura di brobabilita, cioé una funzione positiva
P[] : F —[0,1] normalizzata:

Pl =1

e o-additiva, cioe tale che se A, As,... sono una collezione numerabile di
eventi disgiunti allora

p [UnAn] = ZP[An]

Se non valgono le condizioni di positivita e normalizzazione si parla piu in
generale di misura o-additiva rispetto ad F.

Per definire una probabilita su uno spazio di misura (£2, F) non & neces-
sario specificare la probabilita di ogni evento A € F. Questo fatto e espresso
dai seguenti utili risultati.

Proposizione 11. Data una qualsiasi classe G di sottoinsiemi di €) esiste
ed & unica la o-algebra minimale contenente G, che viene indicata con o(G).

Proposizione 12 (di Caratheodory). Sia Q uno spazio, A un’algebra in
Q ed F = o0(A) la o-algebra minimale contenente A. Se Py é una probabilita
su (2, A), ¢’¢ un’unica probabilita P su (Q,F) che é un estensione di Py,
cioé tale che P[A] = Py[A] VAecA

FEsempio. Un esempio molto importante di spazio di misura ¢ (R, B),
dove R = (—o00, +00) ¢ la retta reale e B ¢ la o-algebra dei boreliani, cioe la
sigma-algebra minimale costruita a partire dagli intervalli (—oo, z]. E facile
capire che tale o-algebra contiene ogni tipo di intervallo, i singoli punti ed ogni
unione numerabile di insiemi di questo tipo; per costruire un insieme in R non
appartenente a B bisogna faticare molto (chiamando in causa ’assioma della
scelta). Per definire una probabilita P sui boreliani & sufficiente stabilire la
probabilita di tutti gli insiemi del tipo (—oo,z| ; € R, cioeé basta conoscere
la funzione di distribuzione F(z) = P[(—o0,z]]. La misura di Lebesgue su
[0,1] & definita da

F(z)=2z Vze€]|0,1]

e viene indicata con A[-].

A.2 Variabili casuali

Il concetto di variabile casuale serve a definire le quantita che sono soggette
a misurazione in un esperimento probabilistico.
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Dato uno spazio di probabilita (€2, F, P), una variabile casuale X & una
generica funzione X (1) : Q@ —» R F-misurabile, cioe tale che la preim-
magine di ogni boreliano € un evento di F:

BeB = X'B)erF

Esempio. 11 piu sempilicie esempio di variabile casuale e la funzione indica-
trice di un evento A

1 se weA
nA(w)_{O se w¢A

Una variabile casuale del tipo
X(w) = anllA(w)

dove {A,} & una decomposizione di €, & detta semplice se la somma e finita,
discreta se la somma ¢ numerabile.

La richiesta di misurabilita sulle variabili casuali ¢ fondamentale. A par-
tire dallo spazio di probabilita (2, F, P) & ben definito il nuovo spazio di
probabilita (R, B, Px) essendo Px la distribuzione di probabilita di X:

Px[B]=P|X Y(B)],VBeB
Chiamiamo anche funzione di distribuzione di X la funzione
Fx(z) = Px[(—o00, z]]
Intermini di o-algebre la richiesta di misurabilita su X si traduce in
XYB)cF

E facile verificare che la preimmagine di una o-algebra ¢ sempre una o-
algebra; definiamo quindi ox = X !(B) la o-algebra generata da X. Pili in ge-
nerale una collezione {X,} di variabili casuali genera la o-algebra o(U,0x, )-

Un teorema fondamentale ci assicura che una qualunque variabile casuale
X positiva su (€2, F) si pud sempre ottenere come limite puntuale crescente
di una successione di variabili casuali semplici X,,:

Xp(w) 1t X(w)sen — o0, YweQ

Questo ci permette di costruire la teoria inizialmente considerando variabili
casuali semplici e poi generalizzando con passaggi al limite.
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Questo modo di procedere si usa nella definizione di valore aspettato.
Data la variabile casuale semplice X (w) = Y " ; #;14,(w) definiamo il suo
valore aspettato tramite:

E[X]= inP[Al]

Per una generica variabile casuale X positiva basta prendere una successione
{X,} di variabili semplici che tende ad X e si definisce:

E[X] = lim E[X,)]

n—oo

(chiaramente bisogna dimostrare che il limite ¢ ben definito e non dipende
dalla particolare scelta della successione {X,}). Se X non ha segno definito
si scompone in parte positiva e parte negativa X = X+ — X~ e si prende

E[X] = E[X"] - E[X]

Normalmente il valore aspettato di una variabile casuale X si indica anche
con E[X] = [, XdP.

nozioni di convergenza

Vediamo le definizioni dei vari tipi di convergenza di successioni di variabili
casuali. Sia X7, X, ... una successione di variabili casuali sullo spazio di pro-
babilita (92, F, P).

Definizionel La successione {X,,} converge in probabilitd alla variabile ca-
suale X, e si indica con X,, & X, se risulta

Ve >0 lim P[|X,— X|[>¢=0
n—oo

Definizione2 La successione {X,} converge con probabilitd uno (o quasi
ovunque)alla variabile casuale X se:

P[lim X,(w) =X(w)]=1

n—00

Cio si indica con X,, = X q.o.
Definizione3 La successione { X, } converge in media di ordine p alla varia-

. c e g L
bile casuale X, e si indica con X, — X, se:

lim E[|X, — X[P] =0
n—oo
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Con L” si indica lo spazio di tutte le variabili casuali X tali che F[| X?|] < oo.
Particolarmente interessante € lo spazio di Hilbert Lo associato al prodotto
scalare < X,Y >= E[XY]z.

Definizione4 La successione {X,} converge in distribuzione alla variabile

ce d
casuale X, e si indica con X,, — X, se:

lim E[f(X, — X)) = E[f(X)

n—o0
per ogni funzione continua e limitata f(-).
Si puo dimostrare (non lo faremo) che tra queste nozioni di convergenza
sussistono le seguenti relazioni

X, > Xqgo=X,5X
X, Bxox BXx
X, 5X=X,%Xx

Ci limitiamo ad illustrare alcuni esempi istruttivi.
Esempi. Consideriamo lo spazio di probabilita ([0, 1], B,A). Scegliamo la
successione di variabili casuali cosi

X, (z) = { 1 se T € [%,%]

’ 0 altrimenti
coni=1,..,n; n=1,2,..Seordiniamo la successione cosi: X; 1, Xs1, X22,-
X3,1, ... otteniamo una successione che converge in probabilita a zero, ma che
non converge puntualmente in nessun punto. Il motivo & semplice; la zona in
cui X,,; vale 1 ha misura che tende a zero, ma non e fissa e va da una parte
all’altra dell’intervallo [0,1]. E facile verificare che ¢’¢ anche convergenza
in media di ordine p per ogni p > 0. Basta pero definire X,,; pari ad e"
nell’intervallo [%, ﬂ per perdere la convergenza in media (qualunque sia p).
Invece per avere la convergenza quasi ovunque basta fissare ¢ e considerare
la sottosuccessione {X,; , n=1,2,...}.

Abbiamo gia visto come ogni variabile casuale X definisce sullo spazio
(R, B) una misura di probabilitd Px ed una funzione di distribuzione Fl.
Ha quindi senso definire convergenza di misure di probabilita e funzioni di
distribuzione definite sui boreliani (o in generale in spazi metrici).
Definizione5 Sia Py, P,, ... una successione di misure di probabilita sullo
spazio di misura (F,B) con E C R? e B la o-algebra dei boreliani. Diremo
che converge debolmente alla probabilita P, e lo indichiamo con P, = P, se

/E (@) Pulde] - [E f()Pld]
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per ogni funzione f continua e limitata su E. In tal caso diciamo anche che
la corrispondente successione di funzioni di distribuzione (d-dimensionale)
converge debolmente.
Definizione6 La successione P;, P, ... converge in generale alla probabilita
P (notazione P, = P) se

P,[A] =5 P[A]

per ogni evento A tale che P[0A] = 0.

Definizione7 Per successioni di funzioni di distribuzione Fi, F, ... si parla di
convergenza in generale ad F' se c’e convergenza in ogni punto di continuita
della funzione F'.

Si dimostra che tali nozioni di convergenza sono tutte equivalenti e corrispon-

R, e C d
dono alla convergenza in distribuzione di variabili casuali; cioe se X,, — X al-
lora le corrispondenti funzioni di ditribuzione convergono debolmente, ovvero
in generale.

A.2.1 Probabilita e valori aspettati condizionali

Per definire le probabilita condizionali consideriamo inizialmente due eventi
A e B con la condizione P[A] > 0. Definiamo la probabilita di B condizionata
da A tramite PIAB)
PB| Al =——
B 4=y

Questa nozione ha un significato fisico immediato e descrive la probabilita
dell’evento B supposto che sia verificato ’evento A.

Diremo che A e B sono indipendenti se P[B | A] = P[B], cio¢ la proba-
bilita di B non e modificata dal fatto che A & verificato. Come definizione di
eventi indipendenti si usa la relazione equivalente:

P[AB] = P|A]P[B]

che evidenzia la simmetria tra gli eventi A e B e non necessita del vincolo
P[A] > 0. Piu in generale due o-algebre o1 e 0o C F sono indipendenti se,
comunque scegliamo due eventi A; € 0, e Ay € 09, risultano indipendenti.
Due variabili casuali X e Y sono indipendenti se le g-algebre ox e oy da esse
generate sono indipendenti.

Spesso ha senso chiedersi qual e la probabilita condizionata da eventi a
probabilita nulla.
Esempio. Consideriamo ad esempio lo spazio di probabilita ([0, 1]?, B(R2), \).
Fissiamo gli eventi A = {(z,y) : = = 0,5} e B = {(z,y) : y > z}.
Nonostante A\[A] = 0, ha senso chiedersi qual & la probabilita P[B | A], cioe
la probabilita che y sia maggiore di x supposto che x =0, 5.
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Per rispondere a tale esigenza si introducono le probabilita condizionate da
o-algebre.

Consideriamo inizialmente uno spazio di probabilita finito (2, F, P) e
supponiamo sia D = (Dy, ..., D,,) la decomposizione associata all’algebra A C
F. Definiamo la probabilita dell’evento A condizionata dall’algebra A come
la variabile casuale che in ogni atomo D; assume il valore P[A | D;]:

PlA | Al(w ZP[A\D]HD( )

Data la variabile casuale X = Y " z;1,4, definiamo il valore aspettato
condizionale tramite

E[X | A = sz [A; | Al

Generalizziamo ora la trattazione ad uno spazio di probabilita (2, F, P)
generico. A tale scopo sono necessarie alcune nozioni preliminari. Siano p
e v due misure finite o-additive su (2, F). Diciamo che v & assolutamente
continua rispetto a u se:

ulAl =0 = vV[A]=0, AeF
Vale il seguente

Teorema 4 (di Radom-Nikodim). La misura v é assolutamente continua
rispetto a pu se e solo se esiste una variabile casuale f tale che

pulA] = /f V[dw] , VAE F

La funzione f(-) € unica a meno di un’arbitrarieta su insiemi di misura nulla
ed é detta deriwata di Radom-Nikodim rispetto alla o-algebra F:

dp
f_d_uf

Piu in generale, date due misure y e v, possiamo scrivere in modo unico
v =y, + v, dovev, ¢ assolutamente continua rispetto a p e vy e singolare
rispetto a u, ctoe e concentrata in un insieme di misura p nulla.

Possiamo quindi dare la definizione di valore aspettato condizionale.
Definizionel Data una variabile casuale X in (Q, F, P) ed una o-algebra
o C F definiamo il valore aspettato di X condizionato da o, indicato con
E[X | 0], una variabile casuale tale che:
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e E[X | 0] & o-misurabile

/AXdP:/AE[X | o]dP

Per il teorema di Radom-Nikodim possiamo scrivere

dv
BIX | o] = 00

e VA € o risulta

g

essendo v la misura definita da
I/[A]:/XdP, Aeco
A

Definizione2 Dato A € F definiamo la probabilita di A condizionata dalla

o-algebra o tramite
PlA | o] = E[l4 | o]

Definizione3 Definiamo infine il valore aspettato di X condizionato da Y
come

EX |Y]= E[X | ov]

essendo oy la o-algebra generata dalla variabile casuale Y. Oppure, piu in
generale:
E[X | {Ya}] = E[X | 0qva]

Si puo dimostrare facilmente che su spazio finito tali definizioni si riducono
a quelle viste prima.

Elenchiamo, senza dimostrarle, alcune proprieta che sono verificate da
valori aspettati e probabilita condizionali.
1. linearita:

ElaX; + X, | 0] = aE[X, | 0] + BE[X2 | o]

2. poiche P[A | o] e E[X | o] sono variabili casuali, possiamo chiederci qual
¢ il loro valore aspettato:

E[P[A | o]l = P[A] ; E[E[X | o]] = E[X]
3. se la variabile casuale X & o-misurabile (cioe¢ X ~*(B) C o) allora
EX |o]=X

e, piu in generale

E[XY | o] = XE[Y | 0]
4. infine, se la o-algebra oy € un raffinamento di oy, cioe o; C 0, allora

E[E[X | 02] | 01] = E[X | o] ; E[E[X | 01] | 03] = E[X | 0]
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A.2.2 Martingale

In teoria della probabilita ci sono due importanti classi di successioni di
variabili casuali dipendenti, le martingale e le catene di Markov. In questo
paragrafo definiamo le martingale analizzandone alcuni esempi; le catene di
Markov sono invece trattate in modo piu approfondito nel capitolo 1, in
quanto costituiscono lo strumento probabilistico essenziale in tutta la teoria
dei sistemi stocastici di particelle interagenti.

Sia (2, F, P) un dato spazio di probabilita e Fi, Fy, ... una successione
di o-algebre contenute I'una nell’altra: F, C Fy, C ... C F; sia X, Xy, ...
una successione di variabili casuali tali che, per ogni n, X,, ¢ F,-misurabile
ed ha norma L, finita: F[|X,|] < co. Diciamo che la successione {X,} &
una martingala rispeto alle o-algebre F,, se, per ogni n ed m tali che m > n
risulta:

Se non viene specificata la successione di o-algebre si intende F,, = o(X,, X1, ..
. Xn). Un’immediata conseguenza della definizione di martingala ¢ che
E[X,] = E[X,] Vn.

Per capire meglio il significato di martingala conviene esaminare alcuni
esempi:
1. Sia {&, , n = 1,2,...} una successione di variabili casuali indipendenti
ed identicamente distribuite (i.i.d) a media nulla; poniamo X,, = & + & +
et € e Fy= U(go,fl, ey &n)- E facile capire che la successione {Xn, Fn} e

una martingala. E chiaro infatti che X,, e F,-misurabile; per dimostrare la
relazione (A.1) si scrive:

E[Xn+1 ‘ fn] = E[Xn ‘ 7]+E[fn+1 | fn]

poiche X, e F,-misurabile il primo termine coincide con X, mentre , per
I'indipendenza delle &, il secondo termine ¢ E|[¢;] = 0.

2. Se {&,, n=1,2,...} & una successione di variabili i.i.d. a media unitaria,
con un ragionamento analogo a prima si trova che la successione definita da
X =i & & una martingala.

3. Un ulteriore esempio di martingala si ottiene a partire da una successione
di o-algebre F; C F;, C ... C F ed una variabile casuale X F-misurabile,
prendendo X, = E[X | F,]. La verifica segue banalmente a partire dalle
proprieta dei valori aspettati condizionali.
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Appendice B

Processi di Markov non
omogenei

Scopo di questa appendice ¢ analizzare la relazione tra due catene di Mar-
kov definite nello stesso spazio di misura (£, F), espressa dalla derivata di
Radom-Nikodim tra le due rispettive probabilita. Nel primo paragrafo con-
sideriamo due catene di Markov omogenee {X;(t)} e {X2(¢)}. Nei paragrafi
successivi definiamo la catena di Markov X (¢) resa non omogenea dalla pre-
senza di un campo esterno F' e vediamo che relazione c’e tra una catena di
Markov omogenea ed una non omogenea.

B.1 Derivata di Radom-Nikodim tra due ca-
tene di Markov omogenee

Nel capitolo 1 abbiamo visto la definizione di catena di Markov a tempo
continuo. Se A ¢ lo spazio (numerabile) su cui assume valori, allora risultano
definiti in modo naturale lo spazio degli eventi elementari Q = (A x R, )N e
la o-algebra F = o0({X,,7}). Per definire la misura di probabilitad P sullo
spazio di misura (€2, F), cioé per caratterizzare probabilisticamente la catena
di Markov X (¢), bisogna fissare la distribuzione iniziale p, la matrice delle
probabilita di transizione p(c, 3) ed i tassi di decadimento A(«).
Consideriamo ora due distinte catene di Markov che assumono valori sullo
stesso spazio delle configurazioni A. Ad esse sono associate in modo unico le
due terne (p1,p1, A1) € (t2, P2, A2), ovvero le due misure di probabilita P; e
P, sullo spazio di misura (€2, F). La relazione tra le due catene di Markov ¢
espressa dalla derivata di Radom-Nikodim tra le rispettive probabilita P; e
P; calcolata rispetto alla o-algebra generata dai cammini fino al tempo 7.
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Proposizione 13. Se le due catene di Markov sono definite con lo stesso
stato iniziale

M1 = 2 =- [
ed hanno dinamica equivalente, nel senso che i salti permessi sono gli stessi
per entrambi ¢ processi:

(e, 8) =04 pa(a, 3) =0

allora risulta

dP> A2(X(s-))p2(X(s-),X(s+))

— Jy dsIn (X (s2)) = Ma(X (s-))] | (B.1)

4P (#) = exp {ngt log 21X (= )p1 (X(s-) X(s4)) |

avendo indicato con ) .., la somma su tutti gli istanti di salto X,, = Xpq
nell’intervallo [0,T].

La richiesta che lo stato iniziale sia lo stesso per entrambi i processi non
e rilevante; in generale la derivata di Radom-Nikodim si fattorizza:

dP1 (t) d,u1 dP1 "
dPs dus dP,
con una parte statica % che tiene conto della relazione tra i due stati ini-

ziali ed una parte dinamica ZPI espressa dalla relazione (B.1). Al contrario

la richiesta di equivalenza tra fe dinamiche & essenziale, serve infatti a ga-
rantire che le due probabilita P; e P, siano ’'una assolutamente continua
rispeto l’altra (condizione necessaria e sufficiente per 'esistenza delle deriva-
te di Radom-Nikodim).

Dim. Per come e definita la derivata di Radom-Nikodim dobbiamo dimo-

Una forma equivalente di tale relazmne e

dpP,

En|F] = BalF o5 ()] (B-2)

essendo F' una generica funzione cilindrica JF;-misurabile, cioe della forma

F{X(s) s€[0,t]}) = F(X(s51)y-y X(5k)) , 0< 81 < e. <5, <t
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Cerchiamo di riscrivere il primo membro della (B.2).

El[F] = El[F(X(Sl), ceey X(Sk))] = Z El[F(X(Sl), ceny X(Sk))]l{TnStSTn+1}]
" (B.3)

abbiamo scomposto lo spazio  con gli eventi disgiunti {7,, < ¢t < T, 1} (¢
e fissato, mentre 7,, & l'istante di n-simo salto, cioé ¢ una variabile casuale).
Nell'insieme {7, < ¢t < T, 41} il cammino fino all’istante ¢ & definito univo-
camente dalle prime n posizioni (X7, ..., X;,) e dai rispettivi istanti di salto
(T4, ...,T,,). Dunque possiamo riscrivere:

F(X(Sl), X(Sk)) = Fn(XI; Tl; ---,Xn; Tn)

Sostituendo nella (B.3) otteniamo:

Ei[F] = Ei[Fo(X1,Th, ey X, To) Loy Leat )]

n=0

per le proprieta dei valori aspettati condizionali possiamo sostituire F1[-] =
E\[E7[- | Fu]]- L'unico fattore che non e F,-misurabile & 1.7, ..}, quindi
risulta:

o0

Eq[F] = ZEI[Fn(XlaTla ooy Xy Tn) Lo} B [Wgecrs, oy | Tl (B.4)

n=0

per la proprieta di Mrkov e per come e definita la probailita P;:
Er[Li<tny | Fal = PilTnsn > t | Xq, Tp)) = e XEET)

sostituendo in (B.4) risulta:

n=0
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eseguiamo un calcolo diretto

_Z Z / ds.. dsnu[ao] H yai O‘z;az—{—l H /\1

n=0 ap,..., L0<i<n—1 L0<j<n—1

x F, (al,sl,.. O, (51 + - +5n)) ~Au(on)(t= 81_'"_5")]1{t>51+...+sn} =

_Z Z / dsy...ds, o) H P2, igq) H Ao (a

n=0 ag,...,an L0<i<n—1 L0<j<n—1

)q(a] Sj41

)e—/\2(aj)8j+1

% H |:)‘1(ak)p1(ak7ak+1)e[Al(ak)/\g(ak)]sk_,_l] el (an) 2o (am)](t—s1—.—sn)

0<k<n—1 Ao (k) p2 (g, Qg 41)

XFn(al,Sl, ey Ol (81 + o4 Sn))e—)\z(an)(t—n—...—Sn)]l{tZTn} —

per come e definita la probabilita P,

><
—
Va)
—
~
=
N

—
>
—
Va)
L
b
—
V)
+

SN~—
N—r

X(s_ X(s_
_ ZEM) { A (X (5-))p1 (X (s-), S(5.))
s<t (
Tn
= [ AR ~ MG - () — X~ )
0

Fo(X0, Ty ooy Xy T e 2O ]

con un discorso analogo a prima risulta che si puo sostituire

e—/\2(Xn)(t_T“) — Il{Tn+1 >t}

Sfruttando 1'additivita del valore aspettato si ottiene la tesi.

0

B.2 Alcune martingale nel contesto dei pro-

cessi di1 Markov

Vogliamo introdurre in questo paragrafo alcune martingale nel contesto dei

processi di Markov. Consideriamo una funzione regolare e limitata F(-

)

R, x A — R ed un processo di Markov {X(¢)} a valori in A, di generatore

L. Vale la seguente:
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Proposizione 14. I processi stocastici:
MF(t) = F(t,X(t)— F(0,X(0)) —/0 ds(0s + L)F (s, X (s)) (B.5)
NE@t) = [MF@))? —/0 ds [LF2(5,X(3)) — 2F(s,X(s))LF(s,X(s))]

sono martingale rispetto alla filtrazione Fy = o({X (s) ; s < t})

Dim. E immediato che M¥ (t) e N¥(t) sono o;-misurabili; quindi, per defi-
nizione di martingala, ci basta verificare le relazioni:

EMT(t) | F] = M"(s) (B.6)
EIN"(t) | 7] = N"(s) (B.7)

Occupiamoci della prima relazione da verificare (B.6). Per la linearita del
valore aspettato, ed il fatto che F(0, X(0)) e f[o 9 dr(0, + L)F(r, X (r)) sono
os-misurabili la (B.6) si riscrive cosi

E[F(t, X (1)) Fs] = F(s, X (s)) + / drE[(0; + L)F (r, X (r))| F4]

Usiamo la notazione F,(a) = F(r,a) , F/(a) = 0,F(r,a), con cui la (B.6)
assume la forma
E[F,(X (1)) F,] = F(X(s)) + / dr {E[F}(X(r))|F] + E[LF,(X(r))| 7]}
(B.8)

Sfruttando la proprieta di Markov e le equazioni di Kolmogorov si ottengono
le seguenti identita:

E[F(X(1))|Fs] = E[F(X (1) X ()] = (Pi-sF1) (X (s))
E[F|F,] = (P F)) (X (s))
E[(LE)(X(r) | Fy] = (Pr—sLF) (X (s))

Utilizzando tali relazioni la tesi (B.8) si riscrive nella forma:
t
(PF)X(5) = FAX(s) + [ dr{(ProF)(X(9) + (P LE)(X(5)

Per t = s tale relazione si riduce all’identita: F,(X(s)) = F,(X(s)); quindi ci
basta verificare che le derivate temporali di entrambi i membri sono uguali

9 (P F)(X(5)) = (P FI)(X(5)) + (Prs LE)(X(5))

192



e questa relazione si verifica facilmente sfruttando le equazioni di Kolmogorov
(1.10) e (1.11).

Ci resta da verificare la seconda parte della proposizione, cioe la relazione
(B.7). A tale scopo dobbiamo studiare il processo [M*(¢)]? cercando di
riscriverlo nella forma

/ ds{LF2(s, X(s)) — 2F (s, X(s)) LF (s, X (5))}

0

a meno di termini martingale. Partendo dalla definizione e manipolando
algebricamente si ottiene:

[MF ()2 = —2F(0, X (0)) M (t) + M**(t) + / t ds(, + L)F2(s, X (s)) +

2

—2F(t, X (1)) /0 ds(0s + L)F (s, X (s)) + [/0 ds(0s + L)F (s, X(s))

I primi due termini sono martingale. Indichiamo con MF(t) = M¥(t) —
F (0 X (0)) che chiaramente ¢ una martingala

= [Jds(ds + L)F?(s, X (s)) — 2M{ (¢) [, ds(ds + L)F(s, X (s)) +
2
— [fo ds(0s + L)F(S,X(S))} + martingala
con un calcolo diretto si trova che & possibile sostituire
t t
My (t) / ds(0s + L)F (s, X(s)) — / dsM{ (s)(0s + L)F (s, X (s))
0 0

modificando il risultato solo per una martingala a media nulla.

[ME ()] = / ds [LF?(s,X(s)) — 2F (s, X(s))LF(s,X(s))] +
+ /ds/ dr(0, + L)F(r, X (r))(0s + L)F (s, X(s)) +

— [/ ds(0s + L)F(s, X (s ))] + ( martingala )

la tesi si ottiene verificando che il secondo ed il terzo termine si annullano a
vicenda. Risulta infatti

2 [(ds (fy dr(8, + L)F(r,X(r))) (8s + L)F(s, X (s)) +
~(Jods(@ + D)F(s, X () =
= (Jy ds J; dr— [ ds [\ dr) (8, + LYF(r, X ()(@, + L)F (s, X (s))
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e questa espressione e nulla per I'evidente simmetria rispetto allo scambio
r <+ s della funzione integranda.

O

La proposizione 14 € molto interessante perche puo essere immaginata co-
me una generalizzazione a processi di Markov su spazio discreto della formula
di Ito per i differenziali stocastici:

df (t,€(t)) = (9 + L) f(£,£(%)) + (02.f)b(t)dw(t)

(w(t) & il processo di Wiener) qualora &(¢) € una variabile stocastica Ly con
diferenziale

de(t) = a(t)dt + b(t)dw(?)

ed L e il generatore che agisce come
Loy a2
L =qa(t)o, + 5b (t)0z

E facile vedere che ogni integrale stocastico J G(t,&(t))dw(t) € una martin-
gala a media nulla. Dunque la forma integrale della formula di Ito assume
un aspetto del tutto analogo alla relazione (B.6). Cio permette di utilizzare
per processi di Markov su spazio discreto tecniche analoghe a quelle che si
usano nella teoria dei processi stocastici continui. Da ora in poi ci riferiremo
alla (B.6) come alla formula di Ito discreta.

B.3 Catene di Markov non omogenee

Nel capitolo 1 abbiamo introdotto solo catene di Markov omogenee tempo-
ralmente. Vogliamo ora considerare delle catene di Markov rese inomogenee
dalla presenza di un campo esterno. Procederemo in modo costruttivo.

Il primo passo consiste nel verificare il seguente

Lemma 1. SianoV : Ry x A >R eF : R, x A — R due funzioni
regolart rispetto alla variabile temporale e limitate. Il processo stocastico

MY (t) = F(t, X(t))els v mX@) — [F guels drvinX(m) 5
x{(8y + L)F(u, X (u)) + V(u, X (u)) F(u, X (u))} (B.9)

¢ una martingala rispetto alle o-algebre Fy = o({X(u) , s < u < t}) per
t>s.
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Dim. Definiamo il processo
AVE () = F(t, X (1))l arVrX(r) (B.10)

Applicando la formula di Ito discreta alla funzione F(t, o) abbiamo che
t
ME () = F(&.X(0) ~ [ du(@+ D)F(u, X (w)

€ una martingala rispetto F; per ¢t > s. Questo ci permette di riscrivere il
processo (B.10) cosi

AVE(t) = [MF / du(8, + L)F(u, X (u ))] el VX)) (B 11)

Nel secondo membro di tale relazione 1'ultimo termine e differenziabile ri-
spetto alla variabile . Dunque per il teorema fondamentale del calcolo e la
regola di Leibniz per la derivazione del prodotto si riscrive cosi

[} du(d, + L)F (u, X( ))ef: VX0 = [*du {(, + L)F(u, X (u))+
+V (u, X (u) [* dr(d, + L)F(r, X (r))} els ¢V X)) =

riutilizzando la formula di Ito discreta

= [* du{(Dy + L)F(u, X (u)) + V(u, X (u)) F(u, X ()}l VX0 4
— [T duM? (w)V (u, X (u))els' 4V (nX(0)

Sostituendo tale risultato nella (B.11) abbiamo

AVF f du{ ) (U/, X(u)) + V(u’ X(u))F(u’ X(U))}ej:su d'/‘V(T,X(?")) +
MF (t)els arv(nX@) _ f: duMF (u)V (u, X (u))els 4V X @)

che ci permette di riscrivere il processo M)>* (t) definito in (B.9) nella forma
t
MSVF(t) _ MsF(t)ef; drV(r,X(r)) _/ dqu(u)V(u,X(u))efs“ drv(r,X(r))
(B.12)
Vogliamo verificare che tale relazione definisce una martingala (sfruttando

il fatto che M¥(¢) & una martingala). E ovvio che MY (¢) & F,-misurabile
quindi, per definizione di martingala, dobbiamo solo verificare che:

E[M"(t) | Fu] = M7 (u) , Vu € [s,1]
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Utilizzando la relazione (B.12) la tesi assume la forma

t
E | MF (t)els VXD —/ doMF (v)V (v, X (v))els VX)) ‘ ]_—u} _

S

= MF (u)els rVr-Xm) _ / doMF (0)V (v, X (v))els VX0 (B.13)

Utilizziamo le proprieta dei valori aspettati condizionali ed il fatto che i
processi

els AV (r,X(r) e /u deSF(v)V(v, X(v))efs” drv(r,X(r))

sono F,-misurabili. La relazione (B.13) da verificare assume la forma equi-
valente:

t
E | MF(t)ehedrvinx@) _ / doMF (0)V (v, X (v))ehs &V X)) ‘ fu] = MF (u)

u

Per il teorema fondamentale del calcolo possiamo riscrivere

t
J vV Xm) 1 | / oV (v, X (v))el VX ()

Uu

Con tale sostituzione la relazione (B.14) da verificare si riduce a:
t
E [ / dv(M[ (t) — MF (v))V (v, X (v))elu @V X0 ‘ .7:”] =0
e ¢io si deduce semplicemente sfruttando il fatto che MT(¢) & una martingala
per cui E[MF(t) | F,] — MF(v) = 0.
O

Una semplice conseguenza del lemmal ¢ la

Proposizione 15. Siano V. : R, x A - Red Fy : A — R funzion:
limitate e regolari e sia ' : [0,T] x A — R la soluzione dell’equazione
differenziale;

Owu(t,a) = Lu(t, ) + V(T — t, a)u(t, o) (B.15)
u(0, @) = Fy(a)

Allora la soluzione F' ¢ tale che

F(T,0) = E, |l dSV(s’X(S))FO(X(T))] (B.16)
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Tale relazione & nota come formula di Feynman-Kac (¢’¢ un’evidente ana-
logia con ’omonima formula che si introduce per processi stocastici continui).
Dim. Applicando il lemmal sulle funzioni V' (¢,a) e F(T —t, ) si conclude
che

M(t) = F(T —t, X (t))elo VX)) 1

- / t dselo VXL + DYF(T — 5, X(s)) 4+ V(s, X (s))F(T — s, X(s))}

¢ una martingala. Poiché per ipotesi la funzione F' é soluzione dell’equazione
(B.15), il termine integrando ¢ identicamente nullo. Cid vuol dire che

M(t) = F(T — t, X (t))elo V(X))

La tesi segue immediatamente dalla proprieta delle martingale: E[M(T)] =
E[M(0)].
U

Consideriamo un processo di Markov omogeneo con probabilita di tran-
sizione p(a, 3) e tassi di decadimento A(«). Sappiamo che il generatore della
dinamica e L(a, f) = Ma)[p(e, B) — 0q,5] ed il semigruppo delle probabilita
di transizione & P;(a, 8) = (elt)(a, 3). Dato un campo V' : Ry x A — R
definiamo i nuovi operatori

SY (o, B) = L(a, B) + V(t,@)0ap (B.17)
t
Vi, f)=E [efs VXY ‘ X(s) = a} (B.18)

Tali operatori soddisfano proprieta simili a quelle di L e {P;}. Cid ¢ descritto
dal

Lemma 2. Gli operatori QZ’t verificano la proprieta di semigruppo

(Qs 0 Qua)(e, B) = Q) y(, B) (B.19)

Inoltre tra gli operatori QZ@ SY wale la relazione espressa dalle equazioni
di Kolmogorov (non omogenee):

at Kt(avﬂ) = (QXtStV)(Of, ﬁ) (BQO)
asQXt(a’ ﬂ) = _(LZQZt)(aa ﬂ) (B21)
:‘/,s = 5a,ﬁ
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Prima di dimostrare tali relazioni poniamo ’attenzione sul fatto che non
¢ possibile considerare S} come il generatore di un processo non omogeneo e
th come il semigruppo associato. Infatti S} non verifica le proprieta (1.9)
di generatore poiché 5 SY (o, B) # 0, a meno che V non sia identicamente
nullo. In conseguenza di cio le funzioni ta non sono correttamente norma-
lizzate: ), Xt(oa, B) # 1; pertanto non possono essere interpretate come
probabilita di transizione.
Dim. Cominciamo col dimostrare la proprieta di semigruppo (B.19). Dalla
definizione dell’operatore ta risulta

(QEuQua) (e ) = 22, B [l VXD ooy | X(5) = a] x
XB [eh VXD 5y ‘ X(w)=1] =

—E [efsu drv (r,X(r)) ZqE [ef,f drV(r,X(T))]l{X(t):ﬁ} ‘ X(u) = fy] H{X(u):7} ‘ X(S)

per come e definito il valore aspettato condizionato da una variabile casuale
— E [efsu drV("'aX("'))E [efut dTV(rvx(T))]l{X(t):ﬂ} ‘ X(u)i| ‘ X(S) — Of] —

poiche el drV(rX(™) & F. misurabile si puo portare dentro al secondo valore
aspettato condizionale

t
_ g [efs EVEXOI L) ‘ X(s) = a] = QY,(a, B)

che e proprio cio che volevamo dimostrare.
Passiamo a dimostrare la prima equazione di Kolmogorov (B.20). Appli-
chiamo il lemmal alle funzioni V (¢, ) e F(t,7) = 6, 4. Risulta che

M, (t) _ ]l{X(t }ef arV (r,X(r)) +
= [} duel IVEXO)[L(X (u), B) + V (u, X (1) Lix(w=p)]

¢ una martingala. Per le proprieta delle martingale vale E[M(t) | Fs] =
M, (s) ovvero, utilizzando I’espressione esplicita

[ J; duels VXX (u), B) + V(u, X (w) L x (=g } +
+€fs dTV(r’X(r))]l{X(t):ﬂ} ‘ X(s)i| = ]l{X(s):ﬂ}

Il primo termine del primo membro & proprio ta (X (s), #). Derivando ambo
i membri rispetto a t abbiamo

0QY,(X(s), B) = E [ el VXN LL(X (2), 8) + V (£, X (£) Lx( ﬁ}}\ )

198

:a]



da cui si ottiene facilmente la relazione desiderata (B.20)
La seconda equazione di Kolmogorov (B.21) si ottiene con un calcolo
diretto, scrivendo la derivata 0y come limite di rapporto incrementale.

1
(asQ;/,t) = ilinm Z [Q¥+A,t(a7 ﬁ) - Q}s/,t(a’ ﬂ)] =

sfruttando la proprieta di semigruppo (B.19)
= —limao & {3, B[l VO ) | X(5) = o] x

x E |:€fst+AdTV(T,X(T))]l{X(t):ﬂ} ‘ X(s—i— A) — ’V] +

_E [ef§+A VEXT v sy ‘ X(s+A) = 7]} (B.22)

Nella somma su v separiamo il termine con v = « da quello con v # «. Per
v = « possiamo approssimare

B [efsS+A drv("ﬂX(”))]l{X(swLA):a} ‘ X(s) = a] ~ 1+[V(s,0) = Ma)|A+0(A?%)
Per v # a abbiamo invece
E [V eXO )y | X(5) = o] = Ma)p(a, 1) + O(A?)
Sostituendo tali approssimazioni nella relazione (B.22) otteniamo
0,QY(0, 8) = — {2, Mepl(a, B [ VX gy | X(5) =] +
+ (V(s,0) = @) B [l VX gy | X(s5) = o]

=22 [L(e, ) + V (s, 0)]Q¢ (7, B)

e questo conclude la dimostrazione.

g

L’ultimo passo da fare prima di costruire una catena di Markov non
omogenea consiste nel verificare il seguente

Lemma 3. Sia F : R, x A — R una funzione regolare e limitata. Allora
il processo definito da:

M"(t) = exp {F(t, X(t)) — F(0,X(0)) — /Ot dse=FEXE)(9, + L)eF(s,X(s))}
(B.23)

e una martingala a media unitaria.
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Dim. Per dimostrare che M (t) & una martingala basta applicare il lemmal
alle funzioni

V(t,a) = —e TG (9, + L)' e G(t, ) = exp[F(t,a) — F(0, X(0))]

con tale scelta abbiamo

MYC(t) = G(t, X(t))elo VX)) _ / tdsefédrV@’X(”){(as+L)G(5,X(s))+
+ Vi(s, X(5))G(s,X(5))} (B.24)

Il primo termine del secondo mempro & proprio MF:

G(t, X (t)) exp{ [y dsV (s, X (s))} = exp{F(t, X (t)) — F(0, X (0)) +
— [J dse FEXE)(@, + L)eFEX} = MF(t)

mentre I'ultimo termine della (B.24) & identicamente nullo

(0s + L)G(s,X(s)) + V(s,X(5))G(s,X(s)) = (0s + L) exp[F(s, X (s)) +
—F(0,X(0)] — [e T&XO)(g, + L)el&X6)] exp[F(t, ) — F(0,X(0))] =0

Possiamo quindi concludere che MP (t) & una martingala. Il fatto che ha
media unitaria segue da: M¥(0) =1 q.o.

g

A questo punto abiamo tutti gli elementi per costruire il processo non
omogeneo. Dato lo stato iniziale 7, il processo omogeneo e stato definito
tramite la misura di probabilita P, sullo spazio dei cammini D([0,7] x A)
rispetto alla o-algebra Fp. Poiche la martingala M¥ (t) ha media unitaria ed &
definita positiva, la possiamo prendere come derivata di Radom-Nikodim tra
la probabilita P, ed una nuova probabilita che indichiamo con P, rispetto
alla filtrazione F:

B F
r(t) = U
aP, |,

(B.25)

0, equivalentemente: .
EF[G] = E[M*(T)G]

per ogni funzione G su D([0,T] x A) misurabile rispetto ad Fr.
Verifichiamo subito che vale la seguente relazione tra i valori aspettati

condizionali
1

EFIG | F)= MT(S)E[GMF(T) | Fi (B.26)
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Dim. Sia A un generico evento in F;. Dunque
EF[14ET[G | F,]] = EF[14G] =
per come & definita la probabilitd P¥
= E[1,GMF(T)] =

sfruttando le proprietd dei valori aspettati condizionali ed il fatto che M &
una martingala

= E[ﬂAmE[MF(T)]E[GMF(T) | Fsll =
— E[HAWMF(T)E[GMF(T) | Fill =

= E"[la—~E[GM"(T) | F,]]

MF(s)

da cui abbiamo la tesi (B.26).

d

Cerchiamo le probabilita di transizione {P/;} del processo non omogeneo
definito dalla probabilita PF. Vogliamo verificare che formano un semigrup-
po e soddisfano le equazioni di Kolmogorov non omogenee rispetto ad un
generatore L!" ad esse associato.

La probabilita di transizione dalla configurazione « all’istante s nella
configurazione (3 all’istante ¢ € chiaramente

Piy(a, B) = P [X(t) = B | X(s) = o
Cerchiamone 1’espressione esplicita

Psl,wt(aa B)H{X(S)m} =PFIX(t) =01 X(s) = a]]l{X(s):a} =
= PI[X(t) = B | Flix(s)=a} =
sfruttiamo la relazione (B.26) appena dimostrata

_ 1
MF (s)

E[M" () 1ix@=p | Fllix)=a) =
sostituendo P'espressione esplicita (B.23) della martingala MF (t)

= exp[F (t, B)—F (t, )| Elexp{ / V(r, X (r))dr}lix=p) | X (s) = o]l {x(s)=a}
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avendo indicato con V la funzione utilizzata nella dimostrazione del lemmas3
V(t,a) = —e TG (9, + L)ef &)

A questo punto basta ricordare come e stato definito il semigruppo ta (cf.
(B.18)) per ottenere:

Ply(a, B) = exp[F(t, ) — F(t,a)]Q;(c, §) (B.27)

Chiaramente ’operatore Pft verifica la condizione di normalizzazione

> Plia,p) =1

BeA

proprio per come ¢ stato definito. Inoltre dalla relazione (B.27) e sfruttando
il fatto che QY & un semigruppo (cf. (B.19)) abbiamo che anche P} verifica
la proprieta di semigruppo:

(Piu o Piy)(a, B) = Py(e, B) (B.28)

Ci resta da trovare il generatore associato a tale semigruppo. A tale scopo
studiamo le derivate temporali 8tP£t(a, B) e 85P5t(a, ) sperando che valgano
equazioni di kolmogorov analoghe alle (B.20) e (B.21)

0:Py3(c, B) = Oi{exp[F'(t, B) — F(t, &)]Qy (e, B)} =
= exp[F'(t, 8) — F(s, ) {OF (t, B)Q ,(cv, B) + (@Q ) 0)} =

v, verifica equazione di Kolmogorov (B.20) con generatore S} (e, 3)

=22, exp[F'(t, 8) = F(s, ) {0F(t,7)Q% (e, 7) + Q7 y(, ) S (v, )} =
22 Pl RIOF (8, 7) + V (E,7)10y,5 + exp[F (¢, B) — F(t,7)]L(7, 8)}

Dunque abbiamo verificato la validita della prima equazione di Kolmogorov
aPy(, B) = (P L{) (, B) (B.29)

con generatore
LE(a, B) = exp[F(t, B) — F(t, )| L(a, B) — e TGO LF G5, 5 (B.30)
Analogamente si verifica che vale anche la seconda equazione di Kolmogorov

202



L’azione del generatore come operatore su Ly(7) €

(Lf f)(a Ze””” PN a)p(a, B)[f (8 - f(a)] (B-32)

Tale espressione ci permette di dare un’interpretazione fisica di L{ come
generatore associato al processo con campo esterno F'(¢,a). Infatti i tassi
di transizione A(a)p(c, 3) del processo omogeneo sono modificati dai fattori
exp[F(t,3) — F(t, «)] che spingono il sistema verso le cofigurazioni con piu
alti valori di F'; cioe il sistema e spinto in direzione di VF.
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