11 Undicesimo foglio

In questo foglio di esercizi si assuma ogni anello commutativo con identita, un morfismo fra anelli
in questo contesto manda l’identita nell’identita.

Esercizio 11.1. Siano I, J, K tre ideali di A. Dimostrare che:

1. Se I+ J+ K = A, allora I+ J" + K™ = A per ogni n > 1.

2.8 eI+J=J+K=K+1=AalloralJ+JK+KI=A.
Esercizio 11.2. Qualche operazione fra ideali:

1. Sia A =TFs[z], I = (22 + 1), J = (23 — 1). Descrivere I +J, IJ, INJ.

2. Sia A = Q[z,y]. Dimostrare che I = (z — 1,y — 1) contiene J = (1 — xy). Mostrare che I &
massimale e J non lo &. J & un ideale primo?

3. Sia A un anello e I un suo ideale, definiamo /T := {x € A: 3n € N 2" € I} Dimostrare che:

a) VI ¢ un ideale [una possibilita ¢ ricondursi all’esercizio 10.8],

b) VI-J=VINJ=vVInJ,
¢) VVI=VT.

Esercizio 11.3. Sia A un dominio ad ideali principali. Dimostrare che se B ¢ un dominio d’in-
tegrita e ¢ : A — B €& un omomorfismo suriettivo, allora ¢ & un isomorfismo oppure B & un
campo.

Esercizio 11.4. Sia A un dominio ad ideali principali. Dimostrare che ogni ideale primo di A
diverso da (0) & massimale.

Esercizio 11.5. Sia f : A — B un omomorfismo di anelli. Dire se le seguenti affermazioni sono
vere o false.

1. Se P & un ideale primo di A, allora (f(P)) & un ideale primo di B.
2. Se M & un ideale massimale di A, allora (f(M)) & un ideale massimale di B.
3. Se P & un ideale primo di B, allora f~!(P) & un ideale primo di A.

4. Se M & un ideale massimale di B, allora f~1(M) & un ideale massimale di A.
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