ANALISI

Soluzione esercizi
21 ottobre 2011

3.1. Esercizio. Sia A € R e sia {ay,as, ...} la successione
a, = (1+A)"

e determinare per quali A € limitata,
e determinare per quali X € convergente,
e determinare per quali X € monotona.

SOLUZIONE:

I numeri

lan| =1+ A", n=1,2,3,...
hanno due comportamenti diversi

1+ A <1 — Vn: el <1
1T+A>1 — Ja,| >1+n(l+A-1)

Pertanto la successione {a,as, ...} é limitata se e solo se
1+ A <1 < Xe[-20]

La successione {(1 + \)"} é convergente

eazerose |[l+ A <1l & Ae(—2,0)
ealsel+A=1 & AX=0
e non é convergente negli altri casi.

La successione {(1+ )"} é monotona quando 1+A >0 < A > —1

3.2. Esercizio. Sia {aj.as,...} la successione
(=D"n
1+n?

Ap =

calcolare i primi cinque termini,
determinare gli estremi inferiore e superiore,
verificare che riesce

lim a, =0
n—oo

determinare una sottosuccessione monotona.
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FIiGura 1. a, = w, n=1,.,5
1+ n?
I primi cinque termini sono
1 2 3 4 5)
G =—= G=— a3— — QG4=-— G05=— —
! 2 Y75 10 YT1r T 26

Gli estremi sono, vedi quanto suggerito dalla figura 1

inf{a;.as,...} = a; = min{a;.aqs, ...}, sup{a;.as,...} =ay = max{a;.ag,...}

_ —1)"n
lim i =0
n—oo 1 + n?
significa provare che comunque si assegni una quantita positiva € esiste

una soglia n. oltre la quale riesce

(=D)"n
1+ n?
La disuguaglianza da verificare é quindi

Verificare che

n 1

= <
1+n? 1/n+n_5

Tenuto conto che )

1
I/n4+n ~—n



basta che

1 1

—<ege & —-<n

n €
La soglia n. é pertanto il primo naturale che superi 1/e.
Una sottosuccessione monotona crescente é fornita, ad esempio dalla
successione

{ala as, as, . .. }

dei termini di indice dispari.
Un’altra successione monotona, questa vola decrescente, é fornita, ad
esempio dalla successione

{CLQ, Ay, Qg,y - . - }

dai termini di indice pari.

Ogni sottosuccessione della successione di quella dei termini di indice
dispari, come anche ogni sottosuccessione di quella dei termini di posto
pari, sard monotona.

3.3. Esercizio. Calcolare i sequenti limiti:

2 i 1
lim 2 sin(n) log(n) lim cos(n) (log(y/n + 1) — log(v/n + 1))
n—+oo n n—r+00
n?+1
li m—2n li
. n2" . onl4+27
lim lim ————
arctan(n?)
im ——=
n—-+o0o n
lim 2n + sin(n) log(n)
n—-+oo n
2n +sin(n) log(n) 94 sin(n) log(n)
n n

Tenuto conto che
log(n)  log(n)
n o elog(n)

si riconosce che il denominatore cresce anche pit del quadrato (log(n))?

e quindi



log(n)

lim —— =0
n—o00 n
segue che
lim sin(n) log(n) _g
n—oo n
da cui
lim 2n + sin(n) log(n) _ 5
n—-+oo n
lir+n cos(n) (log(y/n + 1) — log(v/n + 1))
n—-+0o0o

n 1+ -
log(v/n + 1) — log(v/n + 1) = log (%) = log T

Tenuto conto che

lim 1+ —1 1 li \/1+ L 1
1m = 1m —_ =
n—00 \/ﬁ T Do n

si riconosce (supponendo di conoscere la regolarita della funzione loga-
ritmo) che

lim <log(\/ﬁ + 1) —log(vn + 1)> =log(1) =0
e quindi

lim cos(n) <10g(\/ﬁ+ 1) — log(\/m)> =0

n—-+o0o

Hm (e =27)

Tenuto conto che

si ha
27’1
n" =2 =n" <1——) = 400
nn
. n?+1
li
n—-+oo 2N — Hn
n?+1 n?+1
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Tenuto conto della formula dello sviluppo del binomio si ha, per n > 3,

5" zz“:i (Z) > <§) - %n(n—l)(n—Q)

k=0
da cui
n®+1 n?+1
5 7 n(n—1)(n—2)

Il confronto dei gradi, secondo grado il numeratore, terzo il denomina-
tore implica

2
1
lim 6 n =0
n—00 n(n — 1)(n — 2)
da cui
) n?+1
lim =
n—+oo 2N — hHn
I n 2"
m
n—1>+oo 3n

Tenuto conto che
1\N" <& /n\ /1\"_ /) /1)?
1+ - = Z > -
(+3) -2 ()G =0) )

<
1\" — 1)2
(142"~ ()G
quantita che tende a zero come si riconosce dal confronto dei gradi,

primo il numeratore, secondo il denominatore.
Si ha pertanto

si ha

n 2"
li =0
. nl 42"
llm —
n—+00 (n + 1)!
n! + 2" 1 2"

D ntl mr)
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Il primo addendo ha limite zero, il secondo anche come si pud ri-
conoscere ad esempio valutando i rapporti

2n+1
(n+2)! 2 1
= <=, Vn>2
" a2y T
(n+1)!
da cui segue che
2" \"
m+ 1!~ \2
lim arctan(n?)
n—-4o0o n

Tenuto conto che

Ve e R: J|arctan(z)| < g
riesce
arctan(n?) <™ 5 im arctan(n?) 0
n 2n n—r+o00 n

3.4. Esercizio. Calcolare i limiti sequenti al variare di a > 0:

1
lim (a” - —) lim +/nsin(n™%) lim (a" —n%).
n

n—-+o00 n—-+o0o n—-+o0o

SOLUZIONE:

Jim (" —7)

Tenuto conto che lim L = 0 resta da studiare il lim a”.
n—oo n—oo

e se ¢ = 1 allora ovviamente lim a" =1
n—oo

esea>1lalloraad” = (1+(a—1))" > 1+ n(a—1) implica

lim a™ = +00
n—oo

e se 0 < a <1 allora
. 1\" .
lim (—) =400 — lima" =0
n—oo \ 4 n—00

lim +/nsin(n=%)

n—-+o0o

Tenuto presente che

1
Vo e [0,7/2] : % <sin(z) <z



si ha, di conseguenza,

Lvn < /nsin(n™%) < Vi

2 no

Ne segue che

e se a < 1/2riesce lim +/nsin(n™*) = 400
n—-+oo

e se a > 1/2riesce lim /nsin(n™) =0

n—-+o0o

Il caso @ = 1/2 non é coperto dalle stime precedenti ma discende
direttamente dalla proprieta di limite della funzione seno

sin(x
lim (z)

x—0 x

=1

che implica, quindi,

VR

n—-+00

. 1 )
sin [ —
1
lim +/nsin (%) = lim T\/ﬁ =1

1
vn

an
a* —nt*=n" <——1)
na

e Se a =1 allora lim n) = —oo
n——+oo

e se a > 1 allora lim = +oo da cui segue

(1

a®
n—-+o0o ﬁ
lim (a”

—n) =400
n—-+00

an
e se a < lallora lim — =0 e quindi

n—-+oo N,

lim (a" —n®) =—o00
n—+oo

3.5. Esercizio. Sia (a,), la successione definita come
an =n>+ An+ B per ognin € N,
con A e B numert reali.

e Per quali valori di A e B la successione € strettamente mono-
tona?

e Per quali é definitivamente monotona?



8

SOLUZIONE:

La successione non é mai monotona decrescente, infatti
p1 <a, — 2n+1+A<0

disuguaglianza che non pud essere soddisfatta per ogni n quale che sia
la scelta di A.

La successione é monotona crescente se

ani1 > a,  —  (n+1)’4+AMn+1)+B > n*+An+B = 2n+14+4A > 241+A >0
La successione é pertanto monotona crescente per
3+A>0

La successione {a,} é definitivamente monotona crescente qualunque
siano A e B: basta infatti considerare la sottosuccessione dei termini
di indice n tale che

2n+A+1>0

3.6. Esercizio. Facendo uso del Teorema dei due carabiniert,

e Verificare che

. n 1
lim 1+—=1.

n—-+oo AL

o Calcolare lim /2" + 3.

n——+00
e Dimostrare che se {a,} € una successione limitata di numeri
positivi, allora

lim +/1+a,=1.

n—-+o0o

SOLUZIONE:

lim {/1+ 4 =1

n—-+o00

Riesce infatti

1 1 1 1
1<+ =<1+~ V1< (/14 =< {/1+=
_+2n_ +2 — \/__\/+2n_\/+2

Da cui, tenuto conto che la prima e la terza espressione hanno limite 1
ne segue che anche quella intermedia ha tale limite.

lim /2" 4 3»

n—-+o0o




Il ragionamento precedente si adatta anche al nuovo limite proposto

2 n
\"/2"4—3”:3’"/1—1—(5) — 1_15{1 V2r 430 =3

lim Y1+a,=1 0<a,<M

n—-+o0o

Il ragionamento si applica ancora in questo caso

1<1+4a,<1+4M — V1< +a,<V1I+M

Da cui, tenuto conto che la prima e la terza espressione hanno limite 1
ne segue che anche quella intermedia ha tale limite.

3.7. Esercizio. Siano

S—1+1+ L 2+ + L
"o 100 100 100

e calcolare i numeri S,, esplicitamente,
e determinare il limite

lim S,

n—oo

e determinare il limite

li Sn
1m

SOLUZIONE:

La formula da usare é la seguente
1 — n+1
1_|_q_|_q2_|_..._|_q”:—q
1—gq

che, per ¢ = 1/100 produce

1 n+1
b ( ) "
1 1 /1
g — 100 _ 100 ( )

1 L 99 99 \ 100
100
Ne deriva che
1 1
lim S, 0o _ 1+ —
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100
nlrgo 1+ 52 - 2 2
- 1+ (lim 5,) 1+<@)
3.8. Esercizio. Assegnatip, ¢ € N sia {ay,aq,...} la successione
1+4+nP
a, =
1+ n9

e determinare per quali p, q la successione € limitata,
e determinare per quali p, q la successione é convergente,
e per quali p, q la successione ha limite £ = 1

SOLUZIONE:

Le frazioni positive

_14n?

 14ne

hanno numeratore e denominatore illimitati: riesce infatti per p, ¢ non
nulli

Qn

lim (1 +n”) =400, lim (1 +n?) =400

n—oo n—oo
Tenuto presente 1 + n? < 2n9 si riconosce che
p
ew 1,
1+n? = 2

Quindi se p—¢q > 0 la successione {ay, as, . .. } assegnata non é limitata.
Se p < q allora la successione é limitata.

Se p < q la successione é convergente:

p=q — VYVn:a,=1 — lma,=1

n—oo

p<q — VYn:a,<1 — lima,=0

n—oo
3.9. Esercizio. Sia z > 0 e siano
n2 3
z, b,= Va2, ¢, ="z

e csaminare se le successioni{ay, as, ..}, {b1,ba, ..}, {c1, o, ..}, SO0
limitate,

® in caso positivo determinare gli estremi inferiore e superiore,

e esaminare per quali x siano monotone crescenti, per quali de-
crescenti, per quali non monotone,

® esaminare se sono convergenti.

n

Ay —
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SOLUZIONE:
a, = {/x

Sex=1alloraVn: a, =1 — lima, =1.
n—oo

Sex >1alloraa,>1 — a,=1+h,, h, >0, e quindi, elevando
ad n

r=(1+h)">1+nh, — 0<h,<

Ne segue quindi (teorema dei carabinieri)

lim A, =0 — lima,= lim(1+h, =1

n—oo n—oo n—oo

Se 0 <z <1 allora

Tenuto conto che 1/x > 1 ne segue che

lm —=1 — lma,=1
n—00 Uy, n—oo

b, = Va2

Il numero z? é un numero positivo come qualunque altro: ma allora in
base al precedente risultato si ha

VzeR: lim Va2 =1

n—o0

La successione {by, ba, . . . } assegnata é una sottosuccessione della { V22 },
quella costituita dai termini di indici quadrati: quindi tenuto conto che

tutte le sottosuccessioni di una successione convergenti SOno
convergenti e hanno lo stesso limite

si riconosce che
lim b, =1

n—o0

= "T

La successione {c,} é sottosuccessione della {a, }: quindi converge allo
stesso limite della {a,}.

Le tre successioni sono tutte e tre monotone:

e decrescenti se x > 1
e crescenti se x < 1
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Nel primo caso, * > 1 l'estremo superiore é il primo termine, che é
anche il massimo. L’estremo inferiore é il limite, 1.

Viceversa nel caso x < 1 l'estremo inferiore é x che é anche il minimo,
I’estremo superiore é il limite 1.

3.10. Esercizio. Il numero periodico
x = 0.3434343434....

pud essere letto come il limite della successione

5 34 N 34 P 34
" 100 1002 1007

e determinare esplicitamente i numeri razionali S,
e determinare il

lim S,

n—oo
o detto y = 0.3535353535... determinare [’espressione razionale
del prodotto x.y

SOLUZIONE:

[SAPLIp FUNE S
" 100 100 10071

da cui, sfruttando la stessa formula usata precedentemente si ha

1 n
1— ([ —
_ 34 (100)

" 1
100 1

100
Ne segue
34 1
lim S, = —_ ~
TN
100
ovvero la rappresentazione razionale del numero periodico assegnato
34 1
=0.3434343434.... = — ———
' 00, L
100
Un ragionamento analogo offre la rappresentazione dell’altro numero
35 1
= 0.3535353535... = — ———
/ 100 4 1

100
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da cui, ovviamente,

34 35 1
rYy=—-——|——
YTl0100 ([ T
100
3.11. Esercizio. Sia h > 0 posto
a, = (1+h)"
posto
an
provare che la successione {by,by, ...} é convergente.

SOLUZIONE:

Tenuto presente che dalla formula del binomio di Newton si ha

= (1+h)“:§n: (Z) Bt > (g)fﬁ

k=0
si ha
n? n?
0<—< 4 3
an ~ (5)h

Dal confronto dei gradi, secondo grado il numeratore, terzo il deno-
minatore, si riconosce che la prima e la terza espressione hanno limite
zero e quindi anche quella intermedia, {b,} ha tale limite.

Osservazione 3.1. Tenuto presente che, sempre dalla formula del
binomio, riesce anche

ap = (1+h)" > (”)h‘*

4
st ha
(L+h)  (Dh
nt* T nt
e, tenuto conto che le frazioni a secondo membro tendono a
h4
4
riesce, da un certo indice n* in poi
1 ht n? 4! 1
14+A)"">-—np* o <o
(LHhT =g gpn o = hin?

Stima quest’ultima che
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, : , 1
e tenuto conto che la serie armonica generalizzata Y , — € con-

n2
41\ 1

implica, per confronto che anche la serie

>n
n=1

vergente,
e tenuto conto che

€ convergente.
3.12. Esercizio. Assegnata la successione {ay,as, ...} con
a, = /n

e calcolare i primi cinque termint,
e posto a, = 1+ h,, determinare maggioranti di h,,
e riconoscere che riesce

lim h, =0

n—oo

SOLUZIONE:

ay =1, ag = 1.41421, az = 1.44225, a4 = 1.41421, a5 = 1.37973
Le maggiorazioni per h,, si ricavano dalla

l4hy=n — (I+h)"=n

da cui
—1 1
T tnhy <(I+h)'=n — hy< = =1-—
n n
Come pure
n n—1 k!
I+ )hE < (14h,)" = —  hF<
(k;)”_( J'=mn N AR Ny
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3.13. Esercizio. Assegnata la successione {ai,as, ...} di numeri
PositIvL

e provare che la successione {by, by, ...} con
b, = max{ay,as,...,an}
¢ monotona crescente,
e provare che la successione {cy,ca,...}
1
C”_1+m

¢ convergente.

SOLUZIONE:

La successione dei massimi
b, = max{ay, ag, ...a,}

é certamente monotona crescente: al crescere di n si amplia I'insieme
di cui determinare il massimo, che, quindi, non pué che aumentare o
restare uguale.

La successione .

140,

che ha denominatori crescenti, non pué che essere monotona decre-
scente.

Tenuto presente che

a >0 — b,>20 — ¢,>0

Cn

si riconosce che la successione {c,} é:

e monotona decrescente,
e limitata inferiormente

quindi é convergente.

3.14. Esercizio. Siano {ai,as,...} e {b1,ba,...} due successioni
convergenti

e esaminare in quali casi le successiont
my, = min{a,, b,}, M, = max{a,,b,}

sono convergenti,
e in quali casi almeno una di esse € convergente,
e cosa pud dirsi della successione {cy,cq, ...}

my, + M,
2

Cp —
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SOLUZIONE:

Indicati con A e con B rispettivamente i limiti delle due successioni:
e se A < B esistera un 7 tale che

Yn>mn: a,>b, — m,=a,, M,=>,
e se A > B accade il viceversa
Yn>n: a,>b, — m,=b, M,=a,
e se A =B = ( esistera un n tale che
Vn>m: = apb,el—cl+e]l — my,M,e[l—c l+¢]
In ogni caso le due successioni {m,} e {M,} sono convergenti e riesce
lim m,, = min(A, B), 7}1—{20 M, = max(A, B)

n—oo

La successione
my+ M, an + by

2 2

Cn

e quindi, in ogni caso
. A+ B
lim ¢, =

n—00 2




