ANALISI

Soluzione esercizi
20 gennaio 2012

12.1. Esercizio. Disegnare i sequenti insiemi di R? e dire se sono

o meno aperti, chiusi, limitati:
o {(z,y) eR?:z <y}

)eER?2:2<x <3}
JeER?: 22+ 2 <1} N{(z,y) eR*:x+y >0}
) € R? : sin(2? + %) < 1/2}
Yy €2}
(n,m) : n € Z,m € 2} essendo Z l'insieme degli interi
positivi e negativi.

SOLUZIONE:

o {(z,y) € R? : © < y} é il semipiano al di sotto della retta
xT=y

o {(z,y) € R?: 2 < x < 3} élastriscia verticale delimitata dalle
duerette r =2exz =3

o {(z,y) eR*: >+ 2 <1} N{(z,y) ER?* iz +y >0} é1il
semicerchio di centro l'origine, raggio 1 relativo al semipiano
sopra la retta y = —x

o {(z,y) € R?:sin(z? +y?) < 1/2} ¢ il cerchio 2? + y* < 7/3 e
la famiglia di corone circolari

kr —7w/3< 2 +y* <km+m/3, k=12,..

o {(z,y) € R? : y € Z} ¢é la famiglia di rette orizzontali cor-
rispondenti a y =0, y = +1, y = £2, ...

e {(n,m) :n € Z,m e Z} ¢ la totalitd dei punti del piano a
coordinate intere.

12.2. Esercizio. Posto
P (17 n+1 Sin(n)) R

Y

n n n

stabilire se la successione {P,} di R® ¢ convergente.

SOLUZIONE:

Una successione {P,} € R? é convergente se e solo se sono convergenti
le tre successioni delle coordinate:
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12.3. Esercizio. Posto P, = <(—1)”, (—1)", (—1)”3), n>1,

e provare che la successione {P,} é limitata;
e trovare almeno due sottosuccessioni convergenti.

SOLUZIONE:

La successione {P,} é limitata, infatti

Pl = (02 + (1)) + ((-1)) = V3

Tenuto presente che se n é pari sono pari anche n? ed n®, mentre se n
¢ dispari sono dispari anche n? ed n? si riconosce che

e la sottosuccessione { Py, } dei termini di indice pari é costante,
Py, = (17 L, 1)7

e la sottosuccessione {Py,.1} dei termini di indice dispari é
costante, Py, = (—1,—1,—1)

Tali due sottosuccessioni della {P,} sono convergenti.

12.4. Esercizio. Data la curva di equazioni parametriche (aste-
roide)
r=acos’t; y=asin®t, 0<t<2r (a>0)

e verificare che v € una curva regolare;
e calcolare la lunghezza di 7.

SOLUZIONE:

La rappresentazione parametrica di v é formata da funzioni C*°(R):
resta pertanto da verificare solo se

@)+ (W (1)* >0,  Vtelo,2r]

{ Z’l g; _ Qagﬁﬁgf;(il?@)(t) = (@) + (v (1) = 9a° sin*(¢) cos™ (1)
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FIGURA 1. {z(t) = cos®t; y(t) =sin®t}, 0<t<2r

Si riconosce pertanto che le derivate prime z'(t), y'(t) si annullano
entrambe contemporaneamente nei punti

t=0, t=n/2, t=m, t=37/2, t=2m

Pertanto la curva v assegnata ¢

regolare a tratti

62/0%\/(x/(t))2+(y’(t))2dt R Ez/02ﬂ3a\/c0s2(t)sin2(t)dt:

w/2
= 4/ 3a cos(t) sin(t)dt = 6a
0

Vedi anche
http://www.mathcurve.com/courbes2d/astroid/astroid.shtml


http://www.mathcurve.com/courbes2d/astroid/astroid.shtml

12.5. Esercizio. Data la curva di equazioni parametriche (elica
cilindrica)
r=cost; y=sint; z=t, 0<t<6m
verificare che ¢ regolare e calcolarne la lunghezza.

SOLUZIONE:

La curva é regolare, infatti le equazioni parametriche sono C'*° e riesce
(') + (1) + (Z () = sin®(t) + cos’(t) +1 =2 > 0

La lunghezza ¢ semplicissima

Ez/oﬂ\/(x’(t))2+(y’(t))2+(z’(t))2dt:/0W\/ﬁdt:(i\/iw

12.6. Esercizio. Calcolare la lunghezza della curva in forma po-
lare p = €%, 0 < 0 < 27 (spirale logaritmica).

SOLUZIONE:

Dalla forma polare si passa agevolmente a quella cartesiana

z(0) = p(0)cos(8) — x(0) =e’cos(d) — 2'(0) = e’ cos(d) — e sin(h)
y(0) = p(@)sin(0) — x(0) =e’sin(@) —  y'(0) = e’sin(f) + €’ cos(h)

Ne segue, in generale,

(@'(8)” + (4 (1)) = (7(0)" + 1 (6)

da cui
@)+ W) =2 — (= ﬂ/% e’ df = /2(e*™ — 1)

12.7. Esercizio. Calcolare la lunghezza della curva in forma po-
lare p = (14 cos®), 0 < 0 < 27 (cardioide).

SOLUZIONE:

Nel passaggio da coordinate polari a coordinate cartesiane si ha, in

generale,
2 2 2
(@' ()" + (' (1) = (0'(0))" + p*(0)
da cui, per la cardioide assegnata,

(2'(1))” + (¥ (t))” = sin?(0) 4 (1 + cos(h))? = 2(1 + cos())

Tenuto conto che

€i9 +€_i9 ;8 _i8 2 2 0
2(1+4cos(f)) =2 (1+ T) = (e 2+te 2> = 4 cos (5)
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12.8. Esercizio. Determinare e disegnare l'insieme di definizione

delle sequenti funzioni

flz,y) = Vry+ 92,
flz,y) = Va2 =4+ /y> — 4,
f(z,y) =log(4 — 2° — 9y?)

[z, y) = oy +y?

zy+y* >0 {(y>0)NE+y>0}ru{(y<0)n(z+y<0)}
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FIGURA 3. vy +42 >0

fr,y) = VaT =2+ /2 — 1

2 —4>0 - < 2U2<zx
¥ —4>0 — y<-202<y

f(x,y) = log(4 — 2* — 9y?)

4—2—-9 >0 — 224+9°<4

Si tratta della regione delimitata dalla curva ellisse, esclusa la curva.

12.9. Esercizio. Determinare l'insieme in cui

e continua.
Disegnare le linee di livello f(x,y) = c.

SOLUZIONE:

La funzione f(z,y) é continua in tutti i punti (z,y) # (x,0).
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FIGURA 4. (z2—4)>0U (y* —4>0)

Non é continua nell’origine come si riconosce avvicinandosi ad essa
lungo le due parabole

y=a°,  y=-a’

lungo le quali la funzione prende costantemente rispettivamente il va-
lore 1 e il valore —1.

Le curve di livello f(z,y) = ¢ # 0 sono le parabole y = %1‘2.

La curva di livello f(z,y) = 0 é 'asse delle ascisse.

1.4

12.10. Esercizio. Data [ ' R
z ata la funzione f(x,y) R

o determinare l'insieme di definizione di f;

e calcolare, se esiste, lim  f(x,y)
(z,y)—(0,0)

e disegnare le linee di livello f(x,y) = c.

SOLUZIONE:

L’insieme di definizione é R? privato dell’origine.
Non esiste il limite nell’origine come si riconosce osservando che

e sull’asse verticale x = 0 la funzione vale sempre zero,
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FIGURA 5. 4 — 22 —9y%2 > 0

e sull’asse orizzontale y = 0 la funzione vale sempre 1.
Le linee f(z,y) = ¢ sono

ZE4

-~ =
xt + g2

ot =clx* +9%) —  (1-c)2* =c?

Se ¢ ¢ (0,1) le curve di livello sono vuote.

12.11. Esercizio. Sia
flz,y) =27y

e Disegnare le linee di livello {f(x,y) =c} perc=0,1, 2.

e Calcolare le derivate parziali di f nel punto (2,1) e disegnare
il gradiente in tale punto.

e Disegnare la direzione del gradiente in almeno quattro punti
presi sulla linea di livello f(x,y) = 2.

SOLUZIONE:
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e la prima linea ¢ = 0 ¢ costituita dai due assi xt =0 e y = 0,

e la seconda linea ¢ = 1 é costituita dal grafico di y = é,

e la terza linea ¢ = 2 é costituita dal grafico di y = x%

Le derivate parziali sono, in ogni punto del piano,
fola,y) =22y, fy(z,y) =2
pertanto nel punto (2, 1) riesce
LD =4 f,21) =4, — V2,1 ={4,4}
2

Quattro punti appartenenti alla linea di livello f(z,y) = 2, y = 5
sono, ad esempio

A=(-2,1/2), B=(-1,2), C=(1,2), D=(2,1/2)
i gradienti nei quattro punti sono di conseguenza

VH=2,1/2) = {-2,1/4}, Vf(~1,2) = {-4,4},
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FIGURA 7. f(z,y) = 2%y
VI(1,2) = {44}, Vf(2,1/2) ={2,1/4)

12.12. Esercizio. Siano
f(x,y) = 3zy + 4z — 4a* — 29> — 4y,
g(z,y) = 4oy + 4z + 2y* — 4y
e determinare 1 punti stazionari o critici delle due funzioni,
e decidere se le immagini f(R?) e g(R?) sono insiemi limitati .

SOLUZIONE:

[ punti critici, o stazionari, di una funzione f(z,y) sono i punti in cui
il gradiente é f(z,y) = 0 é nullo, ovvero sono le soluzioni del sistema

{ fo(z,y) =0
fy(x,y) =0

f(z,y) = 3ay + 4o — 42% — 2% — 4y

fo(z,y) =0 3y+4—8x=0 4 =20
{ 0 7 \3r-4y—4=0 (23 23
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g(x,y) = 4oy + 4o + 2y° — 4y

gy(z,y) =0 dr+4y—4=0

L’insieme dei valori f(R?) non ¢ limitato: basta considerare che i
include i valori relativi ai punti (z,0)

f(z,0) = 4z — 42?

{gm,y):o . {4y+4=0 - (2,-1)

insieme di valori che, é al variare di z € R, é chiaramente illimitato.
Analogo discorso per g(R?) non limitato in quanto include i valori
relativi ai punti (x,0)

g(x,0) = 4x

insieme di valori che, é al variare di z € R, é chiaramente illimitato.

12.13. Esercizio. Dati a,b,c € R, sia f definita da

[ sin(z+y) x4+y<0,
f(.r,y)—{ ar+by+c x+y>0

Per quali a,b, c la funzione f ¢ continua in R? ?

SOLUZIONE:

I valori di f sui punti della retta x + y = 0 sono
ar —bx +c

Il limite di f fatto dal semipiano inferiore di tale retta vale sin(0) = 0
pertanto la funzione é continua se e solo se

a=b, ¢c=0

12.14. Esercizio. Data la funzione

2

14+ —2 (2,9) # (0,0)
flz,y) = Ty

1 (z,y) = (0,0)

e dire se € continua;

e calcolare le derivate parziali nei punti (x,y) # (0,0);

e calcolare, servendosi dei giusti rapporti incrementali, le derivate
parziali nel punto (0,0).
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SOLUZIONE:

L’addendo
%y

2+ y?

ha limite 0 per (z,y) — (0,0) come si riconosce esprimendolo in coor-
dinate polari

%y
% 4 y?
quindi la funzione f(z,y) é continua anche nell’origine, e quindi in
tutto R2.
Tenuto presente che

= }p cos?(6) Sin(9)| <p

f(x,0) = f(0,y) =1
riesce ovviamente
f(h’a O) B f(0,0)
h

f(07 h) B f(0,0)
h

:O’ :O

da cui
f(0,0) =0, f,(0,0)=0

12.15. Esercizio. Dati a,b € R, sia f definita da
a(@® +y*) +b se 2?+y?<1

(Vo +y2—1)2 se 22+9y*>1
e Per quali a,b € R la funzione f ¢ continua in R*?
e Per quali a,b € R esistono f,(1,0) e f,(1,0)?

SOLUZIONE:

Gli unici punti in cui la f pud essere discontinua sono quelli della
circonferenza 2 + y? = 1 sui quali la f é nulla. Quindi anche il limite
in ciascuno di tali punti, dall’interno del cerchio, deve essere nullo:
quindi

flz,y) =

a+b=0
¢ la condizione di continuita per f.

Per quanto riguarda la derivata parziale f,(1,0) il rapporto incremen-
tale da studiare é

FA+h0)— f(1,0) | h<0 e h) - 1]
lim ’ — = ly
h—0 h he0 — (1+h)
h

I due limiti sono uguali se e solo se a = 1.
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Per quanto riguarda la derivata parziale f,(1,0) il rapporto incremen-
tale da studiare é

f(Lh) = f(1,0)  (VI+h>—1)
h N h
che ha limite zero indipendentemente da a.

12.16. Esercizio. Data la funzione

flz,y) = <xzxfy4>2 se (z,y) # (0,0)
0

se (z,y) = (0,0

dimostrare che

e f non é continua in (0,0);
o f ammette le derivate parziali f, e f, in (0,0).

SOLUZIONE:

La funzione f(z,y) é nulla sugli assi z = 0 e y = 0 mentre sulla curva

x = y? prende il valore

yt

1
ET
quindi non esiste il limite per (z,y) — (0,0).

Tenuto conto che f(0,y) =0, f(z,0) = 0 si riconosce che

Osservazione 12.1. L’esempio precedente mostra un fenomeno in
atteso: una funzione di due variabili pud essere

e non continua in un punto (o, Yo),
e ¢ avere in tale punto (xo,yo) le derivate parziali.

1l fenomeno si accetta ricordando che le derivate parziali si riferiscono
a rapporti incrementali relativi a tale punto (xo,yo)

f(o+h,y0) — f(@o,90)  f(zo, 90+ h) — f(x0, Y0)
h ’ h
che riguardano il comportamento della funzione su due sole direzioni
privilegiate, quella orizzontale e quella verticale.
Direzioni sulle quali la funzione pud essere regolarissima (nel caso
precedente addirittura costante) senza avere alcuna regolaritd sulle tante
altre direzioni.
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12.17. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali curvilinei lungo la

curva y:

/x7d3, viy=2°0<x<2m
7

.
/yds, yix=t,y=t,0<t<2

”

1

/gdg? v x:t4ay:t37_§t§1

y T 2
/xy4ds, viaP+yP=16,2>0

.

SOLUZIONE:

L’integrale curvilineo

/&@%@w
C

si calcola tramite la rappresentazione parametrica

C: z=uxz(t),y=vyt), z=2(t), tE€]la,b

b
/&m%awszmm D] V() + g2 (0) + 220 de
C a

Pertanto:

/:B7ds, 'y:y:x5,0§x§2m
v

2m

/m7ds:/ z7y/1+ (5x4) dx— 1+25:U )V1 4 2528
o1 0

0

/(2+x2y)ds, vyt =1,y>0
ol

La rappresentazione parametrica é x = cos(t), y = sin(t), t € [0, 7|

pertanto
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™

(2 + cos?(¢) sin(t)) \/sinz(t) + cos?(t)dt =

™

(2 + cos?(t) sin(t)) dt = 27

S— S—

E gnuplot graph

U2 Uty

wiew. 52.0000, 44.0000 scale: 1.00000, 1.00000

F1GURA 8. /yds, yrax=ty=t 0<t<2
8!

/yds, yiax=tHy=t0<t<2
v

2 2
12 1
v 0 0
La figura 8 indica il significato geometrico dell’integrale curvilineo pro-
posto: il valore approssimativo 5.7 trovato rappresenta 'area del muro
costruito sul piano (x,y) sui punti della parabola x = y? per x € [0, 2]
e di altezza in ciascun punto (z,y) pari all’ordinata stessa y.

1
/gds, yrax=thy=1t -<t<l1
4T 2
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1

! 12
/st :/ tV16t2 + 9dt = 3—25(16t2+9)\/16t2+9
v T 1/2

1/2

/xy4ds, yrat4+yt =16, >0
v

[[2] gnuplot graph =HECI X

4*cos(u), 4*sin(u). 4™ 5% cos(u)*sin{u)*4

wiew. 62.0000, 36.0000 scale: 1.00000, 1.00000

FI1GURA 9. /xy4ds, vt 4+y*=16,2>0
Y

/2 2
/a:y4 ds = 4° / cos(t) sin4(t)\/(:032(t) + sin?(t)dt = 465
N

—n/2
La figura 9 indica il significato geometrico dell’integrale curvilineo pro-
posto: si tratta dell’area di un muro costruito sulla semicirconferenza
circonferenza di centro l’origine e raggio 4 alto in ogni punto (z,y), >
0 il valore xy*.



