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Una carta topologica è una decomposizione

di una superficie Σ (compatta, connessa, ori-

entabile) in tre insiemi M0, M1, M2 tali che

(i) M0 è un insieme finito di punti (le 0–celle);

(ii) M1 è un insieme finito di archi di Jordan

aperti i cui estremi appartengono ad M0 (1–

celle);

(iii) M2 è un insieme finito di aperti disgiunti

di Σ omeomorfi a dischi aperti, le frontiere dei

quali giacciono in M0 ∪M1 (2–celle).
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Per un risultato classico il numero

|M0| − |M1| + |M2|
non dipende dalla carta M; si tratta della carat-

teristica di Eulero χ(Σ) della superficie Σ. Si

ha χ(Σ) = 2 − 2g, e g è il genere di Σ.
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Una carta topologica su una supericie Σ de-

termina un grafo G immerso in Σ, con ver-

tici, archi e facce dati rispettivamente da M0,

M1 ed M2. A questa immersione di G cor-

risponde una carta combinatoria come segue.

Sia e = (u, v) un arco di G, e consideriamo le

due incidenze

(e, u) , (e, v)

L’orientamento della superficie permette di sta-

bilire, per ogni vertice v di G, una permutazione

circolare delle incidenze a v.
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K4 sul piano (sfera) (4 facce triangolari)

σ = (1,3,5)(2,12,8)(4,7,9)(6,10,11)

α = (1,2)(3, 4) · · · (11,12)

ασ = (1,12,6)(2,3,7)(4, 5,10)(8, 9,11)

(Figura 1)
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K4 sul toro: due modi con 2 facce,

una quadrata e una ottagonale

una triangolare, una ennagonale

(Figura 2)

6



Si ottengono cos̀ı:

– una permutazione σ spezzata in cicli, uno

per ogni vertice;

– una permutazione α ottenuta dallo scam-

bio delle due incidenze su ogni arco (una in-

voluzione senza punti fissi);

– una permutazione ασ spezzata in cicli che

descrivono le facce.
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Ne segue:

– il numero z(σ) di cicli di σ dà il numero di

vertici,

– il numero z(α) di cicli di α dà il numero di

archi,

– il numero z(ασ) di cicli di ασ dà il numero di

facce.

Dalla formula di Eulero abbiamo allora:

z(σ) − z(α) + z(ασ) = 2 − 2g, (1)

dove g è il genere della superficie. Se g = 0, la

carta è planare .
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Denotiamo d’ora in poi le incidenze (e, v) con le

cifre 1,2, . . . , n per cui la permutazione α sarà

α = (1,2)(3,4) · · · (n− 1, n),

con n=doppio del numero degli archi.

Diremo allora che la carta < σ, α > è immersa

nella superficie Σ.

Σ connessa significa che il gruppo

< σ, α >

è transitivo.
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Data ora una coppia di permutazioni tale che

< σ, α > è transitivo, e α è un’involuzione s.p.f,

Come si determinano la superficie e la carta

topologica corrispondenti?
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Osserviamo intanto che date due permutazioni

σ e α che generano un gruppo transitivo, si ha

sempre:

z(σ) − z(α) + z(ασ) ≤ 2;

inoltre, la differenza

2 − (z(σ) − z(α) + z(ασ)),

è un numero pari, 2g, e si ha la (1).

L’intero g sarà il genere della superficie che

cerchiamo (che quindi sarà un toro a g buchi).
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Considerando ora per ogni ciclo di z(ασ) di

lunghezza l un poligono orientato di l lati, as-

sociamo ordinatamente ai lati le cifre che com-

paiono nel ciclo.

Se (i, j) è un arco, i e j compaiono in due

cicli differenti. Identifichiamo allora (topologia

quoziente) i lati i e j dei poligoni corrispon-

denti.

Facendo cos̀ı per ogni ciclo di ασ otteniamo

la superficie Σ, nella quale è immerso il grafo

i cui vertici e archi sono i vertici e i lati dei

poligoni (con le identificazioni).
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Lasciando cadere l’ipotesi che α sia un’involuzione

senza punti fissi, la coppia di permutazioni (σ, α)

è una ipercarta combinatoria.

Il ruolo di vertici, archi e facce è ora del tutto

simmetrico. Come si immerge questo oggetto

in una superficie?
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Intanto, si ha l’analogo della (1):

z(σ) + z(α) + z(α−1σ) = n+ 2 − 2g, (2)

che si dimostra nello stesso modo, osservando

che per la transitività

z(σ) + z(α) + z(α−1σ) ≤ n+ 2,

e che scrivendo la differenza non negativa dei

due membri come

(n−z(σ))+(n−z(α))+(n−z(α−1σ))−2n+2,

la somma dei primi tre addendi è pari.
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Come sopra, vediamo cos’è una ipercarta topo-

logica H su una superficie Σ. È una decom-

posizione di Σ nei sottoinsiemi di tre famiglie

V,E, F = Σ \ (V ∪ E) tali che:

(i) V e E sono unioni di un numero finito di

insiemi chiusi omeomorfi a dischi piani;

(ii) un elemento di V e uno di E si intersecano

in al più un numero finito di punti;

(iii) F è un’unione finita di 2–celle.

Il genere di H è il genere di Σ.

Figure 3,4,5,5bis
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A partire da H si può costruire una carta topo-

logica M i cui vertici sono i punti di inter-

sezione (ii), gli archi le frontiere degli insiemi

di V ed E, e le facce le parti interne dei V ,

E e H. Se B è l’insieme dei punti di inter-

sezione allora M ha |B| vertici, 2|B| archi e

|V | + |E| + |F | facce; la formula di Eulero for-

nisce: |B| − 2|B| + |V | + |E| + |F | = 2 − 2g, da

cui

|V | + |E| + |F | = |B| + 2 − 2g. (3)

che è la formula di Eulero per le ipercarte topo-

logiche.
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Se B = {1,2, . . . , n} e si sceglie un orienta-

mento per gli insiemi v ∈ V , percorrendo le

frontiere dei v abbiamo un ciclo per ogni v, e

in totale una permutazione σ spezzata in ci-

cli. Scegliendo per gli e ∈ E l’orientamento op-

posto, abbiamo una permutazione α , mentre il

prodotto α−1σ descrive la frontiera degli f ∈ F .

La (3) diventa la (2).
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Dato ora un (iper)grafo, ci si può chiedere

in quali superfici si può immergere (con quale

genere).

Sia B = {1,2, . . . , n} un insieme, V ed E due

partizioni di B. La coppia di partizioni è con-

nessa se ogniqualvolta un’unione di classi di V

uguaglia un’unione di classi di V questa unione

è l’intero insieme B. V ed E sono i vertici e gli

archi di un ipergrafo, nel quale un (iper)arco

può essere incidente più volte a uno stesso

(iper)vertice.

Un (iper)arco e è incidente a un vertice v se

e ∩ v 6= ∅.

19



Introducendo un ordine nelle classi di V ed E

si ottengono due permutazioni σ e α spezzate

in cicli, e la connettività significa che il gruppo

che esse generano è transitivo.

In corrispondenza ai diversi ordini possibili si

ottengono diverse permutazioni, cioè diverse

ipercarte per uno stesso grafo, e quindi dalla

(3) diversi generi g, e varie superfici nelle quali

si può immergere il grafo (e possibilmente in

più modi in una stessa superficie).
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Automorfismi

Se T è un’ipercarta topologica, un automor-

fismo di T è un omeomorfismo Φ della super-

ficie tale che φ(V ) = V , φ(E) = E. Ne segue

φ(V ∩ E) = V ∩ E, e quindi Φ permuta i punti

di intersezione.

Φ induce un automorfismo φ della corrispon-

dente ipercarta combinatoria H = (σ, α) , e

si ha un morfismo Aut(T ) → Aut(H). Inoltre,

ogni automorfismo di H si può sollevare a uno

di T . Aut(T ) è molto grande e complicato; ci

limitiamo pertanto ad Aut(H).
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Posto G = Aut(H), φ ∈ G permuta i punti

di intersezione. Si tratta quindi di una per-

mutazione di B che conserva vertici e archi,

e quindi i cicli di ciascuna di queste permu-

tazioni. Ne segue, se |B| = n,

G = CSn(σ) ∩ CSn(α).
È noto che essendo < σ,α > transitivo, G è un

gruppo semiregolare (le orbite hanno tutte la

stessa lunghezza |G|), e pertanto |G| divide n.

Se G è regolare, l’ipercarta si dice regolare .
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Esempi

1. Carta di K4. Se g = 0, G è generato dalle

due permutazioni:

φ = (1,2)(3,12)(4, 11)(5,8)(6, 7)(9,10),

ψ = (1,6,12)(2,5,11)(3,10,8)(4,9,7).

Si ha |G| = 12 e si tratta di A4 (come c’era da

aspettarsi) e G è regolare.

Se g = 1, con una faccia triangolare e una

ennagonale, queste devono essere fissate, e

quindi l’ordine di G è 3 (o 1). G ha ordine

3, generato da:

(1,11,7)(2,12,8)(3,6,9)(4, 5,10).

Per l’altra carta di genere 1 (una faccia quadrata

e l’altra ottagonale) G è ciclico di ordine 4,

generato da:

(1,4,10,12)(5, 7,6,8)(2,3,9,12).
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2. Ipercarte del piano di Fano. Intanto, |G|
divide 21. Se g = 1, G contiene

φ = (1,5,17)(2,6,18)(3,4,16)(7,21,11)(8, 19,12)

(9,20,10)(13, 15,14)

di ordine 3, e

ψ = (1,13,11,8,16,20,6)(2,14,12,9,17,21,4)

(3,15,10,7,18,19,5)

di ordine 7; queste non permutano, e quindi il

gruppo è il gruppo non abeliano di ordine 21,

ed è regolare.

Le due permutazioni sono anche automorfismi

dell’ipercarta di Fano di genere 3, per cui le

due carte hanno lo stesso gruppo.
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Ipercarta quoziente

Se i e j appartengono a una stessa orbita di

G, lo stesso accade per σ(i) e σ(j), in quanto

se φ(i) = j, allora

φ(σ(i)) = σ(φ(i)) = σ(j),

e analogamente per α. Ne segue che σ agisce

sulle orbite di G, e lo stesso accade per α. Siano

σ̂ e α̂ le permutazioni ottenute in questo modo.

Il gruppo da esse generato è transitivo perché

lo è < σ, α >.

L’ipercarta (σ̂, α̂) è l’ipercarta quoziente della

(σ, α) rispetto al gruppo G.
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Esempio

Nell’ipercarta di Fano di genere 1, consideri-

amo l’automorfismo:

φ = (1,5,17)(2,6,18)(3,4,16)(7,21,11)(8, 19,12)

(9,20,10)(13, 15,14),

e siano x, y, z, t, u, v, w i cicli di φ (nell’ordine

scritto). Allora, nell’azione di σ e α su φ,

σ̂ = (x, v, z)(y, w, t)(u), α̂ = (x, y, z)(t, u, v)(w),

e la carta (σ̂, α̂) ha genere 0.

L’ipercarta di genere 3 su φ ha genere 1.

Figura 6
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Formula di Riemann–Hurwitz

Sussiste la seguente formula analoga alla for-

mula di Riemann–Hurwitz della teoria delle su-

perfici di Riemann:

2g − 2 = |G|(2γ − 2) +
∑

16=φ∈G
χ(φ).

dove χ(φ)= numero totale di cicli (“punti”) di

σ, α e α−1σ fissati da φ.

γ è il genere dell’ipercarta quoziente (σ̂, α̂) che

agisce sulle orbite di G.

La formula si dimostra utilizzando la formula

del genere e la formula di Burnside sul numero

di orbite di un gruppo che agisce su un insieme.
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Corollari

1. γ ≤ g.

2. φ 6= 1 fissa al più 2g+ 2 punti.

3. Se g ≥ 2, e φ è un’involuzione che fissa 2g+2

punti, allora:

i) φ è l’unica involuzione che fissa 2g+2 punti;

ii) φ è centrale;

iii) ogni altro elemento 6= 1 fissa al più 4 punti.

4. Se g ≥ 2, e o(φ) = p, primo, allora p ≤ 2g+1.

5. Se g = 0, allora G è uno dei gruppi Cn, Dn, A4,

S4, A5.

6. (Hurwitz ) Sia g ≥ 2; allora:

|G| ≤ 84(g − 1).

(Si ha anche una minorazione per l’ordine mas-

simo: |G| ≥ 8(g+ 1)).
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Omologia

Sia W un gruppo abeliano libero di base B =

{u1, u2, . . . , un}.

Il gruppo < σ,α > agisce su W permutando la

base, e siano

V, E, F

i sottogruppi fissati da

σ, α, α−1σ.

Per ogni ciclo di σ, si consideri la somma degli

elementi che vi appartengono. I vettori cos̀ı ot-

tenuti sono una base per V , per cui V ha rango

ρ(V ) = z(σ).

Analogamente, E ed F hanno rango

ρ(E) = z(α), ρ(F) = z(α−1σ).
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La transitività implica:

ρ(V ∩ E) = ρ(V ∩ F) = ρ(E ∩ F) = 1

(generato da u = u1 + u2 + · · · + un).



Complesso di catene

Sia ψ : W → V , definita da

ui → σi − σα−1(i),

dove σk è la somma dei vettori del ciclo di σ

in cui sta uk. Se (1,2, . . . ,m) è un ciclo di α,

allora
m
∑

i=1

σi =
m
∑

i=1

σα−1(i)

e quindi E ⊆ ker(ψ).

Se (1,2, . . . ,m) è un ciclo di α−1σ, allora σα−1(1) =

σα−1σ(1) le immagini degli elementi ui del ciclo

si cancellano alternativamente.
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Poiché E ⊆ ker(ψ), ψ si fattorizza attraverso

la proiezione W →W/E. Abbiamo cos̀ı il com-

plesso di catene

C2 → C1 → C0 (4)

dove C2 = F, C1 = W/E e C0 = V .

Se Ki e Ii sono nuclei e immagini di ∂i, i = 1,2,

abbiamo K2 = F ∩ E e dunque

ρ(I2) = z(α−1σ) − 1.
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Inoltre,

ρ(I1) = z(σ) − 1,

ed essendo ρ(I1)+ρ(K1) = ρ(W/E) = n−z(α).
Ne segue,

ρ(K1/I2) = (n−z(α)−(z(σ)−1)+(z(α−1σ)−1),

che è uguale a 2g. I gruppi di omologia del

complesso (2) sono:
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H0 = Co/I1, H1 = K1/I2, H2 = K2,

di rango rispettivamente 1,2g,1.

Se η ∈ Aut(H) e u ∈ V , allora σ(u) = u, per cui

ση(u) = ησ(u) = η(u),

e V è η−invariante; lo stesso accade per E ed

F .

I gruppi Hi sono anch’essi invarianti, e si ha:

η è l’identità su H0 e H2.
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Per moduli A′ ⊆ A si ha

ρ(A) = ρ(A′) + ρ(A/A′),

e se φ è un endomorfismo di A e φ(A′) = A′,

Tr(φ|A) = Tr(φ|A′) + Tr(φ|A/A′).
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Con ρ(C0) = z(σ), ρ(C1) = n− z(α),

ρ(C2) = z(α−1σ), ρ(H0) = ρ(H2) = 1,

ρ(H1) = 2g,si ha:

ρ(H2)−ρ(H1)+ρ(H0) = ρ(C2)−ρ(C1)+ρ(C0),

che è il caso φ = id della

Tr(φ|H2
) − Tr(φ|H1

+ Tr(φ|H0
) = Tr(φ|C2

) −
Tr(φ|C1

+ Tr(φ|C0
)

(formula della traccia di Hopf).
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Si ha:

Se φ è un automorfismo dell’ipercarta (σ, α),

per la traccia di φ su H1 si ha:

Tr(φ|H1
) = 2 − (χ(σ) + χ(α) + χ(α−1σ)).

Fissando una base in H1, φ si rappresenta con

una matrice intera 2g × 2g simplettica, e se

g ≥ 2 la rappresentazione è fedele.
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Anche il gruppo degli automorfismi (omeomor-

fismi conformi) di una superficie di Riemann

di genere g si rappresenta con matrici intera

2g × 2g simplettica.

È naturale chiedersi allora se Aut(H) agisce

come automorfismi di una superficie di Rie-

mann. La risposta è affermativa.
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L’idea è che esiste un omomorfismo del gruppo

triangolare

Γ =< x, y | xp = yq = (xy−1)r = 1 >

sul gruppo < σ,α >, dove

o(σ) = p, o(α) = q, o(α−1σ) = r.

Γ si può rappresentare come gruppo di auto-

morfismi di una superficie di Riemann che las-

cia invariata una tessellazione.
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La superficie quoziente rispetto alla controim-

magine dello stabilizzatore di un punto nel gruppo

< σ, α > è omeomorfa alla superficie su cui è

immersa l’ipercarta (σ, α).

Utilizzando questa tessellazione, si può costru-

ire un’ipercarta isomorfa alla data sulla super-

ficie quoziente.
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Carte e superfici di Riemann

Sia

f(z, w) = w2 − z = 0

una funzione della variabile complessa z. A ogni

valore di z = ρeiθ corrispondono due valori di

w:

w1 =
√
z =

√
ρeiθ/2 =

√
ρ(cos(θ/2)+isen(θ/2)),

w2 = −√
z = −√

ρe−iθ/2 =

√
ρ(cos(θ/2 + π) + isen(θ/2 + π)).
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Se il punto z descrive una curva chiusa che non

circonda l’origine, l’argomento di z parte da un

certo valore θ e ritorna a questo stesso valore:

Se invece la curva circonda l’origine, l’argomento

θ di z aumenta o diminuisce di 2π (a seconda

del senso di percorrenza della curva).

L’argomento di
√
z sarà (θ ± 2π)/2 = θ/2 ± π.

Ne segue:

sen(θ/2 ± π) = −sen(θ/2),
e lo stesso per il coseno.
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Girando intorno all’origine si ha allora:

w1 =
√
z → w2 = −√

z.

Inversamente, poiché −cos(θ/2+π) = cos(θ/2),

e lo stesso per il seno, abbiamo

w2 = −√
z → w1 =

√
z.
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Ruotando intorno all’origine le due determi-

nazioni si scambiano, e si ha la permutazione:

σ =

(

w1 w2
w2 w1

)

(un numero pari di giri dà luogo alla permu-

tazione identica, un numero dispari alla σ).

Ciò per quanto riguarda i punti al finito.
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Per z = ∞, con la sostituzione z = 1/z′ si

riporta l’esame all’intorno di z′ = 0. Anche gi-

rando intorno a z = ∞ si ha allora la permu-

tazione σ1 delle due determinazioni w1 e w2:

σ1 =

(

w1 w2
w2 w1

)

.

Abbiamo determinato tre permutazioni:

σ, σ1, σσ1 = I.

È possibile ora costruire la superficie di Rie-

mann della funzione data.
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Consideriamo l’albero a due foglie (i due punti

singolari 0 e ∞), una sua copia, e identifichi-

amo i punti 0 e i punti ∞ dei due alberi; si

ottiene un grafo bipartito e la carta:

(Figura 7)

z(σ) = (1,3)(2, 5)(6,7)(4,8)

z(α) = (1,2)(3, 4)(5,6)(7,8)

z(ασ) = (1,5,7,4)(2,3,8,6).

per cui dalla formula di Eulero:

z(σ) − z(α) + z(ασ) = 2 − 2g

abbiamo 4 − 6 + 2 = 2 − 2g, e g = 0:
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La superficie di Riemann della funzione

w2 − z

è la sfera.

Essa si può costruire a partire da due quadrati

(le due facce della carta) e identificando (topolo-

gia quoziente) i lati che hanno le cifre sullo

stesso ciclo di α (cioè sullo stesso arco del

grafo).
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In modo analogo si vede che, per ogni n, la

superficie di Riemann della funzione

f(w, z) = wn − z

è la sfera.

(Vi sono sempre i due punti di ramificazione 0

e ∞).
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In generale, data una funzione algebrica:

f(z, w) = a0(z)w
n + a1(z)w

n−1 + · · · + an(z)

i punti di ramificazione si trovano tra i punti

singolari, cioè:

1. i punti nei quali l’equazione ha radici multi-

ple (finite), dove si ha:

f(z, w) = 0,
∂f

∂w
= 0, con a0(z) 6= 0

(deve cioè essere uguale a zero il risultante,

rispetto a w, tra f e la derivata fw);

2. i punti nei quali l’equazione ha una o più

radici infinite (in questi punti si ha a0(z) = 0)).

48



Vediamo un altro esempio:

f(w, z) = w4 − 2w2 + 1 − z.

Il risultante vale −256(z− 1)z2, per cui i punti

singolari sono 0 e –1. La funzione ha quattro

rami:

w1 =
√

1 +
√
z,

w2 =
√

1 +
√
z,

w3 = −
√

1 +
√
z,

w4 = −
√

1 −√
z.

Per z = 0 si ha w1 = w2 = 1, w3 = w4 = −1.

Inoltre,

f(0, wi) = 0, fw|wi = 0.

Per z = 1,

f(1, w) = w2(w2 − 2)

che ha le radici 0 (doppia) e w = ±
√

2.
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Dimostriamo che questi punti sono di ramifi-

cazione.

1. z = 0. Quando z = ρeiθ percorre un cam-

mino chiuso attorno a 0, il punto
√
z ritorna su

se stesso ma con anomalia θ+ 2π, e dunque

√
z → −√

z,

e pertanto

1 +
√
z → 1 −√

z.

Si passa cioè dal ramo w1al ramo w2.

Con un altro giro si ritorna a w1, per cui w1

e w2 si scambiano. Lo stesso accade per w3 e

w4, e si ha la permutazione:

σ1 =

(

w1 w2 w3 w4
w2 w1 w4 w3

)

.
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2. z = 1. Quando z percorre un cammino chiuso

intorno a 1 (che non contiene l’origine), 1−√
z

compie un giro completo intorno all’origine. Se

1 − √
z = ρeiθ, dopo un giro si ha 1 − √

z =

ρeiθ+2π e dunque

w2 =
√

1 −√
z → ρ1/2ei(θ/2+π) = −

√

1 −√
z = w4,

e analogamente w4 → w2.
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w1 = 1+
√
z non gira invece attorno all’origine,

e quindi non cambia d’anomalia: quando z per-

corre un cammino chiuso intorno a 1, ritorna

sul proprio valore, e lo stesso accade per w3.

Si ha in definitiva la permutazione:

σ2 =

(

w1 w2 w3 w4
w1 w4 w3 w4

)

.
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Girare intorno all’infinito è come muoversi su

un cerchio che contiene 0 e –1,nel verso con-

trario, e quindi la permutazione che si ottiene

è il prodotto

σ3 = (σ1σ2)
−1 =

(

w1 w2 w3 w4
w4 w1 w2 w3

)

.

Abbiamo cos̀ı le tre permutazioni:

σ1 = (1,2)(3,4), σ2 = (1)(2, 4)(3), σ3 = (1,2,3,4),

e si osservi che σ1σ2σ3 = id.
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Prendiamo allora quattro copie di un albero

(corrispondenti ai quattro valori di w ) che ab-

bia una radice e tre foglie, una per ogni punto

singolare, e identifichiamo la foglia ai,j con la

foglia aσj(i),j (ciò che traduce il fatto che gi-

rando attorno al punto ai si passa dal valore wi
a wσj(i) della funzione).

(Figura 8)
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Denotiamo con (si,j, ti,j) l’arco relativo al punto

singolare ai,j sull’albero i (lati positivo e nega-

tivo dell’arco).

A partire da un si,j percorrendo gli archi tro-

viamo una successione:

(si,j, tσj(i),j, sσj(i),j+1, tσj+1σj(i),j+1,

sσj+1σj(i),j+2, tσj+2σj+1σj(i),j+2, . . . ,

tσj+m−1σj+m−2···σj+2σj+1σj(i),j+m−1,

sσj+m−1σj+m−2···σj+2σj+1σj(i),j+m)

e ricordando che il prodotto dei σj nell’ordine

scritto (e quindi anche in ogni permutazione

circolare) è l’identità, si ha che l’ultimo termine

è si,j.
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In questo modo si percorre il perimetro di una

faccia, e si ha cos̀ı che ogni faccia è lunga m

(numero dei punti singolari), e ve ne sono n

(grado del polinomio).

La carta che si ottiene ha:

n+
m
∑

i=1

z(σi) vertici

(n di tipo si,j e tanti vertici di tipo ti,j quanti

sono in totale i cicli delle m permutazioni),

mn archi, n facce.
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Nell’esempio,

vertici s = (s1,1, s1,2, s1,3)(s2,1, s2,2, s2,3)

(s3,1, s3,2, s3,3)(s4,1, s4,2, s4,3)(t1,1, t2,1)

(t1,3, t2,3, t3,3, t4,3)(t2,2, t4,2)(t3,1, t4,1)(t1,2)(t3,2),

archi : a = (s1,1, t1,1)(s1,2, t1,2) · · · · · · (s4,3, t4,3),

e il prodotto dà le facce :

as = (s1,1, t2,1, s2,2, t4,2, s4,3, t1,3) · · · ·.

(Figura 9)
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Vediamo un esempio che dà una carta (super-

ficie) di genere 1.

Consideriamo la funzione:

w2 = (z − a)(z − b)(z − c),

con a, b, c distinti. Questi tre punti sono di dira-

mazione, e anche ∞ lo è. Con la solita costruzione:

(Figura 10)
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Si ha:

σ = (1,3,5,7)(10, 12,13,15)(2, 9)(4,11)

(6,14)(8,16)

α = (1,2)(3,4) · · · (15,16)

ασ = (1,9,12,4,5,14,15,8)(2,3,11,13,6,7,16,10).
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Ne segue:

z(σ) + z(α) + z(ασ) = 6 + 8 + 2 = 16,

da cui 16 = 16 + 2 − 2g e g = 1. La carta si

può disegnare sul toro come segue:

(Figura 11)
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