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Capitolo 1

Alcuni problemi Classici

In questo capitolo iniziale introduciamo alcuni problemi classici quali il Pro-
blema della Duplicazione del cubo e il problema diofanteo della ricerca delle
soluzioni intere non banali (X,Y, Z) # (0,0,0) dell’equazione X2 +Y? = Z?2
che da le terne pitagoriche. Questultimo problema ci portera ad illustrare
la parametrizzazione razionale della circonferenza e ad accennare all’ultimo
teorema di Fermat. Faremo inoltre richiami sullo studio locale di curve al-
gebriche piane allo scopo di generalizzare il procedimento con cui si ottiene
la parametrizzazione razionale della circonferenza ad altre curve.

1.1 La duplicazione del cubo

Oggetto del nostro studio saranno alcuni argomenti di Geometria Algebrica
concreta. La parola geometria viene dal greco vewperpra che signica misura
della terra. Dunque le sue origini molto concrete sono fuori di ogni dubbio.
Si parla di geometria “algebrica” quando si vogliono studiare oggetti geo-
metrici per mezzo dell’algebra. Un primo esempio risale a circa il 1700 a.C.:
una tavoletta Babilonese descrive un problema riguardante un rettangolo
(che & un oggetto geometrico) con 1'uso di numeri NON conosciuti.

I matematici greci studiarono il problema della duplicazione del cubo:
costruire lo spigolo  di un cubo di volume 2 doppio del volume a? di un
cubo assegnato, ossia risolvere la

23 = 243 (1.1)

con strumenti quali riga e compasso (tradotto in termini di geometria ana-
litica: tracciando solo rette e circonferenze). Il problema non & risolubile

. . 1 . .
con riga e compasso in quanto (xz/a) = 25 & un numero algebrico di grado

1
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3 ossia non & di grado 2" per qualche h. Mentre un numero complesso &
“cuclideo” o costruibile con riga e compasso solo se ¢ algebrico di grado 2"
per h opportuno.

Nel V secolo avanti Cristo il problema era attualissimo in quanto si diceva
che la pestilenza a Delo sarebbe cessata se si fosse raddoppiato 'altare che
era a forma di cubo. La (1.1) si puo riscrivere

(1.2)

. 2
e il problema, posto y = %~

che risolvono il sistema

si riconduce a quello di trovare le coppie (x,y)

{ y="2,
xy = 2a°.
Gia Menecmo (nel 350 a.c.) considero il luogo dei punti (z,y) che soddisfano
tale sistema e riconobbe la prima curva come una parabola, la seconda
come un’iperbole e trovo la soluzione del problema di duplicazione del cubo
intersecando queste due coniche (1’ascissa positiva del punto di intersezione
delle due coniche ci da il lato del cubo di volume doppio). Questo & quindi
un tipico problema di Geometria Algebrica.

Nel XVII secolo Cartesio e Pierre de Fermat studiarono le sezioni coniche
e videro che i punti dei loro luoghi geometrici soddisfacevano le equazioni
algebriche di secondo grado. Isac Newton studio le equazioni di terzo grado
e classifico i corrispondenti luoghi, le cubiche in 72 specie. Cartesio, Fer-
mat e Newton hanno quindi il credito di aver iniziato lo studio delle curve
algebriche piane.

Definizione 1.1.1 Sia k un campo e siano fi,...,fs s polinomi a coeffi-
cienti in k. Si dice varieta affine definita da f1,..., fs Uinsieme:

V(fi,-.s fs) ={(a1,...,an) € k" | fi(ar,...,a,) =0, V1<1i<s}.

Dai tempi di Cartesio in poi l'oggetto della Geometria Algebrica € stato lo
studio delle soluzioni di sistemi di equazioni polinomiali in piu variabili ossia
dei punti z = (x1,...,z,) tali che

fl(xlv"-)xn) :05

‘fs(l’l,- . .,ZEn) = 0.

ove gli f; sono polinomi a coefficienti in un fissato campo k, ossia delle varieta
affini.



1.2. TERNE PITAGORICHE E ULTIMO TEOREMA DI FERMAT 3

In origine gli f; erano polinomi a coefficienti nel campo R dei numeri reali
e si cercavano le soluzioni reali (ossia in R). Ma presto ci si rese conto che
per avere ’opportunita che esistano soluzioni aveva senso includere la ricerca
di soluzioni complesse. Ad esempio la 22 +y? = 0 ha solo la soluzione (0, 0)
in R mentre in C ha per soluzione la conica spezzata (z + iy)(x — iy) = 0
costituita dalla coppia di rette isotrope per l'origine.

Si cercheranno poi soluzioni nel campo Q dei razionali per far vedere la
stretta connessione con la teoria dei numeri. Infatti, uno dei problemi centra-
li della teoria dei numeri, il problema della ricerca delle soluzioni intere non
banali di equazioni polinomiali a coefficienti interi, equivale sostanzialmente
alla ricerca di punti a coordinate razionali su curve algebriche. Vedremo
cio nel prossimo paragrafo su un esempio storicamente molto importante.
Precisamente: vedremo che la ricerca delle terne pitagoriche si riduce alla
ricerca dei punti razionali sulla circonferenza del piano euclideo di centro 1’o-
rigine e raggio 1. Questo ci portera a fare una breve digressione su I'ultimo
teorema di Fermat.

1.2 Terne pitagoriche e ultimo teorema di Fermat

Si consideri nello spazio euclideo R? la circonferenza di equazione implicita:

di cui una comune rappresentazione parametrica si ottiene sfruttando le
funzioni trigonometriche :

{ x = cos(t),

y = sin(t), 0<t<2m.

Per dare una parametrizzazione razionale fissiamo il punto A = (0, —1) della
circonferenza e consideriamo il fascio di rette passante per tale punto.

Ad ogni retta del fascio, diversa dalla tangente in A, corrisponde un
unico punto della circonferenza diverso da A.
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dhY,
¥

Precisamente, si ha una corrispondenza biunivoca « fra i punti della
curva e le rette del fascio di centro A, che associa ad A la tangente in A
alla curva, e ad ogni punto ) della circonferenza diverso da A la retta AQ
del fascio. Si noti che tale corrispondenza ¢ biunivoca in quanto l'inversa
a1 & quella corrispondenza tra le rette del fascio e la curva C tale che alla
tangente in A alla circonferenza associa il punto A stesso di C, e ad ogni
retta r passante per A del fascio e diversa dalla tangente fa corrispondere il
punto diverso da A di rN C.

Sia ry : y+ 1 = tx la retta di coefficiente direttore ¢ del fascio di centro
A. L’intersezione tra la retta r; e la curva C ¢ data dal sistema

y=tr—1,

da cui si ottiene ’equazione:
z[(1+ %)z — 2t] = 0.

Scartando la soluzione x = 0 corrispondente al punto (0,—1) si ottiene il
punto (2t/(1+t2),(t> —1)/(t* + 1)) che al variare di ¢t € R descrive tutta
la circonferenza ad eccezione del punto A" = (0,1) (che non & rappresentato
in quanto le equazioni ridotte non rappresentano la retta = = 0 del fascio).
La circonferenza ha la rappresentazione parametrica razionale

2t
r=—7
14 ¢2’
2 -1
= — Vie R
y 1+t27 b

ed e ovviamente la piu piccola varieta affine che contiene tali punti. Que-
sto sopra descritto € un procedimento standard per trovare le equazioni
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parametriche razionali di curve algebriche piane, come vedremo nel prossi-
mo paragrafo.

Osservazioni.

1. L’esempio sopra descritto della parametrizzazione della circonferen-
za mostra molto bene lo stretto legame che esiste tra la Geometria
Algebrica e la Teoria dei Numeri. Infatti, dal sistema:

2t
xr = ———r
1412
2 —1
= VteR,
Y 14 ¢2

per ogni t € Z otteniamo un punto @ = (p/q,r/s) a coordinate razio-
nali su C. Si noti che l'esistenza del punto a coordinate razionali
sulla circonferenza, implica che:

(p/a)* + (r/s)* =1,
0 equivalentemente:

(ps)* + (rq)* = (g5)*.
Cio risolve un tipico problema della teoria dei numeri: quello della
ricerca delle soluzioni intere non banali dell’equazione a coefficienti
interi (o diofantea): X2+ Y2 = Z2.
I punti razionali di una curva ci permettono, dunque, di trovare solu-
zioni intere non banali di equazioni diofantee; infatti, siano (X,Y, Z)
le coordinate omogenee associate ad x e y

1= %,
Y
y=7z.
Se (I,m) sono i parametri direttori della retta di coefficiente direttore ¢
si ha anche t = 7. Sostituendo a x, y, ¢ le loro espressioni in funzione di
X,Y, Z I, m nelle equazioni parametriche della circonferenza, si ottiene
(x 2 2ml

2tm? 2 27
Jlgm “+m

2 g2
y  mE gz
A

m2+412 m2 + 12’
\ 2
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da cui:
X =2ml,
Y =m? - 12,
Z =m?+ 12,

cha da tutte le soluzioni intere non banali, con Z > 0 e X pari dell’e-
quazione diofantea X2 +Y? = Z2. Le terne (X, Y, Z) si dicono anche
terne pitagoriche in quanto interpretate X e Y come lunghezze dei
cateti e Z come lunghezza dell’ipotenusa di un triangolo rettangolo la
X2 +Y? = Z? esprime il Teorema di Pitagora.

. Abbiamo trovato infinite soluzioni intere non banali dell’equazione
X"+Y"r=2"

nel caso particolare n = 2. E facile vedere che esistono infinite soluzioni
intere non banali anche nel caso n = 1 dell’equazione diofantea X +
Y = Z (laretta © + y = 1 ha infatti infiniti punti razionali).

Per n > 3 si ha invece il teorema enunciato da Fermat nel 1637, e noto
come I"Ultimo Teorema di Fermat, secondo cui I’equazione

Xt+ynr=27" n >3

non ammette soluzioni intere non banali.

Fermat scrisse I’enunciato di tale teorema nel margine di un libro di
matematica con il commento “Ho scoperto una dimostrazione davvero
notevole, che questo margine e troppo piccolo per contenere”. Fermat
poi non trovo mai posto per scrivere la dimostrazione generale, ma
scrisse il caso n = 4.

Si noti come la condizione n > 3 possa essere sostituita dalla condizio-
ne p > 3, con p numero primo. Sia infatti n = hp con p primo dispari.
Allora '’equazione:

X’VL + YTL — Z’Vl’

Sl pub I“lSCI‘lV(EI‘(E come:
h[) h]) h])
X Y == Z 9

e se, per assurdo, tale equazione avesse una soluzione (a, b, ¢) # (0,0,0)

si avrebbe:
aP P =

?
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e pertanto (ah, bh, ch) risulterebbe soluzione intera non banale di X? +
YP = ZP  in contraddizione con lipotesi che il teorema di Fermat
valga per n = p con p > 3 primo. Con un ragionamento simile si
pud dimostrare che se ’equazione avesse soluzioni per n = 2" con
h > 2 anche ’equazione ottenibile per n = 4 dovrebbe averne, il che &
assurdo, per quanto gia dimostrato da Fermat.

Cento anni dopo Fermat, il matematico svizzero Leonardo Eulero eli-
mino il caso n = 3. Nel 1820 e 1830 il teorema fu provato per n =
5,7.

La teoria fece poi passi da gigante per opera del matematico F.E. Kum-
mer, cui si deve la teoria di Kummer, che divide i numeri primi in primi
regolari e irregolari, e stabilisce I'ultimo teorema di Fermat per i primi
regolari (che sembrano piu frequenti di quelli irregolari, costituendo il
60% di tutti i primi). Ma, ironicamente, mentre si pud dimostrare fa-
cilmente che i primi irregolari sono infiniti, non ¢ mai stato dimostrato
che i primi regolari lo sono (anche se questo ¢ sicuramente vero).

Pitu tardi alcuni miglioramenti alla teoria di Kummer resero possibile
studiare separatamente i primi irregolari, caso per caso, riducendo lo
studio per vedere se il teorema di Fermat & vero ad un calcolo diretto
ma lunghissimo, che sembra fatto a posta per i moderni calcolatori.
Usando questi miglioramenti della teoria di Kummer vari ricercatori
tra il 1970 e il 1993 hanno verificato che il teorema & vero per primi
fino a 4.000.000. Estendere oltre il risultato ¢ certamente possibile,
ma farlo per questa strada richiederebbe nuove tecniche computazio-
nali. Cio non sara necessario in quanto un ricercatore di teoria dei
numeri Andrew Wiles nel settembre del 1994 ha completamente di-
mostrato il teorema, utilizzando comunque tecniche della teoria delle
curve ellittiche che ai tempi di Fermat non esistevano ancora.

1.3 Richiami sulle curve algebriche piane

Scopo di questo paragrafo ¢ mostrare come il procedimento utilizzato per
dare la parametrizzazione razionale della circonferenza, si possa generaliz-
zare a curve algebriche piane di ordine n > 2. Avremo bisogno, per questo
scopo, di alcuni richiami.

Si consideri il piano affine reale R?, ampliato con gli elementi all’infinito
e complessificato (si aggiungano cioe gli eventuali punti a coordinate com-
plesse, considerando pero sempre equazioni a coefficienti reali e sistemi di
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riferimento reali). Indicheremo con f(z,y) € Rz, y] un polinomio di grado
n, con C" = V(f(x,y)) una curva algebrica di ordine n (o, meglio, la sua
parte affine), con Py = (x0,%0) un punto fissato di R? e, infine, con r una
retta del piano, di parametri direttori (I,m) passante per Py e non tutta
contenuta in C™. Si ha la seguente:

Definizione 1.3.1 Si dice molteplicita di intersezione, p,nc(P), di
una retta v con la curva C™ nel punto Py la molteplicita algebrica della
soluzione t = 0, corrispondente al punto Py, nell’equazione

f(wo + It, yo + mt) =0,

risolvente 1l sistema

xr = xg9 + I,
Yy = yo + mt,
f(z,y) =0,

dato dalle equazioni della r e della C™.

Osserviamo che f(xo+1t, yo+mt), per ogni fissato (I, m), € un polinomio
in ¢ di grado positivo (poiché Py € C™) e, in generale, < n. Precisamente:
avra grado esattamente n, se la retta r € “generica”’ nel senso che il suo
punto all’infinito di coordinate (Z, X,Y’) = (0,1, ¢) non soddisfa l’equazione
omogenea F(Z,X,Y) = Z"f(X/Z,Y/Z) = 0 della curva, ossia, non ¢ un
punto all’infinito della curva; avra grado n— h > 0 se la curva passa per P
con molteplicita h. Nel caso in cui r sia “generica’, nel senso sopra precisato,
I’equazione risolvente il sistema ha, per il teorema fondamentale dell’algebra,
nel piano complessificato, esattamente n soluzioni da contare con la dovuta
molteplicita. Questo sara utile presto nella dimostrazione della Proposizione
che ci dara il significato geometrico dell’ordine di C™ = V(f(x,y)).

Un’ulteriore osservazione che, forse, andava fatta immediatamente e che
tale definizione sembra dipendere sia dal sistema di riferimento scelto nel
piano sia dalla parametrizzazione scelta per la retta. Si puo dimostrare,
tuttavia, che la molteplicita di intersezione (che ¢ ovviamente 0 se Py ¢
rNC™) dipende solo dalla retta r, dalla curva C™ e dal punto Py, e non dalla
scelta del riferimento nel piano R? o dalla scelta della parametrizzazione
della retta r (cio si puo prevedere essendo ogni cambiamento del sistema di
riferimento di primo grado).

La definizione di molteplicita di intersezione € quindi ben posta e da tale
definizione, e dal teorema fondamentale dell’algebra segue subito la seguente:
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Proposizione 1.3.1 Sia f(x,y) € Rlx,y] un polinomio di grado n. L’or-
dine n di una curva algebrica C™ di equazione

f(z,y) =0,

ha il significato geometrico, di numero di punti, eventualmente contati con
la dovuta molteplicita, comuni alla curva C™ e ad una retta generica r del
piano non tutta contenuta in C™.

e la curva ¢ solo affine, si deve intendere il termine retta “generica” ne
Sel lo affine, d tend 1t tta “ ” nel
senso sopra precisato.

Definizione 1.3.2 Sia Py un punto appartenente ad una curva algebri-
ca piana C™ di ordine n definita dall’equazione f(x,y) = 0. Py si dice
semplice per C" se sono verificate le sequenti condizioni:

1. Ogni retta passante per Py é tale che p.nc(FPo) > 1.
2. Esiste almeno una retta T passante per Py per cui prnc(FPo) = 1.

Dimostreremo ora il seguente teorema che caratterizza la retta tangente in
un punto semplice di una C™.

Teorema 1.3.1 Se Py é un punto semplice di C™ = V(f(z,y)), nel fascio
di rette di centro Py esiste un‘unica retta, detta tangente in Py alla C™,
avente molteplicita di intersezione maggiore o uguale a 2 con la C™ in Py.
Tale retta ha equazione

of of
— (Py)(x —x — (P, — =0
5 L0 0) + 3y( 0)(y —yo) =0,
ottenuta annullando © termini di grado minimo nello sviluppo di Taylor del
polinomio f(x,y) di punto iniziale Py. Tutte le altre rette r passanti per
Py diverse dalla tangente hanno molteplicita d’intersezione con la C™ in P
esattamente 1.

Dimostrazione. La generica retta r del fascio passante per Py ha equazioni:

{ x =z + It,

y = yo +mt, (13)

e la sua intersezione con la curva C™ ¢ data dalle soluzioni del sistema:
f(z,y) =0,
T = xg + I,
Y=1Y + mta
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la cui equazione risolvente é :
f(xo +1t,y0 +mt) = 0.

Sviluppando f(x,y) in formula di Taylor con punto iniziale Py, si ha:

flzy) = flzo,yo) + [fe(z —z0) + [, (v — vo)] +
o 0 = 0)? + 21,0 = 20)(y — o) + 3,y — o)) +
0 0
+...+% é(m—:ﬂo)ﬂLa‘g(y—yo)}ga

ove si ¢ indicato con fQ la derivata di f rispetto ad z calcolata nel pun-
to Py. e lesponente n che figura nell’ultimo termine sta ad indicare una
potenza simbolica n-esima del binomio che, quando agisce sull’operatore di
derivazione ha il significato di derivata parziale n-esima.

Per ipotesi Py appartiene a C", quindi f(xo,y0) = 0. Inoltre dall’equa-
zione della retta segue: lt = © — xg, mt = y — yg. L’equazione risolvente il
sistema diventa quindi:

1
Floo+1tyo+mt) = [f1+ fymlt + S[f2,07 + +2f5,lm +
1 .0f  Of
0 2142 nyn

La soluzione t = 0 ha molteplicita algebrica esattamente 1 se e soltanto se
¢ possibile mettere in evidenza ¢ ma non t2, ossia il coefficiente di ¢ non &
identicamente nullo. Poiché Py ¢ semplice ’esistenza di una retta 7 passante
per Py per cui usno(FPo) =1 ci dice

S+ fm # 0.
Ne segue che (fY, fg ) # (0,0), ossia in Py non si annullano simultaneamente

le derivate prime (condizione analitica affinché un punto sia semplice).
Ma allora, per valori generici di [l e m

Fl+ fim #0,

e quindi il primo membro ¢ un polinomio di primo grado in [ e m e, come
tale, ha un’unica radice. Esiste quindi un’unica retta i cui parametri direttori
(I,m) soddisfano ’equazione

o1+ fgm =0,
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per la quale, nell’equazione risolvente il sistema, si potra mettere in evidenza
almeno t?; quindi tale retta avra molteplicita di intersezione > 2. Essendo
(I,m) proporzionale secondo il fattore 1/t a (z — xo,y — yo), tale retta, che
dicesi tangente in Py a C™, avra equazione

f(@ = mo) + f)(y — yo) = 0.

Resta cosi anche dimostrato che Py ¢ un punto semplice per C"™ se e soltanto
se f(zo,y0) = 0 e (fY, fg) # (0,0), (o anche se e solo se lo sviluppo di Taylor
di punto iniziale Py ha termini di grado minimo 1) ossia se e soltanto se &
un punto di C™ in cui esiste la retta tangente (la cui equazione si otttiene
annullando tali termini di grado minimo 1 nello sviluppo di Tailor) in Py
alla C" I

Definizione 1.3.3 Un punto Py si dice doppio per la curva algebrica C™ =
V(f(z,y)) se sono verificate le sequenti condizioni:

1. Ogni retta passante per Py di parametri direttori (I,m) é tale che:
Mr(lym)ﬂC(PO) 2 2

2. Esiste almeno una retta T del fascio, passante per Py e di parametri
direttori (I,m), per cui si ha: pr; nc(Po) = 2.

Come nel corso della dimostrazione del Teorema precedente si prova che Py
¢ un punto doppio per C” se e soltanto se:

o fIl+ fm =0 per ogni coppia (I,m), ossia (f2, f7) = (0,0).
e Esiste almeno una coppia (I,7m) per cui si ha:
0.+ 2f) Im+ fom? # 0.

Ne segue che f9 1% 42 fgylm + fgme non e identicamente nullo, ed essendo
quest’ultimo un polinomio di secondo grado in (I,m), ha esattamente due
radici in C che corrispondono ai parametri direttori delle uniche due rette
del fascio di centro Py aventi molteplicita di intersezione > 3. Queste due
rette ovviamente possono essere: reali distinte, reali coincidenti o complesse
coniugate, in corrispondenza il punto doppio si dira, rispettivamente nodo,
cuspide, punto doppio isolato. Resta cosi dimostrato il seguente:

Teorema 1.3.2 Se Py ¢ un punto doppio per C" allora tutte le rette del
fascio, escluse le due rette di parametri direttori verificanti:

02 0 0,2
val” + 2fplm + fy,m* =0, (1.4)
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hanno molteplicita d’intersezione puync(Py) = 2.
Le due rette verificanti (1.4), per cui la prnc(Py) > 3 si chiamano tangenti
principali alla curva nel punto doppio.

La condizione analitica affinché un punto P, sia doppio e che siano tutte
nulle le derivate prime di f in Py, ma che non si annullino tutte le derivate
seconde. Lo sviluppo di Taylor di punto iniziale Py ha quindi termini di
grado minimo 2 e annullando tali termini si ottiene 1’equazione complessiva
delle due tangenti principali al punto doppio. Pil in generale si ha:

Definizione 1.3.4 Un punto Py si dice s — plo (o di molteplicita s) per C™
se sono verificate le sequenti condizioni:

1. Ogni retta v passante per Py di parametri direttori (I,m) é tale che
,u’T(l’m)ﬂC(PO) 2 S.

2. Esiste almeno una retta 7 del fascio passante per Py e di parametri
direttori (I,m) per cui si ha: Nr([m)ﬂC(PO) =s.

Come si & visto nel caso s = 2, si ha in generale che tutte le rette per Py,
escluse le s rette i cui parametri direttori soddisfano la

o

of s
ax +@m}0 —0,

che si dicono tangenti principali nel punto s — plo, hanno molteplicita
d’intersezione con la curva C™ in Py uguale ad s, ossia p,c(Py) = s.

La condizione analitica affinché un punto P, sia s — plo € che siano
nulle tutte le derivate in Py fino all’ordine (s — 1), ma non tutte nulle quelle
di ordine s. Inoltre se Py € un punto s — plo ’equazione:

of of
——(r—z0)+ —(y — 0=0
5 (&~ 20) 3y (¥ —%0)}5 =0,
ottenuta annullando i termini di grado minimo nello sviluppo di Taylor &
I’equazione complessiva delle s tangenti principali in Py; rappresenta, infatti,
una curva algebrica di ordine s che si spezza nelle s tangenti principali.

Osservazione Lo sviluppo di Taylor di centro Py = (¢, yo) di un polinomio
si ottiene effettuando le sostituzioni:

{Jrzxo—}—(a:—xo),
Yy =1yvo+ (¥ — o),
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e poi ordinando rispetto a (x — zg) e (y — yo). In particolare, nel caso in
cui Py = O = (0,0), lo sviluppo di Taylor del polinomio ¢ il polinomio
stesso. Ne segue che se il polinomio f = f(z,y) € privo di termine noto,
la curva C' = V(f) passa per l'origine O; se f ha termini di grado minimo
s > 1 l'origine € un punto s-plo e ’equazione complessiva delle s tangenti
principali nel punto s-plo O si ottiene annullando il complesso dei termini
di grado minimo.

Esempi
e Consideriamo la cubica:
y? — 322 = 0.

Si chiede di studiare la natura dell’origine O = (0,0) e di determinare
equazioni parametriche razionali.

I termini di grado minimo del polinomio in questione sono quelli di secondo
grado, quindi O = (0,0) ¢ un punto doppio e le tangenti principali hanno
equazione complessiva 322 = 0 (ossia sono due reali e coincidenti con ’asse
delle y doppio e il punto & pertanto una cuspide). Per parametrizzare tale
curva, osserviamo che ogni retta per O ha con la curva due intersezioni
assorbite in O, trattandosi di una cubica, una tale retta ha dunque un
un’unico punto di intersezione distinto da O con la cubica. Similmente a
quanto fatto per determinare le equazioni parametriche della circonferenza,
intersechiamo la cubica con il fascio di rette di centro O, ovvero consideriamo

il sistema:
y? — 322 =0,
y =tz,

la cui equazione risolvente & :
323 — 322 = 22(3z — 3) = 0.

Scartando la soluzione (di molteplicita 2) z = 0 corrispondente all’origine,
si ottiene ’ascissa dell’unico ulteriore punto di intersezione distinto da O.
Sostituendo tale ascissa nella y = tx si hanno per la cubica le equazioni
parametriche razionali:

I._S
37
3
Y t2'
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e Studiamo ora la quartica:
et — 3+ ay? =0,
nell’origine O = (0,0).

Per quanto osservato sopra, lo sviluppo di Taylor del polinomio nell’origine
¢ il polinomio stesso. I termini di grado minimo sono quelli di terzo grado,
quindi O = (0,0) & un punto triplo e l‘equazione complessiva delle tangenti
principali

xy? — 23 =2y —2)(y+2)=0.

Pertanto, le tre tangenti principali sono le rette
z =0, Y=z, Y= —.

Una generica retta per O avra con la curva oltre alle tre intersezioni assor-
bite in O, solo un’ulteriore intersezione (trattandosi di una quartica). Per
parametrizzare tale curva possiamo quindi ragionare analogamente a quan-
to fatto sia per la circonferenza che per la cubica dell’esempio precedente.
Precisamente, intersecando con la generica retta per O si ha il sistema:

$4—x3+xy220,
y = tz,

la cui equazione risolvente & :
Brx—-14+tH)=0

Scartando la soluzione tripla x = 0 corrispondente all’origine, si ottiene
'ascissa = 1 — t? dell’ulteriore punto di intersezione della retta y = tx con
la quartica. Sostituendo tale espressione nella y = tx si hanno le equazioni
parametriche razionali della curva:

x=1-—1t2

{ y=1t—t
I due esempi generalizzano ad una cubica con un punto doppio e ad una
quartica con un punto triplo il procedimento con cui abbiamo ottenuto la
parametrizzazione razionale della circonferenza (che ha ordine 2 e in cui ogni
punto & semplice). Tenendo presente il significato geometrico dell’ordine e

la definizione di punto (n — 1)-plo, possiamo generalizzare il procedimento
alle C™ con n > 2.
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Teorema 1.3.3 Una curva algebrica C™ con un punto (n—1)—plo é razio-
nale, ossia: ha equazioni parametriche razionali..

Dimostrazione. Sia Py = (¢, yp) il punto (n — 1)-plo di C™. Sviluppando
in formula di Taylor di punto iniziale Py, la equazione della curva si scrive
nella forma

f($7y) = ¢n(.’IJ —Z0,Y — yO) + ¢TL—1($ — X0, Y — 3/0) = 07

dove ¢, (z—x, y—1o) € la parte omogenea di grado n mentre ¢,,_1(x—xzq, y—
yo) € la parte omogenea di grado (n —1). Per quanto visto precedentemente
Gn—1(x — 0,y — yo) = 0 & 'equazione complessiva delle (n — 1) tangenti
principali in Py = (z0, yo).

Per trovare una parametrizzazione razionale, studiamo 'intersezione tra
la curva C™ e la generica retta del fascio passante per Fy:

{ dn(x — 20,y — Y0) + Pn—1(x — 20,y — %) = 0,
Y —yo = t(x — x0).

L’equazione risolvente tale sistema é:

On(x — x0,t(x — 20)) + Pn—1(x — 20, t(T — 20)) = 0.
Ricordiamo che una funzione g(z,y) omogenea di grado a soddisfa per ogni
tla

g(tz, ty) = t%g(z,y).
Essendo ¢, e ¢,,_1 due funzioni omogenee rispettivamente di grado n e n—1,
si avra

(. — 20)"bn(1,t) + (x — 20)" *dp_1(1,t) = 0.

Mettendo in evidenza il termine (z — 2)" !

(2 = 20)" (& — 70)dn(1,1) + S (1,8)] = 0.

Scartando la soluzione (n — 1)-pla (z = x() corrispondente al punto (n — 1)-
plo Py, si ha D’ascissa dell’ulteriore punto (); di intersezione tra la retta
r; e la curva. Sostituendo nella y — yo = t(x — xp) si ha per la curva la

si ottiene pertanto

parametrizzazione razionale:

¢n71(17t)

TR (L)
o tgna(Lit)
Y=1 ¢n(1,t)
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Come nel caso della circonferenza, non & detto che la parametrizzazione
riempia tutta la varieta; non ¢ infatti rappresentato il punto di intersezione
con la retta z = xg. I



Capitolo 2

Geometria, Algebra e
Algoritmi

In questo capitolo si introducono i temi fondamentali del corso. Saremo inte-
ressati alla geometria delle varieta affini, che sono curve, superfici e oggetti
di dimensione piu alta definiti da equazioni polinomiali. Per questo scopo
dovremo studiare gli ideali nell’anello dei polinomi k[z1,...,x,]. Studiere-
mo, in particolare, i polinomi in una variabile per poter illustrare il ruolo
svolto dagli algoritmi.

2.1 Polinomi e Spazi Affini

Per collegare I’ Algebra con la Geometria studieremo i polinomi a coefficienti
in un campo. Utilizzeremo diversi campi a seconda degli scopi prefissati. I
piu comuni saranno:

e [ numeri complessi C, quando vorremo essere sicuri che un problema
abbia soluzione.

e [ numeri reali R, per disegnare le varieta in dimensione 2 e 3.

e [ numeri razionali Q, piu utili ad illustrare i collegamenti con la teoria
dei numeri.

e [ campi finiti, pit adatti per fare un’implementazione sul computer.
Ci riferiremo in particolare al campo fondamentale Z, (con p primo
> 2) dei campi a caratteristica p, o, piti in generale, al campo di Galois
di ordine ¢ = p" ottenuto a partire da Z,, aggiungendo le radici di un

17
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polinomio g(z) irriducibile su Z,, e di grado h, ovvero:

Zy
D= Gw)
[cfr[15]].
Definizione 2.1.1 Un monomio in x1,...,x, € un’espressione del tipo:
R SN o

dove tutti gli a;; sono interi non negativi. Il grado totale di tale monomio
e la somma o] = aq + ... + .

La notazione per i monomi verra semplificata scrivendo

«

z® =ity

n
ove a = (aq,...,q,) € una n-pla di interi non negativi, e se a = (0,...,0)
si ha 2% = 1. Con questa notazione il grado totale del monomio x® sara
denotato con |a| = ag + ... + ay.

A partire dalla definizione di monomio, si puo definire un polinomio come
somma di monomi.

Definizione 2.1.2 Un polinomio in z1,...,x, a coefficienti in un campo
k ¢ una combinazione lineare finita di monomi, ossia é del tipo

f(xl,...,mn):Zaaaco‘, aq € k,
«

ove a = (aq,...,ap) varia in un insieme finito di n-ple di interi non
negativi. L’insieme di tutti i polinomi a coefficienti in k si indica con
klxi, ..., zy].

Sen =1, k[z] = {f(z) = amz™ + am_12™ 1+ ... +ao | a; €k, an, #0}.
L’intero m si dice grado del polinomio, ’elemento a., si dice coefliciente
direttore, e il termine a,, 2™ si indichera con LT(f) (Leading Term o termine
direttore di f).

Nel caso generale (n > 1):

e Chiameremo a,, il coefficiente del monomio z¢.

e Se ay # 0 chiameremo a,x® un termine di f.
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e Grado totale di f(z1,...,z,) ¢ definito come:

of = g%{! o}

Useremo sempre le lettere f, g, h,p, q,r per indicare polinomi. Ad esem-
pio il polinomio

2
3z3y%z + §x4y2 + 8zyz — 2y

¢ un polinomio in Q[z,y, z] che ha quattro termini e grado totale 6. Si noti
che ci sono ben due termini di grado totale massimo 6, fatto che non puo
accadere per polinomi in una variabile. Per poter parlare anche nel caso di
piu variabili di termine direttore di F' studieremo, nel prossimo Capitolo,
come ordinare i termini di un polinomio.

Nell’anello k[z1, ..., 2y] si definiscono la somma e il prodotto fra polino-
mi con le regole usuali dell’algebra. Rispetto a tali operazioni k[z1, ...,z |(+, )
ha una struttura di anello commutativo dotato di unita e privo di divisori
dello zero, o, come anche si dice, di dominio.

Cosl come dal dominio Z si costruisce il campo Q dei razionali:

p p r
Q:{g|p7qeza q#Oe;z;@ps:qr},

da ogni dominio si puo costruire il campo dei quozienti. Con tale costru-

zione a partire dal dominio k[x1, ..., z,] si ottiene il campo dei quozienti
polinomiali:
flx
Honem) = (] 1) 9(0) € Kan ool glo) 20
flz) _ fl(x)

! = lx ZT)r.
o)~ giw) T @9 @) = @)@}

Per i nostri scopi sara sufficiente dare per lo spazio affine la seguente definizio-
ne.

Definizione 2.1.3 Dato un campo k ed un intero positivo n, si dice spazio
affine n-dimensionale l’insieme :

kn:{(ala"'van) | al,...,anEkj}.

Ogni polinomio f € k[zy,...,x,] individua una funzione polinomiale (che
continueremo ad indicare con f):

Fokt —k
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che associa ad ogni elemento a = (ay,...,ay) € k™ il valore f(a) € k, che il
polinomio f(x) assume nel punto a.

Lo stesso discorso continua a valere se invece di f si considera il quoziente
polinomiale f(x)/g(x). Sia W = {a € k" | g(a) = 0}, si dice funzione
razionale individuata da tale quoziente polinomiale I'applicazione

f
g

KT —-W —k

che associa ad ogni elemento a = (ay,...,a,) € k" — W 1’elemento

fla)/g(a) € k.

Il campo delle funzioni razionali sara indicato ancora con k(x1,...,xy,).

Due polinomi f,g € k[z1,...,2,] sono uguali se hanno i coefficien-
ti tutti uguali, si dicono invece identici se individuano la stessa funzione
polinomiale, ossia:

f(a) = g(a), Va € k".

Ovviamente polinomi uguali individuano la stessa funzione polinomiale, di-
fatti se f = g, allora f e g hanno gli stessi coefficienti e f — g = ¢ =
Oklay,....z]> da cui segue che ¢(a) = 0 Va € k, ossia f(a) = g(a) Va € k. 1l
viceversa in generale non vale.

Se k & infinito vale il seguente Principio d’identita dei polinomi:

Proposizione 2.1.1 Sia k un campo infinito ed f € k[xy,...,x,]. Allora f
e lo zero dell’anello dei polinomi f = Oy, .. +,] S€ € soltanto se la funzione
polinomiale individuata da f é quella nulla:

f kY —k
a— 0, Va € k™.

Dimostrazione. (=) E ovvio che se f = Okfar,.
k™.
(<) Si procede per induzione rispetto al numero n delle variabili.

Sia n = 1. Come dimostreremo nel paragrafo 2.4, un polinomio f(z) =
amx™ + ...+ ag di grado m > 0 ha al pitt m radici. Ora, se k € infinito e
f(a) =0 Va € k, il polinomio f viene ad avere un numero infinito di radici,
il che e assurdo se f ha grado positivo. L’unica possibilita ¢ dunque che f
sia lo zero dell’anello dei polinomi, ossia abbia coefficienti tutti nulli.

Sia n > 2. Per ipotesi induttiva assumiamo vera (<) per polinomi
g € k[xy,...,xp_1]. Siosservi che, se abbiamo un polinomio in piu variabili,

allora f(a) =0 Va €

@]
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possiamo fissare la nostra attenzione su una di esse, ad esempio x,, € con-

siderare l'anello k[z1,...,x,] = A[z,] come anello dei polinomi nell’unica
variabile x,, a coefficienti nell’anello A = k[x1,...,z,_1] dei polinomi nelle
altre n — 1 indeterminate. In altri termini si scrive:

890nf

flze,...,zn) = Z gi(x1, ... ,:rn_l)x;,
i=0

ove 0Oy, f € il grado, rispetto ad z,, di f. Se f : k" — k & tale che
f(a) =0, Ya € k™, dimostreremo che f ha coefficienti tutti uguali a zero,
sfruttando 'ipotesi induttiva che sia vero per polinomi di grado (n — 1).

Infatti, fissato arbitrariamente (a1, ..., a,_1) € k", il polinomio ¢(z,,) €
k[xy), definito dalla:

Oan f
o(xn) = flar,...,an—1,2,) = gi(ar,...,an_1)x),
i=0
¢ tale che Va €k, ¢(a) = f(a1,...,an—1,a) =0.

Poiché per n = 1 la proposizione ¢ vera, sappiamo che ¢(x,) ha coeffi-
cienti tutti nulli, quindi Vi = 1,...,0,, f, risulta g;(a1,...,an—1) = 0. Es-
sendo (ay,...,a,_1) arbitrario in k"~ !, tutte le g; : k"' — k sono uguali
alla funzione nulla.

L’ipotesi induttiva implica quindi che g; = Ok[m,...,xn,l]v ossia per ogni ¢
il polinomio g; deve avere i coefficienti tutti nulli. Poiché tutti i coefficienti
di g; forniscono tutti i coefficienti di f si avra che anche questi saranno a
loro volta tutti nulli. 1

L’ipotesi che k sia infinito & essenziale per la validita del teorema. Sia
infatti k = Zo = {0,1} e f(z) = 22 + = € Zz[z]. Si vede allora come, pur
essendo f(z) # Og,[y), si ha f(0) =0e f(1) =0.

In generale si ha che se k = GF(q) ¢ un campo finito di ordine ¢ = Pl
e f: GF(q) — GF(q), allora f ¢ la funzione polinomiale nulla se e solo
se f & un multiplo del polinomio g(z) = 29 — x = x(x9~! — 1), come segue
facilmente dal

Lemma 2.1.1 Per ogni a € GF(q) vale l'identita a? = a e se a # 0 si ha
a?t=1.

Dimostrazione. Il gruppo moltiplicativo k& — {0} & un gruppo di ordine
g — 1. Sia a # 0 un arbitrario elemento di tale gruppo e siar = | < a > |
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il suo periodo (i.e. il minimo intero positivo tale che a" = 1, che, come
¢ noto dal corso di Algebra, coincide con l'ordine del sottogruppo ciclico
< a > generato da a). Dal teorema di Lagrange, [cfr[7]], segue subito che
q—1 =ir ove i & il numero delle classi laterali del sottogruppo < a > quindi

aqfl _ air _ (ar)i _ 11 — 1.

Pertanto ogni elemento a € k — {0} soddisfa alla

a7t =1.
Poiché banalmente lo zero soddisfa alla a = 0, si ha 'asserto. 1
Se ap = 0,a1,...,a4—1 sono i ¢ elementi del campo finito si ha quindi

che g(x) ha su GF(q) la fattorizzazione

gxz)=z(x—ar) ...  (x —ag—1),

(infatti, come & noto e, comunque, richiameremo nel corso della dimostrazio-
ne del corollario 2.4.1, se « € radice di g(z) necessariamente (z — «) divide
g(x)). Ogni polinomio f(x) € GF(q)[z] che individui la funzione polino-
miale nulla ammettera le ¢ radici distinte ag = 0,a1,...,a4—1, € pertanto
sara divisibile per g(z). Viceversa & ovvio che, se il polinomio f € multiplo
di g(z), risulta f(a) =0 Va € GF(q).

Concludiamo questo paragrafo ricordando la proprieta che caratterizza il
campo C.

Teorema 2.1.1 (Teorema fondamentale dell’algebra) Ogni  polino-
mio f(z) di Clz] di grado strettamente maggiore di zero ha almeno una
radice in C.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f(z) non ammetta radici
in C, ossia f(z) # 0 Vz € C. In questa ipotesi 1/f(z) & una funzione
olomorfa sull’intero piano della variabile complessa, o come anche si dice
una funzione trascendente intera. Ovviamente il lim, ., 1/f(z) = 0; ne
segue facilmente che esiste una costante M > 0 tale che |1/f(z)| < M. Per
il teorema di Liouville, ogni funzione trascendente intera limitata in modulo
¢ costante, ma allora anche f(z) dovrebbe essere costante, contro l'ipotesi
che il grado di f e strettamente maggiore di zero. I

Ricordiamo che un campo k si dice algebricamente chiuso se vale in k[z]
il Teorema fondamentale dell’algebra ossia se ogni polinomio non costante
ha almeno una radice in k.
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2.2 Varieta Affini e Parametrizzazioni

Definizione 2.2.1 Sia k un campo e siano f1,..., fs s polinomi in k[z1,
., Zp|. Si dice varieta affine definita da f1,..., fs Uinsieme:

V(fi,- s fs) ={(a1,...,an) € K" | fi(ar,...,a,) =0, V1<1i<s}.

In altri termini, una varieta affine V(fi,..., fs) C k™ ¢ U'insieme di tutte le
soluzioni del sistema:

fl(l‘l, . ,l’n) = O,

fs(l'l,--.,xn) =0.

Esempio: Si consideri un sistema di m equazioni lineari in n incognite
T1,...,Ty a coefficienti in un campo k:

a11x1 + ... + apTy = by,

am1Z1 + ... + GmnZn = bm.

L’insieme delle soluzioni di questo sistema ¢ una varieta affine V in k", che
chiameremo varietd lineare. Come € noto dal corso di Algebra lineare la sua
dimensione ¢ n—r, dove r ¢ il rango della matrice dei coefficienti del siste-
ma, ovvero il numero di equazioni linearmente indipendenti. Descriviamo
ora alcune proprieta delle varieta affini.

Proposizione 2.2.1 Se V.W C k™ sono warieta affini, allora VNW e
V UW sono anch’esse varieta affini.

Dimostrazione. Se V = V(f1,...,fs) e W =V(g1,...,9:), si ha precisa-
mente che

Vvnw = V(fla--'af&gla"'agt)? (21)
VUW = V(figi | 1<i<s, 1<j5<1).

La (2.1) segue banalmente dal fatto che in VW sia fi,..., fs che g1,..., g
si devono annullare, ovvero devono annullarsi simultaneamente tutte le f1, ...
fsy 915 9t

Dimostriamo ora la (2.2). Sia a = (a1,...,a,) € VUW. Sea €V,
tutte le f; si annullano in a, per cui anche tutte le f;g; si annulleranno in
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tal punto e quindi V' C V(f;g;). Similmente si vede che se a € W, risulta
necessariamente W C V(f;g;5). Pertanto, V.UW C V(fig;).

Per dimostrare 'inclusione opposta consideriamo un punto b di V(f;g;)
e supponiamo che sia f,(b) # 0 per qualche « (ossia b ¢ V, altrimenti
non c’e niente da dimostrare). Il fatto che f,g; si annulla in b per ogni
J, ma fo(b) # 0 implica che tutti i g; devono annullarsi in b, e quindi
beW CcVuUWw. I

Da questa proposizione segue che unioni ed intersezioni finite di varieta
affini sono ancora varieta affini. Ovviamente V(0) = k™ e, ad esempio
V(z,z — 1) = 0 (in generale sard vuota la varieta luogo degli zeri di un
qualunque sistema incompatibile di equazioni polinomiali). Sara uno dei
nostri scopi quello di far vedere che le varieta affini sono i chiusi di una
topologia di k™, la cosidetta “Topologia di Zariski”. A tale scopo resta solo
da dimostrare che intersezioni qualsiansi di varieta affini sono varieta affini
e questo seguira dal Teorema della base di Hilbert.

Siano f1,..., fn € klz1,...,xy], 1 problemi che si presentano nello studio
delle varieta affini sono:

e il problema della Compatibilita del sistema, che consiste nello sta-
bilire quando risulta V(f;) # 0.

e il problema della Finitezza, ossia di determinare esplicitamente le
soluzioni del sistema, cio¢ i punti di V= V(f1, ..., fs) e vedere se sono
o meno in numero finito. Questo problema consiste sostanzialmente
nel determinare le equazioni parametriche esplicite di V:

T = Tl(tl, e ,tm),
T = Tp(t1, .o tm)-
e determinare la Dimensione di V(fi,..., fs).

Osservazioni

1. La nozione intuitiva di dimensione (data dalla dimensione dello spazio
ambiente meno il numero delle equazioni indipendenti) andra modi-
ficata come mostra ’esempio della varietd di R? data dall’unione fra
lasse z (V(x,y)) e il piano (z,y) (V(2)):

V(z)UV(x,y) = V(zx, 2y).
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Dalla Proposizione precedente segue che tale unione ¢ ancora una va-
rieta affine, ottenuta tuttavia unendo una curva (asse z) ed una su-
perficie (piano (z,y)), ossia un pezzo di dimensione intuitivamente 1
con un pezzo che intuitivamente ha dimensione 2.

2. La differenza di due varieta affini non sempre ¢ una varieta affine.

e Si consideri ad esempio in R? la retta y = z cui togliamo il punto
(1,1) :

X={(z,z) | zeRz#1}=V(@—-y)—V(@-1y—-1).
Se X fosse una varieta affine, dovrebbe essere del tipo:
X=V(f1,....fs)={acR? | fi(a)=0,Vi=1,...,s}.

Dovrebbero pertanto esistere s polinomi ¢;(z) = fi(z,z), nella
variabile z e di gradi rispettivi n;, che si annullano per ogni x # 1.
Poiché il campo £ = R ¢ infinito e tali polinomi ammettono un
numero di radici superiore al grado si ha che sono identicamente
nulli, e pertanto anche ¢;(1) = 0. In altri termini: ogni polinomio
che si annulla su tutti i punti di X deve necessariamente annul-
larsi anche in (1,1). Ne segue che non possono esistere s polinomi
tali che X = V(f1,...,fs). Questo & un particolare esempio di
retta bucata, ma lo stesso discorso vale per qualsiasi altra retta
privata di un suo punto.

3. Risulta, invece, una varieta affine il prodotto cartesiano di due
varieta affini

V:V(flw"afs)a fiEk[ﬂfl,...,[I)n], ngnv
W =V(g1,---,9t), 95 €kly1,---,yml;, W CE™.
Precisamente:
VxW={(ab) | acV, bec W} k"™,

In altre parole, se x € k™ e y € k™ la varieta prodotto V x W & definita
come l'insieme dei punti (z,y) € k™" che, con le loro coordinate
risolvono il sistema:

{fi(z:)zo, i=1,...,s,
9i(y) =0, j=1...,t
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e Si consideri il punto z = 3 in R e la parabola z = y? nel piano
yz. La varieta di R3 prodotto del punto per la parabola

VxW: { v 35

z =y
e chiaramente anche l'intersezione del piano di equazione z =
3, parallelo al piano yz, con il cilindro z = y? con generatrici
parallele all’asse x che proietta parallelamente all’asse x i punti
della parabola z = y? del piano yz.

Diamo ora la seguente definizione

Definizione 2.2.2 Si dice che una varieta affine V.= V(f1,..., fs), con

fisoooy fs € k[z1,...,xn), ammette una parametrizzazione razionale se
esistono n funzioni razionali vy, ...,y in k(t1,...,ty), campo dei quozienti
del dominio k[t1,. .., tn], tali che:

i) 1 punti di coordinate:

T = Tl(tl,... ,tm),

T =Tp(t1, ..oy tm),

siano tutti su V-="V(f1,..., fs)

i1) V sia la pit piccola varieta affine di k™ contenenti tali punti.

Se le r,...,r, sono dei polinomi, si parlerda semplicemente di rappresen-
tazione parametrica polinomiale di V.

Le equazioni f; = ... = fs =0 di V forniscono invece una rappresentazione
implicita di V.

Attraverso queste ultime ¢ piu facile verificare ’appartenenza o meno
di un punto ad una varieta: bastera infatti verificare se le equazioni del-
la varieta sono soddisfatte dalle coordinate del punto in questione o me-
no. Le equazioni parametriche risultano piu utili quando, per mezzo di un
computer, si vuole disegnare il grafico della varieta. Il fatto di voler otte-
nere entrambe le rappresentazioni di una varieta affine, porta ai seguenti
problemi:

e Parametrizzazione: stabilire cio¢ quando una varieta affine ammette
una rappresentazione parametrica razionale;

e Implicitizzazione: data una rappresentazione parametrica di una
varieta affine, vedere se € possibile passare alle equazioni cartesiane o
implicite.
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La risposta al primo problema ¢ in generale negativa; saranno solo le varieta
unirazionali a godere di questa proprieta. Per quanto riguarda invece il se-
condo problema si ha che & sempre possibile passare da una rappresentazione
parametrica razionale ad una rappresentazione implicita, come vedremo nel
capitolo sulla teoria dell’eliminazione.

Concludiamo questo paragrafo accennando ai seguenti esempi di cur-
ve e superfici dello spazio reale tridimensionale (ampliato e complessifi-
cato con laggiunta degli elementi impropri), che hanno rappresentazioni
parametriche razionali o polinomiali

Esempi.
1. Si consideri la retta in R? definita dalle equazioni:

r+y+z=1,
x4+ 2y —z=3.

Si vede subito come le soluzioni siano infinite, essendo un sistema di
2 equazioni in 3 incognite. Ponendo, ad esempio, z = ¢, si ottiene il

sistema
r=—1-—3t,
y =2+ 2t,
z =1,

che da, al variare di ¢ in R, le equazioni parametriche della retta.

2. Un altro esempio di varieta affine ¢ dato da il grafico di una funzione
razionale y = p(x) € k(z) ossia o(x) = f(z)/g(x), con f,g € k[z], g #
0. Si ottiene in questo modo la varieta associata al polinomio g(x)y —
f(x)
V(g(@)y — f(x)).

Assumendo come parametro x = t, si hanno le equazioni parametriche

xr =1,
_f@®
Y790

3. Cubica sghemba in R3. La curva di R? di equazioni parametriche:

T =t,
y =t
z:tS,
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si dice cubica sghemba. Eliminando il parametro ¢ dalle equazioni sopra
scritte, si hanno le equazioni cartesiane:

y = a?,
z =3,
che ci mostrano come si tratti della varieta affine:
V= V(y - IL‘Q,Z - $3)7

che risulta essere intersezione del cilindro quadrico y — 22 = 0 e del
cilindro cubico z — 23 = 0 le cui generatrici sono, rispettivamente,
parallele all’asse z e all’asse y.

Intersecando la curva con un piano
m: ar+by+cz+d=0,

si ottiene
at + bt + ct3 +d =0,

che, per valori generici di (a,b,c,d) # (0,0,0,0), & un polinomio di
terzo grado in t e, come tale, ha esattamente 3 soluzioni in C (il
nome di “cubica trae la sua origine proprio dal fatto che un piano
generico la incontra in 3 punti). Inoltre, non esiste nessun piano di R?
che contenga interamente la curva (o, come anche si dice, la curva ¢
sghemba), in quanto se fosse

at+bt’+ct>*+d=0, VteR,

per il principio d’identita dei polinomsi, si avrebbe a =b=c=d =0,
e ax + by 4+ cz + d = 0 non potrebbe essere I’equazione di un piano.

In generale, l'ordine di una curva sghemba di R? ha il significato
geometrico di numero di punti complessi (da contarsi con la dovu-
ta molteplicita) che la curva ha in comune con un generico piano di
R3.

. Superficie tangenziale alla cubica sghemba in R3.

Abbiamo visto nell’esempio precedente come la cubica sghemba abbia
equazioni parametriche:

xr =1,

y =t

z= t3,
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con t € R. Poiché il vettore tangente alla cubica ha per componenti
le derivate prime

&=1,
y =2t
5 = 3t2,

si ha che l'insieme delle tangenti alla curva in un generico punto &
descritto dalle equazioni parametriche:

T =1+ u,
y = t2 + 2tu,
z =13 + 3t%u,

dove t ed w indicano rispettivamente la posizione sulla curva e sulla
tangente. Eliminando i due parametri ¢ ed u si ottiene ’equazione:

—4x32 + 32%y? — 4y? + 6ayz — 2% = 0.

della cosidetta Superficie tangenziale alla cubica sghemba.

2.3 Ideali

L’interesse degli ideali ¢ che ci daranno un linguaggio per eseguire dei calcoli
con varieta affini. In questo paragrafo, richiameremo la nozione di ideale

direttamente nell’anello A = k[x1,...,z,], che & quello che a noi interessa,
e inizieremo a vedere la relazione tra ideali di k[z1,...,z,] e varieta affini.
Definizione 2.3.1 Un sottoinsieme I dell’anello A = k[z1,...,2z,] € un
ideale se soddisfa le sequenti condizioni:

(i) 0el.

(ii) Se f eg € I, anche f+g € 1.
(ii) Se f € I eh € k[xy,...,xy,], anche hf € I.

Ovviamente, 'intersezione insiemistica di due ideali & ancora un ideale di
A, mentre 'unione insiemistica non &, in generale, un ideale. Si da allora la
seguente

Definizione 2.3.2 Sia S un sottoinsieme di un anello A. Si dice ideale
generato da S e si indica con < S >, il minimo ideale di A contenente S.
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Si noti che che < S > esiste come intersezione della famiglia, non vuota (in
quanto contiene almeno A), di ideali di A contenenti S:

def
<S>= () I
A>1,DS

Dati s polinomi fi,..., fs appartenenti all’anello k[z1,...,x,] ovviamente
< f1,..., fs > contiene la totalita T delle combinazioni lineari, a coefficienti
hi € klz1,...,xy), degli elementi fi,..., fs; bastera quindi verificare che T
¢ un ideale perche sia proprio l'ideale generato da f1,..., fs.

Proposizione 2.3.1 Sia A = klz1,...,z,]. Dati s polinomi f1,..., fs in
A, linsieme

T={) hifi | ha,... s € kla1, ..., 2]}
i=1

e un ideale dell’anello A, e coincide con l’ideale < f1,..., fs > generato da

fiooo s

Dimostrazione. (i) Banalmente 0 € T, in quanto 0 si ottiene come
combinazione lineare a coefficienti tutti nulli degli f;.
Siano f =7 hifie g =7 1 ¢fi e sia h un qualunque elemento di
k[l‘l, oo ,xn].
(ii) Si ha che
S

F+9=> (hita)f

i=1
¢ ancora una combinazione lineare dei polinomi fi,..., fs, e quindi appar-
tiene a 7T
(iii) Sfruttando la proprieta distributiva dell’anello k[zi,...,z,], si ha
poi
S S
RO hifi) = (hhi) f;
i=1 i=1

che di nuovo risulta essere una combinazione lineare a coefficienti hh; €
klx1,...,zy] di elementi di T 1

Nel caso in cui S sia costituito da un numero qualsiasi di polinomi ba-
sta osservare che ogni ideale contenente S dovra contenere I'insieme 1" delle
combinazioni lineari finite a coefficienti in k[z1,...,x,]| di elementi di S e,
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poiché e semplice dimostrare, analogamente, che T' € un ideale, si avra an-
cora che < S > coincide con l'insieme T'.
Diamo ora un’interpretazione, in termini di equazioni polinomiali, dell’ idea-

le < f1,..., fs >. A tal fine, consideriamo il sistema:

J1=0

fs =0
ove fi,..., fs € klx1,...,zy,]. Moltiplicando tali equazioni, rispettivamente,
per hi,...,hs € k[x1,...,2,] e poi sommandole, otteniamo ’equazione:

hifi+...+hsfs =0

e, per come abbiamo definito 'ideale I =< fi,..., fs >, si ha anche che
hifi+ ...+ hsfs € I, ossia < fi1,..., fs > consiste di tutte le “conseguenze
polinomiali” delle equazioni f; = ... = f; = 0.

Esempio. Si consideri il sistema:

r=1+1t
{y:1+t2 (2:3)

Eliminando il parametro ¢ nel modo usuale, si ha I’ equazione:
y=1+(r—1)°
Possiamo pero riscrivere la (2.3) nel modo seguente:

f1:$—1—t:0
fa=y—1-1=0

con f1, fa € k[t,z,y]. Moltiplicando f1 per g1 = [(x — 1) + t] e sottraendo a
tale termine fo, si ottiene ancora 1’equazione:

afi—fo=(@—-1)%*-y+1=0
Si ha quindi che
1*y+($*1)2291f1*f2 €<:L“71—t,y—1—7§2 >,

e non dipende da t. Allo stesso modo ogni altra conseguenza polinomiale di
f1 e fo & un elemento dell'ideale < f1, fo >.
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Definizione 2.3.3 Un ideale I dik[xy,...,x,] si dice finitamente genera-
to se esistono s polinomi f1,..., fs € k[x1,...,x,] tali che [ =< f1,...,
fs >. I polinomi (fi,...,fs) si dicono base di I.

Nel capitolo successivo, vedremo che ogni ideale di A e finitamente ge-
nerato (questo € noto come “teorema della base di Hilbert), ed & per questo
che la proposizione 2.3.1 & stata dimostrata solo in questo caso. Vedremo
anche come scegliere delle basi particolarmente utili: le basi di Groebner.

Analogie con 1’algebra lineare

1. Si osservi che uno stesso ideale puo avere basi diverse e con un numero
di elementi diversi. Mostriamo ad esempio che:

<z, y>=<zxT+2y,Yy>.

Dobbiamo far vedere che z,y € < x+zy,y > eche z+xy,y € < x,y >.
Posto fi=x+zxy, fo=y e g1 =x, si ha

{ $:f1—91f2a con glek[xay]v
y=fo,

ossia x, y sono una combinazione lineare a coefficienti polinomiali degli
elementi dell’ ideale < x + xy,y >. Viceversa, si vede facilmente come
rt+ay,yelz,y>.

2. La definizione di ideale &€ molto simile a quella di sottospazio vettoriale.
Entrambi devono essere chiusi rispetto all’addizione e alla moltiplica-
zione per coefficienti polinomiali nel primo caso e per gli scalari nel
secondo. Si ha, inoltre, che I'ideale generato dai polinomi fq,..., fs &
simile al sottospazio generato dal numero finito di vettori vy, ..., vs. In
ogni caso, infatti, bisogna studiarne le combinazioni lineari: a coeffi-
cienti polinomiali nel caso di ideali, a coefficienti in un campo, quando
si opera con i sottospazi vettoriali.

Il concetto di base € comunque diverso in quanto una base di un ideale
¢ semplicemente un sistema di generatori.

Vediamo ora la seguente proposizione che mostra come una varieta affine
dipenda unicamente dall’ideale generato dai polinomi che la definiscono.

Proposizione 2.3.2 Se f1,...,fs e g1,...,9: sono due basi dello stesso
ideale di klxy,...,zy] ossia < f1,..., fs >=< g1,...,9t >, si ha necessaria-
mente che V(f1,...,fs) =V(g1,---,9t)-
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Dimostrazione. Poiché per ipotesi < g1,...,9: >C< fi1,..., fs >, ogni g;
¢ combinazione lineare degli f;, ossia gj = Y7, h; fi.

Se a & un elemento di V(f;), risulta fi(a) = 0 per ogni ¢ = 1,...,s;
pertanto, gj(a) = Y7, hi(a)fi(a) = 0 per ogni j = 1,...,t, il che dimostra,
per larbitrarieta di a in V(f;), che

V(fla"wa) g V(917~'-,gt)~

L’inclusione inversa si dimostra allo stesso modo, partendo dall’ipotesi che
<f1,...,fs>§<gl,...,gt>. 1

Il risultato di questa proposizione ¢ di grande utilita nelle applicazioni
pratiche. In alcuni casi, infatti, cambiando base in un ideale si trovano piu
facilmente i punti della varieta, come mostra il seguente

Esempio:
e Si consideri l'ideale:
IT=<222 43— 11,22 -y  —3>=<2? — 4,y — 1 >,
come si verifica facilmente. Dalla proposizione precedente segue che :
V(22?4 3y? — 11,27 —y? = 3) = V(2? —4,9* — 1) = {£2,+1}

Utilizzando la seconda base scritta per I'ideale &, dunque, piu semplice
determinare la varieta.

Dalla proposizione precedente e dal sopracitato Teorema della base di Hil-
bert segue che ad un ideale I di k[z1, ..., zy] (che, per il teorema di Hilbert &
necessariamente del tipo I =< fi,..., fs >) resta associata la varieta affine
V =V(I). Viceversa:

Proposizione 2.3.3 Se V = V(I) é una varieta affine di k™, Uinsieme
IWV) ={f €klz1,...,zp] | f(a)=0VaeV}

dei polinomi che si annullano su'V', é un ideale di klx1,...,x,], che dicesi
ideale associato a V'

Dimostrazione. Lo 0 di k[z1, ..., z,] appartiene a Z(V') dato che si annulla
in ogni punto di k™ e dunque in tutti i punti di V.
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Se f e g sono due polinomi di Z(V'), per definizione di Z(V') si ha f(a) =
g(a) =0 per ogni a € V, da cui f(a) 4+ g(a) = 0 Va € V. Pertanto, anche
f + g appartiene a Z(V).

Siano infine h € k[z1,...,2,] ed f € Z(V). Di nuovo f(a) =0Va eV,
per cui anche h(a)f(a) = Va € V. Abbiamo cosi dimostrato che anche h f
¢ un elemento di Z(V). 1

Si noti che se V.=V(f1,..., fs), sicuramente fi,..., fs € Z(V).

Esempi:

1. Si consideri la varietd costituita dall’origine {(0,0)} di k2, definita
ovviamente dal sistema:
xz =0,
y=0.

L’ideale associato a tale varieta , Z(V(x,y)), & formato da tutti i poli-
nomi appartenenti a k[z, y] che si annullano in {(0,0)}.
Vogliamo provare che risulta:

IV(z,y)) =< x,y>.

Banalmente, ogni polinomio appartenente all’ideale < x,y > e della
forma A(z,y)x + B(x,y)y, e quindi si annulla nell’origine. Risulta
allora < z,y >C 7.

Per quanto riguarda l’inclusione inversa, si consideri un generico po-
linomio f(z,y) = >, ; aija'y’ appartenente a k[z,y] e che si annulli
nell’origine. Si ha agp = f(0,0) = 0, per cui:

f= aw+ Z aijz'y’

(4,)#(0,0)
= Za”azl Lyha + Zaoyj Dy e<axy>.
1>0,j j>0

Si noti che I =< f1,..., fs >CZ(V(I)), ma in generale risulta

< fiyoo fo >£TOV)).

Infatti, avremmo potuto determinare l’origine anche come soluzione

del sistema:
22 =0,
y? = 0.
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Per quanto visto sopra l’ideale
I(V(a?y?) =<,y >,

e risulta < 22,92 >C< z,y > ma < z2,y®> >#< x,y >, dato che
ré¢<a® gt >eyd<a? y? >

2. Ci proponiamo ora di studiare I'ideale associato alla cubica sghemba
in R3, di equazioni parametriche:

T =t,
y =1
= t3,
e di equazioni cartesiane:
Yy — 33'2 = 07
z—a3 =0.

In questo caso si vuole provare che:
IVI) =T=<y—a*z—2°>.

Per arrivare a questo risultato dovremo fare vedere che per ogni f €
k[z,y, z] tale che f(t,t2,t3) = 0 per ogni t € k, risulta f(z,y,z) =
hi(y — 22) 4+ hao(z — 23).

Proposizione 2.3.4 Dato un polinomio f € k[x,y,z|, é sempre possibile
scrivere f nella forma:

fz,y,2) = hi(y — 22) + ha(z — 2°) + r(z),

dove hy e hy sono polinomi nell’anello klx,y, z], mentre r & un polinomio
nella sola x.

Dimostrazione. Sara sufficiente dimostrare la proposizione nel caso in cui
f sia un monomio, dato che ogni polinomio si puo scrivere nella forma

f(:L‘,y, Z) = Z Cozﬁ’ywayﬁz’y
.8,y

con Cqpy € k.
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Per un arbitrario monomio z%y%2?, si puo scrivere

2P = 2@t +y—a®)Pad + 2 —2?)
= 22"+ (y — 2’2 + (2 — 2
= 22 + g1,y 2)(y — )Y + ga(w,y, 2) (2 — 2¥)]

= 2 4y (g, 2)(y — 22) + ha,y,2) (2 — )

ove g1, g2, hi, he sono opportuni polinomi di k[x,y, z]. L’asserto & dunque
vero per i monomi, il che completa la dimostrazione. 1

Tornando ora all’esempio precedente della cubica sghemba, C3, si ha che
un polinomio f appartiene all'ideale Z(C3) associato alla cubica se, e solo
se, risulta f(¢,t2,¢3) = r(t) = 0 per ogni t € k.

Abbiamo cosi trovato un polinomio della sola x, r(x) che ammette infinite
radici, ma, se k e infinito, per il principio d’identita dei polinomi, questo e
possibile soltanto se r(x) = 0.

Dunque ogni polinomio f appartenente all’ideale associato alla cubica
sghemba si puo scrivere:

f(z,y,2) = ha(y — 2%) + ha(z — 2°)
e, pertanto, appartiene all'ideale I =< y—22, 2 — 23 >, da cui 'uguaglianza:
I(CY =<y —2% 2z —2%>.

Si & visto tuttavia che, in generale, < fi,...,fs >C Z(V(f1,...,fs)) ma
< fi,e-osfs ># Z(V(f1,...,fs)), come mostra I'esempio dato dall’ideale
< z%,y?> >. Per quanto possa essere diverso da < fi,...,fs >, lideale
Z(V(fi,-..,[fs)) contiene abbastanza informazione da determinare univoca-
mente la varieta.

Proposizione 2.3.5 Siano V e W due varieta affini in k™. Allora:
(i) V C W se e soltanto se Z(V) D Z(W),
(ii)) V =W se e soltanto se Z(V) =Z(W).

Dimostrazione. (i) Se V' C W, ogni polinomio che si annulla su W si
annulla, in particolare, anche su V, per cui si ha Z(V') D Z(W).
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Viceversa, sia W la varieta affine definita dal sistema:

g1=10

gt =10

e, per ipotesi, si abbia che tutte le funzioni nulle su W sono nulle anche
su V, ossia Z(V) D Z(W). Poiché g1,...,¢: sono in Z(W) C Z(V'), si deve
avere:

g1(a) =0

gi(a) =0, VaeV

Pertanto, ogni a € V' & soluzione del sistema:

g1=10

gt =10

da cui segue necessariamente che V C W.

(ii) Se vale I'uguaglianza V' = W si ha che V.C W e W C V e quindi,
per quanto dimostrato sopra, si hanno le due inclusioni Z(V) 2 Z(W), e
I(W) 2> Z(V) da cui Z(V) = Z(W). Viceversa, partendo da quest’ultima
uguaglianza, sempre per la (i) gia dimostrata si deduce analogamente che
V=W. 1

Per quanto riguarda gli ideali si presentano i seguenti problemi, che
affronteremo, per I'anello dei polinomi in una variabile, nei paragrafi che
seguono.

e Descrizione dell’ideale, che consiste nel determinare se un ideale
si possa scrivere come < f1,..., fs > per opportuni polinomi fi,..., fs
di k’[l’l, cee ,I‘n].

e Appartenenza, che consiste nella ricerca di un algoritmo che ci per-
metta di stabilire se un polinomio f appartiene o meno all’ideale

<f17"°7fs >.

e Nullstellensatz che consiste nello stabilire l'esatta relazione tra
lideale < f1,..., fs > e l'ideale Z(V(f1,..., fs)).
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2.4 Polinomi in una variabile

Nel corso di questo paragrafo studieremo i polinomi in una variabile, ana-
lizzando sia 1'algoritmo di divisione che 1’algoritmo euclideo delle divisio-
ni successive per la ricerca del Massimo Comun Divisore di due polinomi.
Questo ci aiutera a studiare la struttura degli ideali nell’anello k[z] dei
polinomi in una indeterminata.

Si intende per algoritmo un insieme di istruzioni che permettono di elabo-
rare dati simbolici o numerici. La struttura di un algoritmo ¢ caratterizzata
da un input, costituito dai dati numerici che noi inseriamo, e da un output,
che ¢, invece, il risultato dell’algoritmo stesso.

Presenteremo gli algoritmi in pseudocodice, ossia in un linguaggio molto
simile al Pascal. Cio permettera una facile comprensione della loro struttura.

Per studiare I’algoritmo di divisione fra polinomi dell’anello k[z] richia-
miamo la nozione di termine direttore (Leading Term) di un polinomio in
una variabile.

Definizione 2.4.1 Dato un polinomio non nullo f € k[z], ovvero:
f(x) = amz™ + 1™V + .. 4 ao

dove a; € k e ay, # 0 (per cui il grado di f é uguale ad m), il termine ap,x™
si dice termine direttore (leading term) di f, e si indica con LT(f) =
amx™.

Si osservi che, dati due polinomi f, g € k[x] non nulli, si ha:
deg(f) < deg(g) <= LT(f) divide LT (g).
Passiamo ora a descrivere ’algoritmo di divisione fra polinomi.

Proposizione 2.4.1 Sia k un campo e sia g un polinomio non nullo in
k[x]. Ogni polinomio f € klx| puo essere scritto nella forma:

f=gq+r,

dove q ed r appartengono a klz], e risulta o r = 0 oppure deg(r) < deg(g).
Inoltre, q ed v sono unici ed esiste un algoritmo per calcolarli.

Dimostrazione. Siano f e g due polinomi in k[x] di gradi rispettivi n ed
flx) = apa™+ an_12" '+ ...+ ao, con LT(f) = apx"”, an # 0,

g(x) = bpx™ + by_1x™ 4.+ by, con LT(g) = bpa™, by, # 0.
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Si ponga inizialmente il resto della divisione di f per g uguale ad ro = f. Se
il grado di f & minore del grado di g bastera porre f = 0g+ f. Se il grado di
f € maggiore o uguale al grado di g, allora si puo procedere nella divisione
ottenendo al passo successivo 7.

ro=f(z) =ana" + ...+ a0 | bpx™+...+bo

r1=ro— [LT(ro)/LT(g)lg(x) | LT (ro)/LT(g))

Ad ogni passo si possono presentare 3 casi:
e 1 ¢ uguale a zero;
e il grado di € minore del grado di g;
e il grado di r € maggiore o uguale al grado di g.

Nei primi due casi la divisione si arresta, mentre nel terzo caso si va avanti
fino a quando non si presenti uno dei primi due casi.

Diamo ora, in pseudocodice, un algoritmo per il calcolo di g ed r. Nel-
I’algoritmo si € posto inizialmente ¢ = 0 e r = f, come conseguenza del fatto
che ogni polinomio f si puo esprimere come f = 0g + f.

Input: g, f
q:=0
r:=f

WHILE r # 0 AND LT(g) divides LT (r) DO
q:=q+ LT(r)/LT(g)
ri=r—I[LT(r)/LT(g)] g

Output : ¢q,r

Una volta assegnato 'algoritmo per il calcolo effettivo della divisione
resta da dimostrare:

1. che l'algoritmo si arresta,
2. che loutput & costituito da due polinomi g ed r tali che f = gg + 7,

3. l'unicita del quoziente e del resto.

1. Si osservi che I'insieme dei gradi dei resti € un insieme di numeri non ne-
gativi che ad ogni passo decresce. All’inizio il grado del resto & uguale ad n
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ma, dopo un numero finito di passi (al massimo n—m+1), sara sicuramente
inferiore al grado di g e, per quanto visto prima, in tal caso l'algoritmo si
arresta.

2. La dimostrazione procede per induzione sul grado n di f(z). Se n = 0,
allora f e uguale ad una costante ¢, per cui f = ¢ = 0g 4+ ¢. Supponiamo
allora che per ogni polinomio di grado < n — 1 esistano due polinomi ¢ ed r
soddisfacenti alle condizioni di cui nell’enunciato, e dimostriamo che questo
vale anche per polinomi di grado n.
Si puo sempre riscrivere f(x) come:

) = [$0) = @] + Lo ata)

e l'espressione entro parentesi e di grado minore di n, in quanto si cancella
il termine direttore di f. Quindi per 'ipotesi induttiva:

LT(f)
LT(g)

f— g=qg+r

per cui

_ LT()

Posto ¢ = LT(f)/LT(g) + q1 si ha la tesi.

+q1)g(x) + .

3. Supponiamo per assurdo che il quoziente ed il resto non siano unici, ossia:

f=aq9+r=qg+mn (2.4)

ove sia r che 71 hanno grado minore del grado di g (oppure uno dei due o
entrambi sono nulli). Ne segue che, se r # r;, necessariamente, il grado di
r —r1 € minore del grado di g. Ma dall’'uguaglianza (2.4) segue:

(1 —q)g=(r—r1)

se r —ry # 0 non puo essere ¢ — q; = 0 e pertanto se r # r1 si ha d(r —ry) =
d(q — q1) + 0g > 0g, il che contraddice il fatto (r — 1) < dg. L’assurdo
prova dunque che & necessariamente r —r; =0 e ¢ — ¢ = 0, da cui la tesi.j

Molti sistemi di algebra computazionale implementano ’algoritmo de-
scritto per la divisione fra polinomi (cfr. DAVENPORT, SIRET e TOURNIER,
(1988), [cfr[9]]).
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Da questo teorema segue un utile corollario riguardo al numero di radici
di un polinomio in una variabile.

Corollario 2.4.1 Se k é un campo e f(x) € k[z] é un polinomio non nullo

di grado N = 0f(x), si ha che f(x) ha al piv N radici in k.

Dimostrazione. Si procede per induzione su N. Se N = 0, allora f &
costante e ’equazione f(x) = 0 non ammette nessuna soluzione se non nel
caso particolare f =c¢ = 0.

Se N = 1, allora f si pud scrivere come f(z) = ax + b e 1'equazione
f(z) = 0 ammette I'unica soluzione z = —(a)~1b.

Supposto vero I’enunciato per polinomi di grado < N —1, dimostriamolo
vero per polinomi di grado N. A tale scopo faremo uso dell’algoritmo di
divisione fra polinomi. Fissato comunque a in k, ogni polinomio f si puo
scrivere nella forma:

f(z)=(x—a)q(z)+r

dove o r = 0, oppure 9r < d(x — a) = 1. Quindi se r # 0 si ha che r & una
costante. In entrambi i casi valutando ’espressione in a si ottiene f(a) = r.

Se f(a) =0, allora (z —a) divide f(z). In generale, se f(z) non ha radici
la tesi & banalmente verificata. Se invece f(z) ha almeno una radice a € k,
allora:

f(z) = (z = a)q(),
da cui, passando ai gradi si ottiene

Of = N =1+ d(q()).

Pertanto d(q(z)) = N — 1 e, per ipotesi induttiva, ¢(x) ha al pit N — 1
radici. Dalla

f(x) = (z = a)q(x)

segue, valutando ambo i membri per una radice b # a di f(z), che ogni
radice diversa da a di f(x) ¢ anche radice di ¢(x). Infatti, essendo b—a # 0

0= f(b) = (b—a)q(b) = q(b) =0.

Resta cosi dimostrata la tesi. 1

Dall’algoritmo di divisione dei polinomi segue anche il seguente corollario
che fornisce una descrizione della struttura degli ideali in k[x].
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Corollario 2.4.2 Sia k un campo. Ogni ideale I < k[z] é principale, ossia
generato da un polinomio g(x):

I =<g>={hg| heklz]}

ed ¢ percio costituito dai multipli secondo polinomi di g(z). Inoltre, g(x) é
unico a meno di una costante moltiplicativa non nulla in k, ed é un polinomio
di grado minimo tra quelli appartenenti all’ideale I.

Dimostrazione. Se I = {0}, allora il risultato ¢ banale in quanto I =< 0 >.
Se I # {0}. esiste almeno un g(x) # 0 tale che g(x) € I. Quindi I'insieme
S dei gradi dei polinomi g(x) # 0 appartenenti ad I & un sottoinsieme non
vuoto dell’insieme N degli interi non negativi, e, per la proprieta di buon
ordinamento di N, S ammette un minimo. Sia ora g(z) # 0 un polinomio
di grado minimo tra i polinomi che appartengono ad I.

Per ogni polinomio f(x) € k[z]|, possiamo eseguire la divisione di f(z)
per g(z):

f(x) = q(x)g(x) + r(z)

e r =0 oppure Or < dg. Se r = 0, necessariamente f appartiene all’ ideale.
Se fosse dOr < dg, essendo g(x) un polinomio di grado minimo fra quelli
appartenenti ad I, si avrebbe che r non puo appartenere ad I. Ma

r(z) = f(x) = q(z)g(x)

e se f(z) € I, il resto r(z) deve appartenere ad I in quanto combinazione
lineare di elementi di I. Risulta, pertanto, che r(x) = 0 e per ogni f € I si
ha f(z) = g(z)g(x).

Vogliamo ora dimostrare che g(z) ¢ unico a meno di una costante mol-
tiplicativa non nulla. Sia per assurdo < g >=< g; >. Deve quindi essere
verificato sia che g €< g1 >, sia che g1 €< g >; in termini equivalenti, si
avra che esistono h e t in k[x] tali che g = hg; e g1 = tg. Prendendo i gradi
si ottiene dg = Oh + 0g; (il che implica dg > 0g1) e g1 = Ot + g (il che
implica che dg; > dg). In definitiva, risulta dg = dg; e quindi Oh = Jt = 0.
Da cio segue necessariamente che ¢ ed h sono due costanti moltiplicative e
ovviamente risultano I'una inversa dell’altra, da cui la tesi. 1

Da questo corollario segue un criterio per stabilire 'appartenenza di
un polinomio ad un ideale I. Siano infatti I =< g(z) > e f(z) € k[z].
Il resto della divisione di f(x) per g(z) & uguale a zero, se e solo se, f(x) € I.
La dimostrazione del corollario precedente non & costruttiva in quan-
to non fornisce un metodo per il calcolo del polinomio g(z), ovvero del
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generatore dell’ideale I assegnato. Allo scopo di risolvere questo problema
introduciamo la nozione di massimo comun divisore (MCD) fra polinomi.

Definizione 2.4.2 Un massimo comun divisore dei polinomi f e g appar-
tenenti all’anello k[x] é un polinomio h € k[z| tale che:

(i) h divide f e g,

(ii) se p € un altro polinomio che divide f e g, allora p divide h.

Se h ¢ un polinomio che gode di tali proprieta, allora scriveremo:

h=MCD(f,g).
Studiamo ora alcune proprieta del massimo comun divisore.

Teorema 2.4.1 Per ogni f e g appartenenti all’anello k[z] si ha:

(i) Esiste h(x) = MCD(f,g) ed é unico a meno di una costante molti-
plicativa non nulla.

(i) < h>=< f,g>.

(iii) Esiste un algoritmo per calcolare h(x) (I’algoritmo euclideo delle
divisioni successive).

Dimostrazione. La (i) e la (ii) seguono dal fatto che I'ideale generato da
due polinomi ¢ principale, per il corollario 2.4.2. Se

< f,g>=<h >,

facciamo vedere che h € un massimo comun divisore tra f e g.

Dall'uguaglianza < f,g >=< h >, segue che f e<h>ege<h >, da
cui f = fih e g = g1h, ossia h divide f e g.

D’altra parte, h €< f,g >, quindi esistono A e B appartenenti a k[z]
tali che h = Af + Bg. Ne segue che ogni p € k[x] che divida f e g,
necessariamente divide Af + Bg = h.

(iii) Siano N e M i gradi rispettivi di f e g. Scambiando, eventualmente,
il ruolo di f e g, si pud supporre, senza restrizioni, che N > M. Operiamo
le seguenti divisioni:

= qg+r1, or1 < 0y,

g = qr+r2, Ory < Or,
rL = q3ro+7s, Ors < 0rg,
Tn—l = {nt1Tn + Tntl 8Tn+1 < 87"”,

Tn = qnit2Tn+1 +0.
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Non e difficile vedere che 7,41, I'ultimo resto non nullo della divisione & un
massimo comun divisore tra f e g. Infatti, partendo dall’'ultima equazione
e risalendo, via via fino alla prima, si vede che 7,1 divide r,, ma allora
divide anche 7,_1,...,73,72,71 € quindi anche g ed f. Viceversa, partendo
dalla prima equazione si vede che, se p & un divisore comune ad f e g, deve
necessariamente dividere r1, ma allora essendo un divisore comune a r{ € a
g si vede dalle successive che divide anche ro,73,...,7r,11. Si ha quindi che
rp+1 € un massimo comun divisore di f e g.
Dalle equazioni sopra scritte seguono le uguaglianze:

<fvg> = <g,m >,
<g,m> = <r,ry>,
<Tp—1,Tpn > = < Tp,Tnt1 > .

Mostriamo ora in pseudocodice I’algoritmo euclideo delle divisioni successive.

Abbiamo due variabili h e s che rappresentano il dividendo e, rispetti-
vamente, il divisore delle divisioni. Indicheremo poi con rem il resto della
divisione tra h e s:

Input: g, f
h:=f
s:=y

WHILE s # 0 DO
rem := rem(h, s)

h:=s
s:=rem
Output: h

Si noti che I'algoritmo si arresta in quanto l'insieme dei gradi dei resti € un
insieme di interi non negativi che ad ogni passo decresce. 1

Si ricorda che esiste anche una versione dell’Algoritmo Euclideo per tro-
vare il massimo comun divisore di due interi, o, piu in generale, di due
elementi di una anello euclideo. La maggior parte dei sistemi di algebra
computazionale hanno un comando per il calcolo del MCD di due polino-
mi (o interi), che utilizza una versione modificata dell’Algoritmo Euclideo.
Per maggiori dettagli si consiglia. DAVENPORT, SIRET e TOURNIER (1988),
[cfr]9]].
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2.5 Nullstellensatz nel caso di una variabile

Abbiamo visto come nel caso dell’anello k[z], 'ideale generato dai polinomi
f e g coincida con < h(z) >, dove h(z) = MCD(f,g). Nel caso in cui,

invece di due polinomi, consideriamo una s-pla fi,..., fs, si ha la seguente
Definizione 2.5.1 Siano fi,..., fs € klz], si dice massimo comun divi-
sore dei polinomi f1,..., fs un polinomio h tale che

(i) h divide f1,..., fs,
(i) Se p € un altro polinomio che divide fi,..., fs, allora p divide h.
Quando h gode di queste proprieta, scriviamo h = MCD(f1,..., fs).

Non e difficile dimostrare la seguente Proposizione che estende al caso s > 2
quella gia vista per s = 2 polinomi.

Proposizione 2.5.1 Siano f1,...,fs € klx|, con s > 2. Risulta:

(1) esiste un MCD(f1,...,[fs) ed é unico a meno di una costante moltipli-
cativa non nulla di k.

(15) Un MCD(f1,...,[fs) & un generatore dell’ideale < fi,..., fs >.

(131) Se s >3, si ha

MCD(f1,...,fs) = MCD(f1, MCD(fa,...,fs))-

(iv) Esiste un algoritmo per trovare un MCD tra s polinomi.

Si & visto inoltre come un generico polinomio f € k[z]| appartiene all’ideale
I =< h(z) > se e soltanto se il resto della divisione fra f ed h & uguale a
Zero.

Vogliamo ora stabilire ’esatta relazione tra l'ideale I che definisce la
varieta V = V(f1,..., fs) e I'ideale ad essa associato Z(V').

Si e gia osservato in precedenza che I C Z. Sia ora k un campo algebri-
camente chiuso e V la varieta definita dal seguente sistema:

f1=0,

fs=0.
La varieta V e altrettanto ben definita da ogni altra base dell’ideale
I=<fi,....fs>.

Poiché in k[x] ogni ideale ¢ principale, dalla (ii) della proposizione precedente
segue che V' & anche definita da h(z) = MCD(fi,..., fs).
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Sia n il grado di h(z), ossia:
h(z) = apx™ + an_12" 1 + ...+ ao,

con a, = LC(h) # 0. Sen > 1, dal teorema fondamentale dell’algebra segue
che h(z) ha almeno una radice aq, e sia 1 la sua molteplicita . Esiste allora
H(z) € k[z] — {0} tale che

hz) = (z — 1) H(z), con H(ay) # 0.

Ogni «; radice di h(z), con o; # i, € radice di H(x). Per induzione sul
grado n di h(x), segue che h(x) si pud decomporre nel modo:

hiz)=(x—a1)™ ... (. — )" ay.
L’ideale I che definisce la varieta V' si puo quindi riscrivere come:
I=<(z—ap)*...-(z—a)* >.

Definizione 2.5.2 Dato il polinomio h(xz) = (x — o)™ ... (z — o)™, st
definisce riduzione di h(x) il polinomio:

hrig(z) = (x —a1) - ... - (z — o),

ossia il polinomio monico che ha esattamente le stesse radici distinte di h,
ma con molteplicita uguale ad uno.

Studiamo ora il teorema degli zeri di Hilbert nel caso di una variabile.

Teorema 2.5.1 (Nullstellensatz) Sia k un campo algebricamente chiuso.
Assegnati s polinomi fi,..., fs in k[z], si denoti con h un loro massimo
comun divisore. Allora, dette aq, ..., a4 le radici distinte di h, risulta:

V(fi,.., fs) =V(h) ={ai,...,4}
IV(f1,--,fs) =Z(V(h)) =< hpig>=< (. —aq) ... - (x —ay) > .

Dimostrazione. Se il campo ¢ algebricamente chiuso il polinomio A ha al-
meno una radice «;; ma allora e divisibile per il binomio x —«;. Tale osserva-
zione porta per induzione alla fattorizzazione sopra citata per h e alla defini-
zione di h,;q. L’ideale Z(V(h)) e costituito, per definizione, dai polinomi che
si annullano su «q,...,a; e come tali sono divisibili per z — aq,...,2 — oy
e, quindi, sono divisibili anche per il loro prodotto h,;q. Si ha pertanto
Z(V(h)) €< hyig >. Viceversa, poiché V(h) = {ay,...,a:}, ogni multiplo
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di hyiq € nullo su V(h) e, come tale, appartiene a Z(V(h)) si ha pertanto che
Z(V(h)) 2< hyig >. Ovviamente, se k non ¢ algebricamente chiuso non si
ha la base per applicare 'induzione e arrivare alla fattorizzazione, in quanto
esistono polinomi di grado positivo privi di radici. I

Nel caso di una variabile e se il campo ¢ algebricamente chiuso, abbiamo
cosl trovato la relazione tra I e 'ideale Z(V(I)). Ma la risposta data non
¢ soddisfacente in quanto € necessario saper fattorizzare completamente in
fattori lineari il polinomio h per determinare h,;y. Vogliamo ora far vedere
che si puo determinare h,;q anche senza decomporre h nel prodotto dei suoi
fattori lineari.

Dato un polinomio h(z) = > I ja;x’ € klz], si definisce il derivato
formale mediante le formule usuali dell’analisi:

dh(z) <~
K = = Z ia;zt !
dzx —

e non e difficile provare che valgono le regole di derivazione:
(ah) = al, (h+g)=h+¢, (hg) =hg+ hyg,
dove a € k mentre h, g € kx|

Proposizione 2.5.2 Se « ¢ una radice di molteplicita r per h(x), allora «
¢ una radice di molteplicita (r — 1) per il suo derivato h'.

Dimostrazione. Se « ¢ una radice di molteplicita r per h(x) si ha:
h(z) = (xr —a) H(x), con H(a) # 0,
da cui, calcolando il derivato di ambo i membri si ottiene:

W o= r(z—a) 'H(x)+ (z —a)"H'(x)
= (z—a) " [rH(z) + (z — a)H'(z)].
Si vede quindi che « ha almeno molteplicita (r — 1) per h'. Dobbiamo

mostrare che tale molteplicita & esattamente (r — 1). Posto p(z) = rH(z) +
(x — a)H'(z), risulta:

pla) =rH(a)+0=rH(a) #0,

ossia p non ammette + = « come radice. Ne segue che a € uno zero di
molteplicita esattamente r — 1 per h'(z) = (x — )" p(z). 1
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In base a questa proposizione possiamo scrivere h,;q in funzione di h e
del suo derivato h':

hyid = __h
" NMCD(h, B
L’ideale associato alla varieta definita da fi,..., fs, € quindi
h

V(1)) =< MCDOL ) >,
ove h=MCD(f1,...,fs)

Esempio: Si vuole trovare una base per 'ideale associato alla varieta
affine definita dai due polinomi:

filz) = 2% —22"+222 — =z
folx) = 2 —at =223 + 222 4o — 1
Si ha:
filw) = al(@t—1) - 22 — 1)) = 2z - )3z +1)
folx) = (z—Da* =222+ 1] = (x — 1)3(x + 1)

Un massimo comun divisore tra fi(z) e fa(z) ¢ quindi:
hx) = MCD(f1, fa) = (z = 1)*(z + 1)

Per quanto osservato in precedenza I =< (x — 1)3(z + 1) >. Risulta quindi
V(I) ={-1,1}. Inoltre:

B = (x —1)*[4a + 2],

da cui:
MCD(h,h') = (z —1)%

Applicando quanto visto sulla riduzione di h si ha:

b)) @-Da+1) _
Mid = SieDw) T @—1p @ DEtL.

In base a quanto affermato in precedenza, possiamo concludere che 'ideale
associato alla varieta affine definita dai due polinomi f; ed fa, si puo scrivere
come:

IVI)=<(x—1(z+1)>.



Capitolo 3

Basi di Groebner

3.1 Introduzione

Nel capitolo precedente abbiamo visto le connessioni tra I’anello dei polinomi
klxi,...,zy] e le varieta algebriche affini. In questo capitolo si studiano le
basi di Groebner, con relative caratterizzazioni, e I’algoritmo di Buchberger
per determinarle. In particolare, verranno risolti i seguenti problemi:

e Descrizione dell’ideale: ovvero un ideale I possiede sempre un in-
sieme finito di generatori? In altre parole possiamo scrivere I =
< fiy..., fs >con f; € klz1,...,2,]7

e Problema di appartenenza: dati nell’anello k[z1,...,x,] un poli-
nomio f e un ideale I =< fy,..., fs >, stabilire quando f € I.

e Risoluzione di equazioni polinomiali. Trovare tutte le soluzioni
in k™ di un sistema di equazioni polinomiali;

fi(zr, .o zn) =.0o= fa(x1, ..., 2n) =0
Notiamo che il chiedersi se x = (x1,...,2,) € soluzione del sistema
di equazioni polinomiali ¢ analogo a chiedere se il punto appartenga o
meno, alla varieta V(f1,..., fn).

¢ Problema di implicitizzazione. Sia V un sottoinsieme di k™ asse-
gnato parametricamente dalle seguenti equazioni:

49



50 CAPITOLO 3. BASI DI GROEBNER

.’131 = gl(tl)"'atm)7

Tn = gnlti,...,tm),

Se i g; sono polinomi o funzioni razionali, nelle variabili ¢;, I'insieme
V sara una varieta affine o parte di questa. Il problema di impli-
citizzazione consiste nel determinare equazioni polinomiali in x; che
definiscano la varieta V.

Osservazione.

I problemi nel terzo e quarto punto sono uno inverso dell’altro, infatti il terzo
ci chiede di determinare I’insieme delle soluzioni di un sistema di equazioni
polinomiali, mentre il quarto consiste nella ricerca del sistema di equazioni
che definisca un dato insieme di soluzioni.

Prima di cominciare direttamente lo studio delle basi di Groebner il-
lustriamo alcuni esempi significativi in cui vengono utilizzati algoritmi per
risolvere i problemi esposti sopra.

Esempio 1.

Nel caso in cui n = 1 il problema di descrizione dell’ideale si risolve molto
semplicemente. Sia I C k[z], per la proprieta di k[x] di essere principale
si puo scrivere I =< g > per qualche g € k[z]. Analogamente il proble-
ma di appartenenza in k[z] si risolve con l’algoritmo di divisione, o meglio
assegnato f € k[x] per verificare quando f € I =< g >, si divide f per g¢:

f=aqa-g+r

dove ¢,r € k[z] e r =0 o deg(r) < deg(g).

Si vede che f € I se e soltanto se r = 0. Riassumendo, in k[z] abbiamo
un algoritmo, precisamente quello di divisione, che ci permette di risolvere
il problema di appartenenza.

Vediamo cosa accade se il numero di variabili € maggiore di uno.

Esempio 2.

Sia n uguale ad un numero arbitrario di variabili e vogliamo risolvere il
seguente Sistema Lineare Non Omogeneo (in breve SLNO) di equazioni
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polinomiali tutte di primo grado:

aizri + ...+ apxr, = by

am1Z1 + - .. + GmnZn = bm.
In forma matriciale scriveremo tale SLNO
AX =B

ove A = (ai5) (¢t = 1,...,m, j = 1,...,n) ¢ la matrice ad m righe ed
n colonne costituita dai coefficienti del sistema, X = (x1,...,2,) e B =
(b1,...,n,)t sono le matrici verticali (ad n righe ed 1 colonna) costituite
rispettivamente dalle incognite z1,...,z, e dai termini noti by,...,by, €
il prodotto AX e il prodotto righe per colonne. La matrice “orlata“ del
sistema (A | B) (di tipo m x (n + 1)) si riduce facilmente a scala tramite
una successione di operazioni elementari sulle righe (e/o colonne) di uno dei
seguenti tipi:

e R;; [Cj;] che consiste nello scambiare tra di loro le righe [colonne]
i-esima e j-esima;

e Ri(c) [Ci(c)] che consiste nel sostituire alla riga [colonna] i-esima la
riga [colonna] i-esima moltiplicata per ¢ € k;

e R;i(c) [Cij(c)] che consiste nel sostituire alla riga [colonnal i-esima la
somma della la riga [colonna] i-esima e della riga [colonna] j-esima
moltiplicata per ¢ € k;

Ricordiamo che una matrice si dice a scala se in ogni riga il primo elemen-
to non nullo da sinistra e uguale ad 1 e gli elementi nella colonna contenente
tale 1 direttore che si trovano al di sotto di esso sono nulli.

Ad esempio consideriamo, nel caso n = 3, il seguente sistema

2¢1 4+ 32 —x3=0
1 t+x20—1=0
T1+x3—3=0

Un sistema di questo tipo, puo essere risolto utilizzando ’algoritmo di Gauss-
Jordan, che partendo dalla matrice orlata del sistema lineare, effettuando
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operazioni elementari sulle righe permette di ottenere la seguente matrice a
scala:

10 1 3
01 -1 -2
00 0 O

La forma di questa matrice mostra che x3 € una variabile libera, ponendo
x3 =t si ha:

rl, = —t+3
To = t—2
r3 = t

Queste sono le equazioni parametriche di una retta L in k3. Il sistema di
equazioni scritto inizialmente rappresenta L come varieta affine.

Tornando al caso generale si opera in modo analogo effettuando una
riduzione a scala della matrice orlata del sistema AX = B

ajl ... Q1p bl

aAml .- Qmn bm

Riducendo la matrice a scala possiamo trovare tutte le soluzioni del sistema
originario, tramite sostituzione di valori nelle variabili libere. In alcuni casi
potra esserci una o nessuna soluzione. Quest’ultimo caso accade, ad esempio,
se la matrice contiene una riga (0,...,0,1), corrispondente all’equazione
incompatibile 0 = 1.

Esempio 3.

Consideriamo un n arbitrario e un sottoinsieme V di k", assegnato parame-
tricamente dalle seguenti equazioni:

21 = a11t1 + ... + @it + b1

Ty = Ap1t1 + ... + apmitm + bn.

Si vede che V e una varieta affine, sottospazio lineare di k", in quanto V &
immagine dell’applicazione F : k™ — k'™ definita da:

F(tl, ce ,tm) = (a11t1 4+ ...t atmtm + 01, ..., apitiH, .., Fapmtm + bn)
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Questa ¢ una applicazione lineare seguita da una traslazione. Indicata con
T = (t1,...,tm)" la matrice verticale costituita dalle coordinate del punto
generico di £™, si puo rappresentare la F'(7T)) = X nella forma matriciale

X = AT + B,

ove A = (aj;) (j = 1,...,n, 0 = 1,...,m), X = (z1,...,2,)" e B =
(b1,...,by)t. Consideriamo, in questo caso, il problema di implicitizzazione.
In altre parole ricerchiamo un sistema di equazioni lineari che abbia per so-
luzioni i punti di V. Detta I, la matrice unita di ordine n, la X = AT + B
si puo scrivere

AT - I,X =-B

che si puo considerare un SLNO di n equazioni nelle m + n incognite

(tl,...,tm,l'l,...,xn).

Riducendo a scala la matrice orlata n x (m +n+1)
(A | —In | _B)7

si otterra un sistema a scala in cui le ultime righe coinvolgono solo le variabili
(x1,...,zy) queste righe danno le equazioni cartesiane della varieta.
Ad esempio si consideri il sottospazio lineare V' C k* definito da:

1 = ti+it2+1
To = t1 —te+3
T3 = 2t1 —2

T4 = 11+ 2ty — 3.

Riducendo a scala la matrice orlata

1 1 -1 0 0 0 -1
1 -1 0 -1 0 0 -3
2 0 0 0O -1 0 2
1 2 0 0 o -1 3
si ottiene:
11 -1 0 0 0 -1
01 1 0 0 -1 4
oo 1 1 -1 0 6
00 0 1 -3/4 1/2 -3
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Se consideriamo le ultime due righe della matrice sopra scritta possiamo
ricavare le seguenti due equazioni

T1+x9—23—6 = 0
1’2—(3/4).@34-(1/2).%’4—1—3 = 0.

che definiscono V in k?.

Utilizzando il metodo di eliminazione di Gauss-Jordan si ha dunque una
soluzione algoritmica per il problema di implicitizzazione. Il nostro obiettivo
sara quello di sviluppare ed estendere i metodi usati in questi esempi a
sistemi di equazioni polinomiali di ogni grado e di ogni numero di variabili.
Quello che vedremo ¢ il metodo delle basi Groebner (che si puo vedere come
una specie di “combinazione” della riduzione a scala e della divisione per
polinomi in piu variabili). Questo metodo ci permettera di gestire i problemi
citati all’inizio del paragrafo.

3.2 Ordinamento monomiale

Se esaminiamo in dettaglio ’algoritmo di divisione in k[z] e quello di Gauss-
Jordan per sistemi di equazioni lineari, possiamo constatare che il fulcro
principale & I’ordinamento dei termini del polinomio. Ad esempio se voglia-
mo dividere f(x) = 2°—322+1 per g(x) = 22 —4x+7, polinomi appartenenti
a k[x], i passi fondamentali sono:

e Scrivere i termini dei polinomi in ordine decrescente rispetto al grado

della z.

e Se il termine di grado massimo di f(z) e divisibile per il termine di
grado massimo di g(z), allora si sottrae [LT(f)/LT(g)]-g(z) = 2>-g(x),
al fine di cancellare il termine di grado massimo di f(z).

e Si ripete tale processo fino ad ottenere un polinomio di grado minore
di due.

Per I’algoritmo di divisione € quindi utile come ordinamento dei monomi in
una variabile

m—+1

o> >z > ... >z > 1.

Il successo dell’algoritmo consiste in un lavoro sistematico, con i termini di
grado massimo sia di f(z) che di g(x) e non in una rimozione a caso dei
termini di f con i termini di g.
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Analogamente, nella riduzione a scala di una matrice si opera siste-
maticamente sulle righe fino ad ottenere la forma desiderata. Si deve pero
ricordare che il tutto viene svolto usando il seguente ordinamento delle
variabili

X1 >X9...> Tp.

Da tali considerazioni emerge la necessita di introdurre il concetto di ordi-
namento monomiale.

I monomi appartenti all’anello k[z1,...,x,] possono essere considerati
in corrispondenza biunivoca con gli elementi di Z%, insieme delle n-ple
ordinate costituite da interi non negativi. Infatti al monomio:

o _ 01 Qo
=z,
possiamo associare la n-pla ordinata di interi non negativi (a1,...,q,) €
Zn
>0
Definizione 3.2.1 Un ordine monomiale in klz1,...,z,] € una relazione

> su 2%, tale che:

1. > éun ordine totale, ossia per ogni coppia o, 3 si avra necessariamente
una delle sequenti relazions

2. > ¢ compatibile con la moltiplicazione in k[z1,...,x,], ossia:

Va, 8,7 € 2% se risulta o> (3 allora o+ > B+

8. > e un buon ordinamento o equivalentemente ogni sotloinsieme non
vuoto di Z%, possiede un elemento minimo.

La terza condizione serve ad assicurare che gli algoritmi terminano.

Lemma 3.2.1 Una relazione d’ordine su Z%, e un buon ordinamento se e
soltanto se ogni successione strettamente decrescente in Z%,

a(l) > a(2) > a3) > ...

termina.
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Dimostrazione. Per dimostrare il lemma dimostreremo la seguente affer-
mazione:

“> non € un buon ordinamento se, e soltanto se, esiste una
successione infinita strettamente decrescente in Z%,”.

Se > non ¢ un buon ordinamento allora esiste qualche sottoinsieme non vuoto
S C ZZ, che non possiede un elemento minimo. Prendiamo (1) € S, per
quanto detto prima, tale elemento non risultera il minimo allora possiamo
trovare un altro elemento «(2) € S tale che risulti (1) > «(2) in S. Ma
anche «(2) non sara il minimo di S, quindi possiamo ancora considerare
un altro elemento a(3) € S tale che «(2) > «(3); continuando con tale

procedimento otteniamo una successione strettamente decrescente infinita:
a(l) > a(2) > a3) > ...

Per dimostrare I'implicazione inversa consideriamo una successione stretta-
mente decrescente infinita. L’insieme

S ={a(l),a(2),a(3),...}.

¢ un sottoinsieme non vuoto di Z%, che non possiede minimo, quindi > non
€ un buon ordinamento. I

Osservazione.

In qualunque ordine monomiale 1 < x® Va.

Infatti, se per assurdo fosse 1 > z® moltiplicando per z® si avrebbe
% > 22% e continuando a moltiplicare per z si otterrebbe 1 > 2@ > 22* >
23* > ... > 2™ > ... in contraddizione con il fatto che un ordinamento
monomiale ¢ un buon ordinamento.

Osservazione.

Se z® divide z?, in qualunque ordinamento monomiale, allora z® < .
Quindi ogni ordine monomiale puo essere concepito come raffinamento del-
I’ordine parziale definito dalla divisibilita.

Definizione 3.2.2 Ordinamento lessicografico (LEX).

Siano o = (o, ...,00) e B = (P1,...,0n) € Z%,. Diremo che a >, [ se
il vettore differenza o — 3 ha come primo elemento, non nullo, partendo da
stnistra, un numero positivo.
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Scriveremo:
R 2 se « > B

Sostanzialmente in questo caso x1 > x3 > ... > x, e si ordina rispetto alle
potenze decrescenti di x1, per termini con la stessa potenza di x; si guarda
alla xo e si ordina rispetto alle potenze decrescenti di 2, etc.

Esempio.

Consideriamo i seguenti monomi: z® = z3y%z, 2% = 2%¢°27.

Avremo quindi: o = (3,2,1) mentre 5 = (2,5,7) e il vettore differenza sara
a— [ = (1,-3,—6) allora si puo concludere che:

«

23922 >0 22027
Proposizione 3.2.1 L’ordinamento lessicografico in Z%, ¢ un ordine mo-
nomiale.

Dimostrazione. Per dimostrare che LEX ¢ un ordinamento monomia-
le si devono verificare le tre proprieta che caratterizzano un ordinamento
monomiale.

(i) LEX ¢ un ordine totale come segue direttamente dalla definizione.
Infatti I'usuale ordine numerico in Z>¢ € un ordine totale.

(ii) Se @ >e, B allora in a — 3 il primo elemento non nullo da sinistra &
positivo. Ma z®-27 = 27 e 28.27 = 2847, Allora in (a4v)—(B3+7Y) = a—f
il primo elemento non nullo da sinistra e lo stesso che in o — 3 e, come tale
¢ positivo. Questo prova la compatibilita di LEX con la moltiplicazione.

(iii) Si deve verificare che LEX ¢ un buon ordinamento. Supponiamo
per assurdo che cio non sia vero. Per il Lemma 3.2.1 dovrebbe esistere una
successione strettamente decrescente infinita

a(l) >rep @(2) >per @(3) >pes - -

di elementi di Z%,. Questo porta ad una contraddizione. Consideriamo,
infatti, i primi elementi dei vettori a(i) € Z%,. Per la definizione di ordina-
mento lessicografico, questi elementi formano una successione non crescente
di interi non negativi e poiché Z>g ¢ ben ordinato, i primi elementi di «(7)
devono stabilizzarsi, ovvero esiste un elemento k tale che le prime componen-
ti di (i), con i > k, sono tutte uguali. Analogo discorso puo essere fatto per
il secondo elemento di (i), ottenendo sempre una successione non crescente
che si stabilizza. Continuando allo stesso modo si vede che per qualche [,
a(l), a(l+1)--- sono tutti uguali. Questo naturalmente contraddice il fatto
che o(l) > a(l +1). 1
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Osservazione.

E’ importante comprendere che esistono molti ordinamenti lessicografici,
a seconda di come vengono ordinate le variabili. Abbiamo sopra definito
I’ordinamento lessicografico corrispondente all’ordinamento x1 > xo > x3 >

. > x, delle variabili. Dando un altro ordine alle variabili z,...,x,
possiamo ottenere un ordinamento lessicografico diverso. Ad esempio date
le variabili x, y, z possiamo definire LEX con x > y > z ma anche x > 2z >y
ocony>x > zete.

In generale, avendo n variabili possiamo definire ben n! ordini lessico-
grafici. Nel seguito, quando parleremo di un ordinamento senza specificare
I'ordine fissato per le variabili intenderemo sempre di considerare quello
corrispondente a £1 > x9 > x3 > ... > Tp.

Definizione 3.2.3 Ordinamento lessicografico graduato
(DEGLEX). Siano a, 5 € Z%,. Diremo che & > gegiex 0 se:

n n
la| = Zai > |6 = Zﬂi’ oppure |a| =8| e a >y .
i=1 i=1

Sostanzialmente si ordina prima rispetto al grado, poi, per monomi dello
stesso grado si ordina rispetto all’ordinamento lessicografico.

Esempio.

Consideriamo i seguenti monomi: xy%z3 e z3y?. In base alla definizio-
ne precedente possiamo concludere che (1,2,3) >gegiea (3,2,0), infatti
[(1,2,3)] = 6 > [(3,2,0)] = 5. Mentre per i monomi dello stesso grado
22 e 22, se x >y > z & Vordine scelto per le variabili si avra 2 > deglex 22

Definizione 3.2.4 Ordinamento lessicografico graduato inverso
(DEGREVLEX). Siano «, 5 € Z%. Diremo che o >gegreviex B S€:

n n
o = Zai > |8 = Zﬁi oppure |a| = || e in a— 3
=1 i=1

il primo elemente non nullo da destra é negativo.

Sostanzialmente, prima si ordinano i monomi rispetto al grado e poi, a
parita di grado, rispetto alle potenze crescenti della variabile piu piccola.
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Esempio.

Consideriamo i seguenti monomi x4y7z e m4y2z3 . Risulta (4,7,1) > degreviex
(4,2,3). Infatti, [(4,7,1)] = 12 > [(4,2,3)] = 9. Se invece prendiamo
i monomi zy°2% e xtyz® poiché risulta |(1,5,2)] = |(4,1,3)] e a — B =
(—3,4,—1) si ha:

(17 572) > degrevlex (47 173)

ovvero acy522 >degrevlex m4y23-

Osservazione.

Un ordine monomiale si dice graduato se z® > z” quando |a| > |3]. DE-
GLEX e DEGREVLEX sono ordinamenti graduati mentre LEX non lo &;
anche per questi esistono n! possibili modi per definirli, e si dimostra che
valgono le 3 condizioni della definizione di ordinamento monomiale, il che
viene lasciato per esercizio al lettore.
Vediamo ora come un ordinamento monomiale ci permette di ordinare
senza ambiguita i termini di un polinomio f =) aqcz® di k[z1, ..., xy].
Ad esempio, se abbiamo f = 4xy?z + 422 — 53 + 72222 € k[z,y,2] e
x >y > z. Con LEX otteniamo:
= =52+ 7T222% + day?z 4 422
Con DEGLEX
f="7222% + dzy?z — 523 + 422,
Con DEGREVLEX
[ =day?z + 72222 — 5ad + 422

Useremo la seguente terminologia.

Definizione 3.2.5 Fissato un ordine monomiale >, sia f un polinomio non
nullo di klz1,...,xy,). Il multigrado di f, é:

multideg(f) = maz(a € Z% | aq # 0)
Il coefficiente direttore (in inglese, leading coefficient) di f é:

LC(f) = Qaltideg(f) €k.

Il monomio direttore (in inglese, leading monomial) di f é:

LM(f) _ l_multideg(f)_
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Il termine direttore (in inglese, leading term di f) e:
LT(f) = LO(f)LM(f).
Per comprendere meglio questa serie di definizioni possiamo considerare il
seguente:
Esempio.

Per il polinomio f = 4xy?z 4 42% — 523 + 72222, sopra considerato, risulta,
rispetto all’ordinamento lessicografico:

multideg(f) = (3,0,0)

LC(f)=-5
LM(f) =2
LT(f) = —5z3

Non e difficile provare, per esercizio, che

Lemma 3.2.2 Siano f,g polinomi non nulli di k[z1,...,x,]. Risulta:
multideg(fg) = multideg(f) + multiged(g).
Se f+g#0, allora
multideg(f + g) < max (multideg(f), multideg(g)).

dove wvale il segno uguale quando multideg(f) # multideg(g)

3.3 Algoritmo di divisione

Nel Capitolo 1 abbiamo visto come 'algoritmo di divisione poteva essere
utilizzato per risolvere il problema di appartenenza di un polinomio ad un
ideale, nel caso dell’anello dei polinomi ad una sola indeterminata. Per
studiare tale problema in piu variabili, formuleremo un algoritmo di divisione

per polinomi di k[z1,...,z,] che generalizza quello noto in k[z].
Il nostro obiettivo principale & quello di poter definire in k[x1, ..., z,] la
divisione di f per fi,..., fs, ossia vogliamo poter scrivere:

f=afi+.. . tasfs+r

dove il dividendo f, i divisori f1,...,fs, 1 quozienti ai,...,as e il resto r
appartengano tutti all’anello k[z1, ..., zy,].

L’idea alla base dell’algoritmo ¢ simile a quella del caso di una variabile.
Per comprendere meglio come si opera forniamo il seguente:
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Esempio.

Consideriamo f = x> + 1, fi = zy + 1, fo = y + 1 e utilizziamo come
ordinamento monomiale quello lessicografico, con x > y. Si vuole seguire lo
schema, della divisione per polinomi in una indeterminata, con la differenza
che si ha un numero maggiore di divisori e quozienti. In questo caso parti-
colare, i divisori sono: f1, fo e i quozienti, da determinare, saranno ap, as.
Graficamente possiamo rappresentare tale situazione nel modo seguente:

ry? +1 Yy + 1 y+1 RESTO

—zy? —y y

Il leading term di f; & xy e quello di fs € y, ordiniamo i divisori uti-
lizzando prima f; e poi fo. Dividiamo zy? per xy scrivendo y come primo
quoziente e sottraendo y - f1 da f

ry? +1 zy+1 y+1 RESTO

—zy? —y y
—y+1
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Ripetiamo ora il processo per —y + 1; questa volta dobbiamo perd usa-

re il polinomio fo perché LT(f;) = xy non divide il LT(—y + 1) = —y
Otteniamo:
ry? +1 rzy+1 y+1 RESTO
—zy® —y y -1
—y+1
y+1
2 2

A questo punto LT(f1) e LT(f2) non dividono 2 allora r = 2 passa alla
colonna dei resti e possiamo scrivere il polinomio f nel seguente modo:

f=ay’ +1=yly+ 1)+ (-1 +1)+2.

Proviamo ora a cambiare ’ordine dei divisori e vediamo cosa accade:

:L‘y2 +1
—zy? —xy

—zy+1
Ty +x

r+1

y+1

zy +1

Ty —

Si puo pertanto scrivere:

RESTO

r+1

f=2 +1=0-(zy+ 1)+ (zy—2)(y+ 1) + 2+ 1

Questo esempio mostra come [’espressione di f puo variare cambiando [’or-

dine dei divisori.



3.3. ALGORITMO DI DIVISIONE 63

Teorema 3.3.1 Fissato un ordimanento monomiale in Zgo consideriamo
una s-pla ordinata F = (fi1,..., fs) di polinomi in k[z1,...,x,]. Ogni f €
klxi,...,z,] puo essere scritto come:

f=aifi+...4asfs+7r

dove a;,v € k[x1,...,x,] e r = 0 oppure r é combinazione k-lineare di
monomi, nessuno dei quali é divisibile per uno dei LT(f1),..., LT(fs).
Chiameremo r il resto della divisione di f per F'. Inoltre, se a;f; # 0 si ha

multideg(f) > multideg(a;fi).

Dimostrazione. Proveremo l'esistenza di aq,...,as,r fornendo 'algorit-
mo che permette di determinarli e dimostrando che tale algoritmo opera
correttamente.

IHPUt: f17~")f87f

Output: ay,...,as,7
ar:=0;...5a5:=0, r:=0
p=f
WHILE p # 0 DO
=1

division.occurred:=false
WHILE ¢ < s AND division.occurred:=false
DO
IF LT(f;) divides LT (p) THEN
a; == a; + LT(p)/LT(f;)
p:=p— (LT (p)/LT(f:))fi
division.occured:=true
ELSE
=1+ 1
IF division.occurred:=false THEN
r:=r+ LT(p)
p:=p—LT(p)

Verifichiamo che 1’algoritmo di divisione sopra dato opera correttamente,
ossia che

(a) L’algoritmo funziona.

(b) L’algoritmo termina.
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Osserviamo preliminarmente che la variabile p rappresenta il dividendo
intermedio in ciascuno dei passi dell’algoritmo, la variabile r rappresenta il
resto ed e nella colonna di destra e le variabili aq,...,as sono i quozienti,
elencati sotto a ciascuno dei divisori fi,..., fs. Infine, la variabile booleana
“division.occurred ci dice quando qualche LT(f;) divide il leading term del
dividendo intermedio. E’ facile verificare che ogni volta che si attraversa il
WHILE ... DO viene eseguito uno solo dei due passi seguenti:

e (Passo di divisione) Se qualche LT(f;) divide LT (p), I’algoritmo pro-
cede come nel caso di una variabile.

o (Passo di formazione del resto) Se nessun LT(f;) divide LT (p) 1'algo-
ritmo aggiunge LT (p) al resto e lo sottrae da p

(a) Per dimostrare che l’algoritmo funziona, verifichiamo che la
f=aifi+...+asfs+p+r, (3'1)

sussiste ad ogni passo. Questo & chiaramente vero per i valori iniziali a; =

.=as =71 =0¢e f =p Supponiamo che I'uguaglianza sopra scritta sia
soddisfatta ad un generico passo dell’algoritmo e dimostriamo che questa
rimane inalterata anche al passo successivo. Se risulta che qualche LT(f;)
divide LT (p) cioe il passo successivo & di divisione per f;, gli unici termini che
cambiano nella (3.1) sono a;, che diventa a; + LT (p)/LT(fi) e p, che diventa
p— [LT(p)/LT(fi)]fi, gli altri termini restano inalterati. Ma aggiungendo
e togliendo ad a;f; + p il termine [LT(p)/LT(f;)]fi la somma a;f; + p non
cambia e

LT LT
aifi +p= (ai + LT((]ZCJZ)))fl + (p - LT((JI%)) fz)
mostra che a; f; + p rimane inalterato e la (3.1) resta valida.
Se invece il passo successivo ¢ un passo di formazione del resto (ossia se

LT(f;) non divide LT (p)), allora p ed r cambiano in p— LT (p) e r+ LT (p),
ma la loro somma p + r resta inalterata in quanto

p+r=(p—LT(p)+ (r+ LT(p)).

L’algoritmo si ferma quando p = 0; in tale situazione allora la (2.1) diven-
tera:

f=afi+...+asfs+r
Poiché si aggiungono termini al resto solo quando non sono divisibili per nes-

suno dei LT'(f;), quando 'algoritmo termina ay, . .., as e r hanno le proprieta
richieste.
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(b) Per dimostrare che [’algoritmo termina, osserviamo che ogni volta che
ridefiniamo p, o il multigrado diminuisce, oppure p diventa zero. Infatti, in
un passo di divisione p ¢ ridefinito come

,_ . LT(p)
p=p- U)h
e, per per il Lemma 3.2.2 risulta
LT(p) LT(p) ,
LTy ) = Tai gy P70 = LT,

Quindi p e [LT(p)/LT(f;)]fi] hanno lo stesso termine direttore, per cui la
loro differenza p’ ha un multigrado strettamente minore se p’ # 0.
Durante un passo di formazione del resto, p ¢ ridefinito come

p'=p— LT(p)

e, ovviamente multideg(p') < multideg(p) quando p’ # 0.

In entrambi i casi il multigrado deve decrescere. Se 'algoritmo non
terminasse si avrebbe una successione decrescente infinita di multigradi, il
che ¢ assurdo, per l'ipotesi di buon ordinamento di > (cfr. il Lemma 3.2.1).
Dopo un numero finito di passi, necessariamente p diventa zero e l'algoritmo
termina.

Resta da studiare la relazione tra il multigrado di f e quello di a; f;. Ogni
termine in a; & del tipo LT (p)/LT( f;) per qualche valore della variabile p che,
inizialmente, & f. Si & appena dimostrato che il multigrado di p diminuisce
quindi LT (p) < LT(f). Ne segue facilmente (come si puo verificare per
esercizio, usando il fatto che un ordine monomiale ¢ compatibile), che se
a; f; # 0 risulta

multideg(a; f;) < multideg(f),

il che completa la dimostrazione del Teorema. 1

Osservazioni.

E sorprendente, dato che I’algebra usata & del tipo di quella studiata alla
scuola media inferiore, che questo algoritmo sia stato individuato ed uti-
lizzato solo negli ultimi cinquanta anni. Purtroppo non ha le stesse buone
proprieta dell’algoritmo di divisione per polinomi in una indeterminata e
raggiunge il massimo della sua potenzialita solo se accoppiato con il metodo
delle basi di Groebner che, come vedremo nei paragrafi successivi, sono so-
stanzialmente le basi “buone® rispetto all’algoritmo di divisione (nel senso
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che il resto sara univocamente determinato qualunque sia 'ordine in cui si
esegue la divisione). Non solo, siano, ad esempio, fi = zy + 1, fo = 3> — 1.
Dividendo f = xy? — x per F = (f1, f2) si ottiene

f=yfi+0fo+ (-2 —y) (32)
mentre eseguendo la divisione per F' = (fa, f1) si ha
f=xf2+0f1 +0.

Cio mostra che f € I =< f1, fo >, ma da (3.2) segue che r = 0 non &
una condizione necessaria per 'appartenenza di f a I ma e solo sufficiente.
Vedremo che le basi di Groebner sono basi di ideali per cui tale condizione
diventa necessaria e sufficiente.
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3.4 Ideali monomiali e Lemma di Dickson

In questo paragrafo risolveremo il problema di descrizione dell’ideale nel caso
particolare di ideali monomiali.

Definizione 3.4.1 Un ideale I C k[zy,...,2z,] é un ideale monomiale
se esiste un sottoinsieme A C ZZ (eventualmente infinito) tale che I é
costituito da polinoms del tipo

Zha(i)gga(i)’con ha(i) € k[xl, ... ,.rn]’Vi =1,...,s
=1

e per a(i) € A. In tal caso, scriveremo
I=<2*]acACZY) >

Un esempio di ideale monomiale &: I =< x%y?, 23y, 2%y% >C klx,y].
Il seguente lemma caratterizza i monomi appartenenti ad un ideale mo-
nomiale.

Lemma 3.4.1 Sia [ =< z* | a« € A C Z%, > un ideale monomiale. I
monomio z? € I se e soltanto se x° ¢ divisibile per qualche z® con a € A.

Dimostrazione. Se z° & multiplo di qualche z® per qualche o € A allora
xP € I, per definizione di ideale.
Viceversa, se 2 € I, allora

2’ = Z h;z®() (3.3)
i=1
dove h; € k[z1,...,2zy] e a(i) € A. Ma h; ¢ una combinazione lineare di

monomi; quindi, distribuendo i prodotti k;z*® si vede che ogni termine che
figura nel secondo membro della (3.3) & divisibile per qualche (). Ma allora
anche ogni monomio che figura a primo membro della (3.3) deve godere della
stessa proprieta. 1

Osservazione.

Se 2P & divisibile per z® allora z” = 2®z" per qualche v € 7%, questo ¢
equivalente a scrivere § = o + 7. Pertanto 'insieme:

a+Z% ={a+vy | veZi}
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¢ costituito dagli esponenti di tutti i monomi divisibili per il monomio x®.
Questa osservazione e il lemma 3.4.1 permettono di ricavare una rappresen-
tazione grafica degli ideali monomiali, tenendo conto della corrispondenza
biunivoca tra gli esponenti dei monomi e i punti di k™. Ad esempio, se

I =< 2%y 23%y* aty? >
Gli esponenti dei monomi di I formano I’ insieme:
((4,2) +Z20) U ((3,4) + Z2) U ((2,5) + Z2).

che & I'unione dei punti a coordinate intere nelle tre copie traslate del primo
quadrante nel piano

)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

25 ) ! ) )

s e
|
@y L

,,,,,,,,,,,

42)

2%y’ — (2,5)
2yt — (3,4)
aty? < (4,2)

Tutti i punti a coordinate intere che si trovano nella zona in alto a destra
della poligonale disegnata sono esponenti di monomi appartenenti ad I.

Mostriamo ora che un polinomio appartenente ad un ideale monomiale
¢ determinato dai suoi monomi.

Lemma 3.4.2 Siano I un ideale monomiale e f in k[z1,...,x,|. Le se-
guenti affermazioni sono equivalenti

(i) fel.

(ii) Ogni termine di f é in I.

(iii) f é combinazione k-lineare di monomi di I.

Dimostrazione. Le implicazioni (iii) = (ii) = (i) sono banali. La dimo-
strazione della (i) = (iii) € simile a quella del Lemma 3.4.1. Precisamente,
sviluppando i prodotti ha(i)xa(i) che figurano nel secondo membro della (3.3)
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si vede che ogni termine di f & combinazione k-lineare di monomi del tipo
27t con a(i) € A. Tali monomi, per il Lemma 3.4.1 sono tutti in 1. g

Una conseguenza immediata di (iii) € che un ideale monomiale & univo-
camente determinato dai suoi monomi.

Corollario 3.4.1 Due ideali monomiali coincidono se e solo se contengono
gli stessi monomi.

Il risultato principale di questo paragrafo e che tutti gli ideali monomiali
sono finitamente generati.

Teorema 3.4.1 Lemma di Dickson Un ideale monomiale
I=<z%|aecA><klzr1,...,x,)
puo essere scritto nella forma
I =< 20 . zo06) >
ove a(1),...,a(s) € A. In particolare, I € a base finita.

Dimostrazione. La dimostrazione e per induzione sul numero delle varia-
bili. Se n =1, I e generato da monomi z%, con « € A C Z>g. Se § ¢ il
minimo di A, allora 2 divide tutti gli altri generatori dell’ideale, quindi

I=<2a%>.

Sia oran > 1 e si supponga vero il teorema per gli ideali monomiali dell’anel-

lo k[x1,...,2y—1]. Posto per comodita x,, = y, i monomi di k[z1,...,x,—1,Y]
si possono scrivere come x®y™, essendo o = (a,...,n—1) € ZQBI em
S Zzo.

Per determinare i generatori di un ideale monomiale I C k[z1,...,Zp—1,Y]
consideriamo l'ideale J di k[x1, ..., x,—1] generato dai monomi z® per i quali
risulta x*y™ € I per qualche m > 0. Essendo J un ideale monomiale in
klx1,...,zn—1], per ipotesi induttiva J & a base finita, e pertanto:

J =<z ) s
L’ideale J si puo considerare la proiezione di I in klzq,...,zp—1].

Per ogni fissato i, con 1 < i < s, la definizione di J ci dice che xo‘(i)ymi €
I per qualche m; > 0. Sia m il massimo tra gli m;. Per ogni indice h tra
0 e m — 1, consideriamo l'ideale J;, < k[x1,...,zy_1], generato dai monomi
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2P tali che zPy" € I. Per comprendere meglio possiamo pensare J, come
la porzione di I generata dai monomi che contengono y esattamente alla
potenza h-esima. Usando nuovamente l'ipotesi induttiva J, ha un numero
finito sp di monomi generatori

Jp, =< 20D gon(sn) >,
inoltre, per come e definito Jp,

gonMyh o genlsn)yh ¢ 1

Vogliamo dimostrare che I € generato dagli s+ sg+. ..+ $y,—1 monomi della
seguente lista in cui figurano scelti

da J: zo@ym  gols)ym
da Jo: oo . gaolso)
da J;: zaWy . gy

da Jy_y o aem-tDym=l o gemoi(smo)ym=1

Ogni monomio x*yP € [ ¢ , infatti, divisibile per un monomio della lista
di cui sopra. Questo si vede considerando che: se p > m, allora x%yP e
divisibile per qualche z*®y™, per costruzione di J; mentre se p < m — 1, il
monomio z%yP & divisibile per 2%»@)yP, per costruzione di JIp.
Per completare la dimostrazione resta da far vedere che I'insieme finito
di generatori puo essere scelto da un assegnato insieme di generatori di 1.
Scriviamo di nuovo le variabili come z1,...,x, e 'ideale monomiale

I=<z%|acA><klx,..., v,
Per quanto sopra dimostrato
[ =< 20 . 25) > per opportuni monomi 2@ € 1.

Ciascun 2°() € I =< 2% | a € A > e quindi, per il Lemma 3.4.1, si ha che
esistono a(1), ..., a(t) € Atali che 2% ¢ divisibile per 2% peri =1,...,t.
Ne segue

I =<2PM 280 sCc g0 200 >

Poiché () € I & anche, ovviamente,

<z 0 ST
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Pertanto I =< z®1) .. 2*5) > ]

Per capire meglio la dimostrazione del Teorema 3.4.1, applichiamolo al-
I'ideale considerato precedentemente. Dalla rappresentazione grafica degli
esponenti, si vede che la “proiezione ¢ J =< x? >< k[x]. Poiché z2y° € I,
si ha m = 5. Si ottengono allora le “porzioni J,, per 0 < h <4 =m—1
generate dai monomi contenenti y":

Jo=J1={0}, Jo=Jl=<az'> J=<u2®>.

Queste porzioni si vedono facilmente utilizzando la rappresentazione grafica
degli esponenti. La dimostrazione del Lemma di Dickson da quindi

I =< $2y5,x4y2,x4y3,m3y4 > .

Il Lemma di Dickson risolve il problema di descrizione per gli ideali
monomiali in quanto ci dice che ogni tale ideale ha una base finita. Questo, a
sua volta ci permette di risolvere il problema di appartenenza di un polinomio
ad un ideale monomiale. Precisamente, utilizzando i Lemmi 3.4.1 e 3.4.2 si
puo dimostrare facilmente che f appartiene ad un ideale monomiale I =<
22 29G) > e, e solo se, il resto della divisione di f per zo@ gl
€ zero.

Il Lemma di Dickson si puo anche usare per dimostrare il corollario
seguente, estremamente importante per poter provare quando ¢ che un or-
dinamento totale e compatibile € anche un buon ordinamento e quindi e
monomiale.

Corollario 3.4.2 Sia > una relazione su 2%, soddisfacente le sequenti pro-
prieta:

(i) > ¢ un ordinamento totale in Z%,.

(ii) sea > 3 ey € Zl, allora o+ > [+ .

La relazione > ¢é un buon ordinamento se e soltanto se a« > 0, Vo € Z%,,.

Dimostrazione. =: Assumendo che > sia un buon ordinamento, consi-
deriamo il pit piccolo elemento ag di Z%,. Bastera dimostrare che o > 0.
Se fosse ap < 0, per lipotesi (ii), aggiungendo mayg ad entrambi i lati si
avrebbe (m + 1)ag < mayp. Si costruirebbe cosi la successione discendente
infinita

0>ap>2a0>>may>(m+1ag> -,

il che € assurdo perché contraddice I'ipotesi che > & un buon ordinamento.
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«: Sia a > 0 per ogni a € Z%, e sia A un qualunque insieme non vuoto

di Z%. Si deve dimostrare che A ¢ dotato di minimo.
L’ideale monomiale I =< z® | a € A >, per il Lemma di Dickson, &
finitamente generato, ovvero esistono «(1),...,a(s) € A tali che

I=<zoW . 2006 5
Non & restrittivo supporre (rinumerando eventualmente gli «) che sia
a(l) < a(2) <...<afs).

Dimostriamo che «(1) € il minimo di A.
Fissato a € A, risulta % € I; quindi, per il Lemma 3.4.1, % ¢ divisibile
per qualche 2%, Questo ci dice che

a=a(i)+ycony€Zijey>0
Per l'ipotesi risulta v > 0 e possiamo scrivere:
a=a(i)+vy>a()+0=ca()>a).
il che implica che (1) ¢ il minimo di A. 1

Dal corollario segue che la definizione data di ordine monomiale si puo
semplificare sostituendo alla condizione di buon ordinamento la condizione,
estremamente pill semplice da verificare, che oo > 0 per ogni o € Z%,
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3.5 Teorema di Hilbert e basi di Groebner

In questo paragrafo risolveremo completamente il problema della descrizione
dell’ideale, fornendo una base “buona” rispetto all’algoritmo di divisione.

Definizione 3.5.1 Sia I < k[x1,...,x,] un ideale non nullo, e sia assegna-
to un ordine monomiale. Denotiamo con LT (I) l'insieme di tutti i termini
direttort di polinoms di 1

LT(I) = {cx® | esiste f € I con LT(f) = cx®},

e con < LT(I) > lideale generato dagli elementi di LT(I).

Osservazione

Osserviamo che se I =< fi,..., fs >, sicuramente
< LT(f1),...,LT(fs) >C< LT(I) >,

ma non e detto che i due ideali coincidano, come mostra il seguente esempio.
Sia

I =<{f1, fo} >=<{2® — 22y, 2%y — 2y° + x} > .
Rispetto all’ordinamento DEGLEX, in k[z,y], risulta

afy—yfi =2 €1,

quindi 22 €< LT(I) >, ma 22 non ¢& divisibile né per LT(f;) = 3, né per
LT(f2) = 2%y e pertanto 2% ¢< LT(f1), LT(f2) >, per il Lemma 3.4.1.

Dimostreremo ora che LT(I) ¢ un ideale monomiale, il che permettera
di applicare i risultati del paragrafo precedente. In particolare, ne seguira
che LT(I) ¢ generato da un numero finito di termini direttori.

Proposizione 3.5.1 Se I < k[xy,...,z,] é un ideale,
(i) < LT(I) > ¢é un ideale monomiale.
(ii) Esistono g1,...,g; € I tali che < LT(I) >=< LT (g1),...,LT(g¢) >.

Dimostrazione. I monomi direttori LM (g) di polinomi non nulli g €
I — {0} generano l'ideale monomiale < LM (g) | g € I —{0} >. Poiché, per
ogni g # 0, il monomio direttore e il termine direttore differiscono soltanto
per la costante moltiplicativa non nulla LC(g) si vede che

LT(g) = LC(9)LM(g),  LM(g) = [LC(g)] 'LT(g),
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pertanto
<LM(g) | geI—{0} >=<LT(g) | geI—-{0} >=<LTI) >,

e, quindi, anche < LT'(I) > ¢ un ideale monomiale.

Poiché < LT(I) > ¢ generato dai monomi LM (g) con g € I — {0}, il
Lemma di Dickson ci dice che < LT(I) >=< LM(g1),...,LM(g;) > per un
numero finito di g1, ..., g;. Ma, di nuovo, LM (g;) differisce da LT (g;) per la
costante moltiplicativa, LC(g;), diversa zero. Ne segue che < LT(I) >=<
LT(q1),...,LT(g¢) >, il che completa la dimostrazione. 1

Si puo ora usare la Proposizione 3.5.1 e ’algoritmo di divisione per di-
mostrare I'esistenza di un insieme finito di generatori per ogni ideale polino-
miale, dando cosi risposta affermativa al problema di descrizione dell’ideale.
Come sempre, si suppone fissato, una volta per tutte, un particolare ordine
monomiale da utilizzare nell’algoritmo di divisione e nel calcolo dei termini
direttori.

Teorema 3.5.1 Teorema della base di Hilbert
Ogni ideale I < k[x1,...,z,] ha un insieme finito di generatori, ovvero si
PUO scrivere come

I=<g1,...,9: >

con gi,...,g: € 1.

Dimostrazione. Se I = 0, I'insieme che genera I ¢ costituito dal solo {0}
che & un insieme finito. Se I contiene dei polinomi diversi dal polinomio
nullo, per la Proposizione 3.5.1 esistono g¢1,...,g: € I tali che

< LT(I) >=<LT(q1),...,LT(g¢) > .

Vogliamo dimostrare che I =< g1,...,g; >.
E’ chiaro che < g1, ...,g: >C I dato che ogni g; € I. Viceversa, sia f un
qualsiasi polinomio di I. Applicando I’algoritmo di divisione in k[z1, . .., 4],

per dividere f per g1,...,¢:, si ha

f = algl+7' -5 Atgt + 7,

dove o 7 = 0, oppure nessun termine di r puo essere divisibile per qualche
LT(g;). Dimostriamo per assurdo che r = 0; infatti:

r=f—aig1—...—args € I.
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Se fosse r # 0 allora il LT (r) €< LT(¢1),...,LT(g¢) > e per il Lemma 3.4.1
si avrebbe che LT(r) ¢ divisibile per qualche LT (g;). Questo ¢ assurdo in
quanto r soddisfa alle proprieta del resto della divisione per i g;. L’assurdo
prova che r € necessariamente uguale a zero, e pertanto:

f=an+...+ag+0e<gr,....q >,

dacui I C<gy,...,gt >. I

La base {g1,...,9:} usata nel Teorema, oltre a dare una soluzione al
problema di descrizione dell’ideale, gode della proprieta che

< LT(I) >=< LT(gl), . ,LT(gt) >

e, come gia visto nell’osservazione che segue la Definizione 3.5.1, non ogni
base ha questa proprieta.

Definizione 3.5.2 Sia fissato un ordine monomiale. Un sottoinsieme fi-
nito G = {g1,...,9t} di un ideale I si dice base di Groebner (o base
standard ) se:

< LT(I) >=<LT(g1),...,LT(g¢) > .

Equivalentemente, ma in modo meno formale, possiamo dire che un sot-
toinsieme G = {g1,...,9:} C I & una base di Groebner per I, se e solo se
il termine direttore di ogni elemento di I ¢ divisibile per uno dei LT(g;)
(cio segue dal Lemma 3.4.1). Dalla dimostrazione del Teorema della base di
Hilbert segue immediatamente il:

Corollario 3.5.1 Fissato un ordine monomiale, ogni ideale non nullo I di
klxi,...,zy,] ha una base di Groebner. Inoltre, una base di Groebner di un
ideale I ¢, effettivamente, una base per I.

Dimostrazione. Assegnato un ideale non nullo, 'insieme G = {¢g1,...,4:}
costruito nella dimostrazione del teorema precedente ¢ una base di Groebner
per definizione.

Per dimostrare la seconda affermazione, si osservi che se < LT(I) > =
< LT(¢1),...,LT(g;) > allora la stessa argomentazione data nel corso della
dimostrazione del Teorema mostra che

I'=<gi,...,9t>.

Pertanto G € una base per I. I
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Nel paragrafo 6 studieremo in dettaglio le proprieta delle basi di Groeb-
ner, in particolare, vedremo come possano essere utilizzate per risolvere il
problema di appartenenza. Illustriamo ora alcuni esempi.

Esempi

(I) Riprendiamo in esame l'ideale
I =< fi, fo >=< = 2ay, 2%y — 2y° + = >

gia considerato nell’osservazione che segue la Definizione 3.5.1. Rispetto
all’ordine lessicografico graduato DEGLEX, I'insieme { f1, f2} non & una base
di Groebner per I, poiché 22 €< LT(I) >, ma 2% ¢< LT(f1), LT(f2) >.
Nel paragrafo 7 impareremo a determinare, a partire da {fi, fo}, una base
di Groebner per [.

(IT) Consideriamo l'ideale J =< ¢1,92 >=< x+2z,y—2z > e dimostriamo che
{91, g2} € una base di Groebner, rispetto all’ordine lessicografico in R[z, y, z].
Dobbiamo dimostrare che la parte iniziale di ogni elemento non nullo di J
appartiene all'ideale < LT (g1), LT (g2) >=< z,y >. Per il Lemma 3.4.1 cio
equivale a dimostrare che il termine direttore di ogni elemento non nullo di
J e divisibile o per x o per y.

Per assurdo, supponiamo che esista un f = Agy + Bgs € J, con termine
direttore non divisibile né per x né per y. Per come e definito 'ordine
lessicografico, f deve essere un polinomio nella sola variabile z. Inoltre,
dato che appartiene a J, il polinomio f & identicamente nullo sulla retta
L =V(x+ z,y— z) C R3, il cui punto generico &, al variare di ¢ in R, il
punto (z,y,2) = (—t,t,t). Essendo k infinito, 'unico polinomio nella sola z
che svanisce su tutti questi punti e il polinomio nullo, il che e assurdo perché
contrario all’ipotesi f # 0. Ne segue che < g1, g2 > ¢ una base di Groebner
per J.

Osserviamo, per inciso, che i generatori dell’ideale J hanno, per matrice
dei coefficienti, la matrice a scala

1 0 1
01 -1

Cio non ¢ casuale: per ideali generati da polinomi lineari una base di
Groebner, rispetto all’ordinamento lessicografico, si ottiene riducendo a scala
la matrice dei coeflicienti.

Le basi di Groebner sono state introdotte intorno al 1960 da H.Hironaka
(che le chiamo “basi standard) e, indipendentemente, verso il 1965 da B.
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Buchberger nella sua Tesi di Ph.D. Il termine “basi di Groebner, usato in
molti sistemi di computer algebra, fu introdotto da Buchberger in onore del
suo relatore di Tesi.

Concludiamo questo paragrafo illustrando due applicazioni del teorema
della base di Hilbert. La prima e di carattere algebrico e riguarda gli ideali
in klzy, ..., 2]

Una catena ascendente di ideali € una successione crescente:

LcLcCcly3C....
Ad esempio, la successione:
<1 >C<x1,02 >C, ..., C< XY, ..., LTy > (3.4)

¢ una catena ascendente (finita) di ideali.

Se vogliamo provare ad estendere questa catena includendo un ideale con
ulteriori generatori, si presenteranno due alternative. Se f €< x1,...,z, >
allora < z1,...,%n, f >=< x1,...,2, >; Se invece f ¢< x1,...,z, > non
¢ difficile dimostrare, per esercizio, che < z1,...,2p, f >= k[z1,..., 2]
Ne risulta che la catena ascendente (3.4) puo essere prolungata solo in due
modi, o ripetendo 'ultimo ideale all’infinito, o aggiungendo k[z1,...,z,] e
poi ripetendolo all’infinito. In entrambi i casi la catena si sara “stabilizzata
dopo un numero finito di passi, nel senso che tutti gli ideali della catena, da
quel punto in poi, risulteranno uguali. Nel prossimo Teorema faremo vedere
che cio si verifica in ogni catena ascendente di ideali.

Teorema 3.5.2 (Condizione della catena ascendente di ideali) Se
11CIQC13C...

¢ una catena ascendente di ideali di klx1,...,xy], esiste un indice N > 1
tale che:

In=INnt1=INj2="...

ossia Iy = Iny;, per ogni i > 0.

Dimostrazione. Data una catena ascendente di ideali Iy C Iy C I3 C ...
consideriamo I = (J;2; I;. Vogliamo per prima cosa dimostrare che I ¢
ancora un ideale di k[x1, . .., z,]; infatti, poiché gli I; sono ideali, contengono
tutti lo 0 e quindi 0 € I. Se f,g € I, esisteranno degli indici ¢ e j tali che
f€lyeg € I Sead esempio ¢ i < j, sia f che g apparterranno a Ij,
e, essendo I; un ideale, anche f 4+ g € I; C I. Analogamente, se f € I e
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r € k[xy1,...,z,] si ha che f € I; per qualche i e, essendo I; un ideale, sara
ancora f-r e l; C 1.

Per il teorema della base di Hilbert, I'ideale I deve avere un insieme finito
di generatori: I =< fy,..., fs >, ma ciascuno dei generatori ¢ contenuto
in qualche ideale I;, sia f; € I;, per qualche j;, ¢ = 1,...,s. Prendendo il
massimo N degli indici j;, per definizione di catena ascendente di ideali, si
ha che f; € Iy per ogni ¢. Quindi

I:<f1,...,fs >CINCIN+1C...CI

e la catena si stabilizza in Iy. 1

L’affermazione che una catena ascendente di ideali di k[z1,...,x,] si
stabilizza e chiamata spesso condizione della catena ascendente o, piu
brevemente, CCA. Dimostreremo nella Proposizione3.5.3 che se vale la CCA
allora ogni ideale ¢ finitamente generato, quindi la CCA ¢ in realta equiva-
lente alla validita del teorema della base di Hilbert. Utilizzeremo la CCA
nell’algoritmo di Buchberger per la costruzione delle basi di Groebner e nello
studio delle varieta affini.

Proposizione 3.5.2 Per un insieme parzialmente ordinato 3 le due pro-
prieta che sequono sono equivalenti:

(i) Condizione della catena ascendente Se a; < as < ... < a; < ...
sono elementi di X2, allora esiste un intero N tale che a; = ay, per ogni
i > N (ovvero: ogni catena ascendente di elementi di ¥ é stazionaria).

(ii) Condizione massimale ogni sottoinsieme non vuoto S di ¥ ha un
elemento massimale ossia esiste un elemento a in S con la proprietd

beSeb>a — b=ua.

Dimostrazione. (i) = (ii). Se, per assurdo, (ii) fosse falsa, esisterebbe
un sottoinsieme non vuoto S di ¥ privo di elementi massimali. Scelto un
a; € S # (), poiché a; non ¢ massimale esisterd un as # a; in S tale
che a; < as. Ma anche ao non ¢ massimale in S, quindi esisterad un as
tale che as < ag e cosi via. Si otterra in tal modo una successione infinita
strettamente crescente a1 < as < ag < ... di elementi di S, il che ¢ contrario
alla (i).

(ii) = (i). Sia S l'insieme di tutti gli a;. Per la (ii) I'insieme S ha un
elemento massimale, sia ay; chiaramente a; = ay per ogni ¢ > N. 1
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Analogamente, si possono definire, su un insieme parzialmente ordinato,
la condizione della catena discendente e la condizione minimale; si pud poi
dimostrare che sono condizioni equivalenti.

Proposizione 3.5.3 Se A ¢ un arbitrario anello (commutativo) le condi-
zioni che sequono sono equivalenti:

(i) L’insieme degli ideali di A (ordinato per inclusione) soddisfa alla condi-
zione della catena ascendente.

(ii) L’insieme degli ideali di A (ordinato per inclusione) soddisfa alla con-
dizione massimale.

(iii) Ogni ideale di A ha una base finita, ossia é finitamente generato.

Dimostrazione. (i) <= (ii) segue dalla Proposizione3.5.2.

(ii) = (iii). Sia ¥ linsieme di tutti gli ideali finitamente generati di A
contenuti in un fissato ideale I di A. ¥ ¢ non vuoto, in quanto (0) € X.
Se J =< fi,...fn > & un elemento massimale di ¥ non puo essere J # I.
Infatti, se cosi fosse, esisterebbe fy € I con fy & J, e l'ideale < fy,J >=<
fo, fi,---, fn >, che & finitamente generato e contenuto in I, conterrebbe
propriamente J, il che € contrario all’ipotesi di massimalita per J. Pertanto,
I'ideale I = J e finitamente generato.

(iii) = (i) Sia [; € I C ... C I, C ... una catena ascendente di ideali
di A. L’unione I di tutti gli I, € un ideale, e quindi ha una base finita,

sia fi,...,fr. Se fi € I, (i =1,...,r), poniamo N = max(ni,...,n,).
Ovviamente tutti gli f; sono in Iy, il che implica che Iy = Iny11=... = 1.
1

Un anello A che goda di una delle tre proprieta equivalenti di cui nella
Proposizione 3.5.3 (e quindi di tutte) si dice Noetheriano (in ricordo di
Emmy Noether (1882-1935)). Ad esempio, ogni campo ¢ un anello Noethe-
riano, o anche ogni dominio ad ideali principali. Per quanto ci riguarda, il
fatto basilare sugli anelli Noetheriani &

Teorema 3.5.3 (Altra versione del Teorema Della Base Di Hil-
bert) Se A é un anello Noetheriano, anche l'anello A[t] dei polinomi in
una indeterminata a coefficienti in A é Noetheriano.

Dimostrazione. (H. Sarges, 1976) Sia A un anello noetheriano e conside-
riamo (per assurdo) un ideale I C A[z] non finitamente generato. Scegliamo
f1 € I di grado minimo. Scegliamo poi fy € I— < f; > ancora di grado
minimo e procedendo in questo modo troviamo f, € I— < f1,..., fr_1 > di
grado minimo. Sia ny := deg fj, e sia f;, = apax™ +... Abbiamo ovviamente
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n < ng < ...e<a; >C< aj,as >C .... Per ipotesi esiste p tale che
< at,...,ap >=< ai,...,app1 > e quindi si puo scrivere api1 = > b bia;
con b; € A. Poniamo g := fpp1 — > b 2™+ ", f;. Quindi il termine di

grado massimo di g e

p
apr1x"PH — E ba;x"™tt =0
=1

da cui deg g < npq1. Daltronde g € I e g ¢< fi,..., fp, > (altrimenti
fpr1 €< fi,... fp >). Questa e una contraddizione perché f,,; era stato
scelto come un polinomio di grado minimo in I— < fy,..., f, >. 1

Dal Teorema 3.5.3, per induzione su n, segue che
A Noetheriano = Alxy,...,z,] Noetheriano.

In particolare, essendo un campo Noetheriano, si ha:

Corollario 3.5.2 L’anello klzi,...,x,] dei polinomi a coefficienti in un
campo k & Noetheriano.

Una seconda applicazione del teorema della base di Hilbert & di carattere
geometrico. Abbiamo definito le varieta affini come insiemi di soluzioni di
sistemi finiti di equazioni polinomiali:

V(fl,...,fs):{(al,...,an)Ek" | fi(al,...,an):0W}.

Il teorema della base di Hilbert mostra che, in realta, ha senso parlare di

varieta affini definite da un ideale I < k[x1,...,zy].
Definizione 3.5.3 Se I C k[xy,...,xz,] é un ideale, denoteremo con V(I)
linsieme

V(I)=A{(a1,...,a,) € K" | flar,...,a,) =0V f €I}

Anche se un ideale non nullo contiene un numero infinito di polinomi, V(I)
puo essere ancora definito come l'insieme dei punti di £™ che risolvono un
sistema finito di equazioni polinomiali.

Proposizione 3.5.4 V(I) ¢ una varieta affine. In particolare, se I =
=< f1,..., fs >, risulta V(I) = V(f1,..., [s)-
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Dimostrazione. Per il teorema della base di Hilbert I =< f1,...,fs >
ha un insieme finito di generatori. Per dimostrare 1'uguaglianza dei due
insiemi V(I) e V(f1,..., fs), dimostriamo le due inclusioni opposte. Poiché
fiel, se f(ai,...,a,) =0 per ogni f € [ allora f;(ai,...,a,) = 0, quindi
V(I) € V(f1,...,fs). Viceversa, se (a1,...,an) € V(f1,...,fs) e f € I,

possiamo scrivere
S
F=Y_hifi
i=1
per qualche h; € k[z1,...,z,]. Questo implica

f(ala"-van) = Zhi(ala-"7an) f(ala-"7an)
=1

= Zhi(al,...,an) 0=0
i=1
da cui V(fi1,...,fs) C V(I). Quindi i due insiemi sono uguali. I

Osservazione.

La piu importante conseguenza di questa Proposizione e che le varieta affini
sono determinate dagli ideali. Nel Capitolo 1 avevamo dimostrato che:

V(fisoo oy fs) =V(g1,--50t) 8¢ < giyeeey gt >=< f1,..., fs >.

Questo € un corollario della Proposizione 3.5.4. La relazioni esistente tra
varieta ed ideali verra illustrata piu dettagliatamente nel Capitolo 4.

3.6 Proprieta delle basi di Groebner

Abbiamo visto che ogni ideale non nullo I < k[zq,...,x,]| possiede una
base di Groebner. In questo paragrafo studieremo le proprieta delle basi
di Groebner e impareremo a verificare se una data base sia o non sia di
Groebner. Iniziamo con il far vedere che gli inconvenienti dell’algoritmo
di divisione non si presentano se si divide per una base di Groebner; in
particolare, il resto ¢ univocamente determinato.

Proposizione 3.6.1 Sia G = {g1,...,g:} una base di Groebner per l’ideale
I < k[zq,...,2,] € sia f € k[x1,...,x,]. Esiste un unico polinomio r di
klxi,...,zy,] che soddisfa le sequenti proprieta:
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(i) nessun termine di r ¢é divisibile per uno tra LT(g1),...,LT(g¢).

(ii) Esiste g € I tale che f =g+ r.

In particolare, r ¢ il resto della divisione di f per G qualunqgue sia [’ordine
dei g; nell’esequire la divisione.

Dimostrazione. L’algoritmo di divisione da
f:algl—i—...—l—atgt—l—r

dove r soddisfa le condizioni (i) e (ii) con g = a1g1 + ... + arg¢ € I. Questo
prova l'esistenza di r.

Per provare 1'unicita, supponiamo che f = g1 + 71 = g2 + 9 soddisfi (i)
e (ii). Allora r;y —ry = g2 — g1 € I, cosi se ry # rg allorail LT(r; —ry) €
< (LT(I) >=< LT(¢1),...,LT(g+ >. Dal Lemma 3.4.1 segue che LT (r; —
r9) € divisibile per qualche LT(g;), ma questo & assurdo perché nessun ter-
mine di r1,ry € divisibile per qualche LT(g1),...,LT(g:). Cido prova che
r1 — 19 deve essere necessariamente uguale a zero, il che dimostra 1'unicita.

La parte finale della Proposizione segue dall’unicita di r. I

Per quanto r sia unico, anche per una base di Groebner, i quozienti a;
dati dall’algoritmo di divisione possono cambiare se si elencano i g; in ordine
diverso. Per vederlo basta considerare ’esempio

G={g,9}={z+zy—z}

di base di Groebner dato nel paragrafo precedente. Dividendo, in k[z,y] con
l'ordine lessicografico il polinomio f = xy prima per (g1, g2) = (z+ 2,y — 2)
e poi per (g2, 91) si ottiene sempre lo stesso resto, ma i quozienti cambiano.

Corollario 3.6.1 Sia G = {g1,...,g:} una base di Groebner per l’ideale
I < Elxi,...,zy] € sia [ € klz1,...,2,). Allora f € I se e solo se il resto
della divisione di f per G € uguale a zero.

Dimostrazione. Se il resto della divisione & zero, banalmente f € I. Vi-
ceversa, assegnato f € I, allora f = f 4 0 soddisfa le due condizioni della
Proposizione precedente. Dall’unicita segue che il resto della divisione di f
per G & necessariamente uguale a zero. I

Osservazione.

La proprieta fornita dal Corollario sopra dimostrato talora & data come
definizione di base di Groebner in quanto si puo dimostrare, per esercizio,
equivalente alla condizione < LT(G) >=< LT(I) >.
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Utilizzando, il Corollario 3.6.1, si puo dare un algoritmo per risolvere il
problema di appartenenza ad un ideale I, una volta noto un algoritmo per
determinare una base di Groebner G di I. Infatti, bastera calcolare il resto
della divisione di f per G per decidere se f € I. Nel paragrafo 7 daremo
tale algoritmo, risolvendo cosi completamente il problema di appartenenza.

Definizione 3.6.1 Denoteremo con fF il resto della divisione di f per
una s-pla ordinata F = (f1,...,fs). Se F ¢é una base di Groebner per
< f1,..., fs > allora possiamo considerare F' come un insieme non ordinato,
per la Proposizione 3.6.1.

Si noti che 'ostruzione per {fi,..., fs} all’essere una base di Groebner
¢ data dalla presenza di combinazioni lineari (a coefficienti polinomi) degli
fi 1 cui termini direttori non sono nell’ideale generato dagli LT'(f;). Cio puo
accadere quando un’opportuna combinazione lineare

az® f; — ba’ fi

cancella i termini direttori, lasciando solo termini piu piccoli. D’altro canto
az® f; — baP fj € 1, e quindi il suo termine direttore ¢ in LT(I). Per studiare
questo fenomeno di cancellazione introduciamo le seguenti combinazioni.

Definizione 3.6.2 Siano f,g € klz1,...,xy,] polinomi non nulli.
(i) Se il multideg(f) = a e multideg(g) = 5, sia
Y=--m), con v =maz{a; B}, Vi.

Chiameremo z” il minimo comune multiplo tra i monomi direttori LM (f)
e LM (g) e scriveremo

7 =m.cm.(LM(f),LM(g)).
(ii) Si dice S-polinomio di f e g la combinazione:

S(f,9)

“r( T I

(Osserviamo che qui si invertono anche i coefficienti direttori).

g.

Esempio.

Siano f = 23y? — 2%y> + v e g = 32*y + 3? in R[z,y], con I'ordinamento
lessicografico graduato. Risulta v = (4,2) e

$4y2 1‘4]/2

S(f7g) = $3y2 - 3$4y g

= z-f=(1/3)y-g
—2%y® 4+ 2% — (1/3)y°.
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Un S-polinomio S(f,g) € concepito per causare la cancellazione del termine
direttore. Il seguente lemma dimostra che ogni cancellazione di termini
direttori tra polinomi dello stesso multigrado e il risultato di questo tipo di
cancellazione.

Lemma 3.6.1 Supponiamo di avere una somma del tipo Zle ciz®®g;,
dove c1, ..., ¢, sono delle costanti di k e, se 3(i) € il multigrado di g; risulta

a(i) +8(i) =6 € Z%, Vi, per cui ¢; # 0.

Se la somma ha un multigrado strettamente pit piccolo, ossia

t

multideg(z cix®Wg;) < 6,
=1

allora esistono costanti cjp, tali che

t

Z ciz®@g; = Z cin® 1S (g5, gn), (3.5)
i=1 Jsh

ove zVih = m.c.m.(LM(g;), LM (gy)). Inoltre, ciascun x°~7"S(g;, gn) ha
multigrado minore di §.

Dimostrazione. Sia d; = LC(g;), cosi che ¢;d; ¢ il coefficiente direttore di
cixa(’) g;. Poiché i termini cia:a(’) g; hanno ciascuno multigrado J, mentre la
loro somma ha multigrado strettamente minore di J, € necessariamente

Per definizione di S—polinomio, ed essendo LT(g;) = d;z®® | risulta

2Yih—B ) 2Yin—B(h)

Quindi, moltiplicando ambo i membri per 20~ e ricordando che (i) =
0 — B(i) per ogni i, si ha

a(j) a(h)

s T T

:U5 ’thS(gj,gh) = ng — Thgh.
J
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Posto per semplicita

2@ .
Di = Tlglv \V/Z = 17 atv
e dunque
275 (gj, gn) = pj — Ph- (3.6)

Osserviamo che p; ha il coefficiente direttore uguale a 1. Consideriamo la
somma telescopica:

¢ ¢
> ax®Wgi = " cidips = erda(py — p2) + (crdy + cada)(p2 — p3) + - -
=1 i1

+(erdi + ... F c—1di—1) (pe—1 — pe) + (crdi + ...+ cedy)py.

Ricordando la Formula (3.6) e il fatto che S'_, ¢;d; = 0, la somma telesco-
pica diventa:

Z cia®Vg, = c1dix® 128(g1,92) + ...

+ ...+ (Cldl + ...+ Ct_ldt_l)dia_%*l‘tS(gt_l,gt).

che & una somma del tipo desiderato.

Poiché p; e pp, hanno multigrado minore di § e coefficiente direttore
1, la differenza p; — pp, ha multigrado minore di 6. Per la Formula (3.6),
possiamo affermare che cid & vero anche per z°7h S (95,9n) € il lemma e
completamente dimostrato. I

Per capire I'equazione (3.5) del Lemma 3.6.1, esaminiamo quando si ha
cancellazione. Nella somma a primo membro, ogni addendo ha multigrado
0, quindi la cancellazione avviene dopo la somma. Nella somma a secondo
membro, ogni addendo ha multigrado minore di é e, quindi, la cancellazione
e gia avvenuta. Intuitivamente questo significa che ogni cancellazione si puo
ottenere da S-polinomi.

Usando S-polinomi e il Lemma 3.6.1 si puo dimostrare il seguente criterio
per stabilire se una data base di un ideale ¢ di Groebner.

Teorema 3.6.1 Criterio di Buchberger Sia I < k[z1,...,z,] un ideale.
Una base G = {g1,...,g9:} di I é una base di Groebner per I se, e solo se,
per tutte le coppie (j,h) con j # h, il resto della divisione di S(g;,9n) per
G ¢ uguale a zero.
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Dimostrazione. = Se G ¢ una base di Groebner, dato che S(g;,gn) € I,
per il Corollario 3.6.1, il resto della divisione per G degli S(g;, gn) ¢ uguale
a zero.
<« Si deve dimostrare che, dall'ipotesi che tutti gli S(g;, gn) hanno resto
zero nella divisione per G, segue che ogni polinomio non nullo f di I & tale
che
LT(f)e< LT(¢1),...,LT(g1) >=< LT(G) > . (3.7)

Dato f € [ =< g1,..., gt > esistono polinomi a; € k[x1, ..., z,] tali che:

t
f = Zaigi. (3.8)
1=1

Per il Lemma 3.2.2 possiamo scrivere
multideg(f) < max{m(i)}, ove m(i) = multideg(a;g;). (3.9)

Se per qualche i si ha multideg(f) = max(multideg(a;g;)) allora LT(f) ¢
divisibile per LT'(g;) e quindi resta provato che LT(f) € < LT(G) > e G ¢ di
Groebner. Se invece non si ha 'uguaglianza, allora qualche cancellazione ¢
avvenuta trai termini direttori dell’ espressione (3.8) di f come combinazione
dei g;. La strategia della dimostrazione consiste nell’utilizzare il Lemma
3.6.1 per riscrivere f in termini di S-polinomi e utilizzare il fatto che questi,
divisi per (G, danno resto zero per sostituirli con espressioni che implicano
meno cancellazione dei termini direttori, fino ad arrivare ad un’espressione
di f come combinazione lineare dei g; in cui nella diseguaglianza (3.9) vale
il segno uguale, caso in cui LT(f) € < LT(G) >, e, come gia osservato, G
risulta di Groebner.
Dato f = 25:1 a;g; poniamo

0 =maxz(m(l),...,m(t)), ove m(i)=multideg(a;g;),
di modo che la diseguaglianza (3.9) diventi
multideg(f) < 0.

Consideriamo, ora tutti i possibili modi in cui possiamo scrivere f nella
forma (3.8). Per ogni tale espressione di f, si ottiene un corrispondente
6. Poiché un ordinamento monomiale ¢ un buon ordinamento, possiamo
scegliere un’espressione di f tale che il corrispondente ¢ sia minimale. Di-
mostreremo ora, per assurdo, che, con tale scelta, risulta multideg(f) = ¢,
il che, per quanto sopra osservato, dimostra il Teorema.
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Sia, per assurdo, il multideg(f) < 6, con § minimale. Isolando, nella
espressione di f, i termini con multigrado minore di § si ottiene

Fo=) agi+ Y agi= (3.10)
m(i)=6 m(i)<§

= N LT(a)gi+ Y (a5 —LT(ai))gi + > aig:.

m(i)=4 m(i)=4 m(i)<d

I monomi che appaiono, nella seconda e terza somma dell’ultima riga hanno

multigrado strettamente minore di §. Se, per assurdo, fosse multideg(f) < 6,

si avrebbe che anche la prima somma avrebbe multigrado minore di §.
Posto LT(a;) = ¢;z*®| la prima somma pud essere riscritta come

Z LT (ai)g; = Z iz g,

m(i)=3 m(i)=4

ossia ha esattamente la forma descritta nel Lemma 3.6.1, in quanto i ¢;z*(®) gi
hanno tutti lo stesso multigrado §, mentre la loro somma ha grado stretta-
mente minore. L’equazione (3.5) del Lemma 3.6.1 implica

Z LT(a;)g; = Zc n2° S (gi, gn)- (3.11)
= 7.h

ove ¢j, € k e 27" = m.com.(LM(g;), LM (gr)). 11 prossimo passo e quello
di utilizzare l'ipotesi che il resto della divisione di S(g;,gn) per G & zero.
Usando l'algoritmo di divisione, si puo scrivere ciascun S-polinomio nella
forma:

gjagh Z al]hg’u (312)
ove a;jp, € k[x1,...,xy,). L'algoritmo di divisione dice inoltre che
multideg(aijng:) < multideg(S(gj,9n)) V14,74, h. (3.13)

Intuitivamente cio significa che quando il resto della divisione & zero, si puo
trovare una espressione per S(gj, gn) in termini di G in cui non tutti i termini
direttori si cancellano. Per utilizzare cio, moltiplichiamo 1’espressione di
S(gj,9n) data sopra per x0~in; si ottiene cosi

' %hS gj gh mehgz (314)
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dove by, = 0 Ving, ijn- Allora per la (3.13) e per il Lemma 3.6.1 si ha
multideg(bijng;) < multideg(z?~"S(gj, gn)) < 6. (3.15)

Sostituendo 1’Espressione (3.14) nell’equazione (3.11) si deduce

D LT(ai)gi =Y cint® "5(g;,9n) = > cin Z bijngi) = Y _ Gigi-
m(3) jsh i

j7h
ove a; = Zjﬁ ¢j.nbijn, e per la disuguaglianza 3.15,
multideg(a;g;) < ¢

in quanto le ¢, sono costanti. Il passo finale consiste nel sostituire
Z LT az 9i = Zazgz

nell’equazione (3.10) avendo cosi la

= Zazgz+ Z _LT az gz+ Z a;gi,

m(i)<é

che esprime f come combinazione polinomiale dei g;, in cui tutti i termini
hanno multigrado minore di §. Ma cio & assurdo perché contraddice I'ipotesi
di minimalita per 6. Questo completa la dimostrazione. I

Il criterio di Buchberger & estremamente utile in quanto fornisce un
algoritmo per verificare se una base ¢ di Groebner.

Esempio.

Consideriamo I'ideale I =< y — 22,z — 23 > Che definisce la cubica sghemba

in R3; vogliamo dimostrare che G = {y — 2%,z — 23} &
(a) una base di Groebner rispetto all’ordine lessmograﬁco LEX cony >z >
x, mentre
(b) non & una base di Groebner rispetto a LEX quando si sceglie come ordine
delle variabili quello usuale z > y > z.

Nel caso (a), I’S-polinomio da considerare e

Yz

Sy —a%z—a3) = y—(y — 2% — (2 —2®) = —z2? 4y
y z
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Dividendo per G si ottiene

—z2? tyrd =2 (y— o) + (—2?) - (2 — 2®) +0,

ossia S(y — 22,z — x3) =0, e, per il criterio di Buchberger, G & una base

di Groebner per I.
Nel caso (b) G = {g1,92} = {—2? +y, —23 + 2} quindi

m.cm.(LM(g1), LM (g2)) = 2®
e risulta

-
S(g1,92) = —xg1 + 92 = —xy+ 2 = S(g1,92) #0.

Sempre per il criterio di Buchberger, G non ¢ di Groebner.

3.7 Algoritmo di Buchberger

In questo paragrafo faremo vedere come, dato un ideale I < k[xq,...,z,],
si possa effettivamente costruire una base di Groebner per I. Per capire
le idee alla base del metodo che useremo, consideriamo di nuovo l’ideale
dell’esempio (I) del paragrafo 5.

Esempio.
In k[x,y] con Pordinamento DEGLEX, x > y, consideriamo
I =< fi, fo>=<a®— 2y, 2%y —2° + 2 >.

Sappiamo gia che F' = {fi, fo} non & una base di Groebner per I, in quanto
LT(S(f1, f2)) = —2? ¢< LT(f1), LT(f2) > e, pertanto, fa parte del resto

r=S(f1, fg)F (che quindi & non nullo) della divisione di S(f1, f2) per F.

Per ottenere una base di Groebner, un’idea naturale ¢ quella di provare
ad estendere la base originaria F', con polinomi di I fino ad ottenere una
base di Groebner. Se includiamo nell’insieme dei generatori di I tale resto
non nullo e poniamo F := {fi, fo, f3}, ove

fs=—-a"= S(f17f2)F,
si ha S(f1, f2) = f3 e quindi

S(f17f2)F:0-
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Volendo verificare se la nuova F' ¢ di Groebner dobbiamo calcolare

S(f1, f3) = (23 —2zy) — (—z)(—2?) = —2zy, di nuovo
— < F
S(f1,f3) = —2xy#0.
Aggiungendo f; = —2xy all’insieme dei generatori, si ha un nuovo insieme

F = (f17f27f37f4)' Ora
S ) = SUnfs) =0,

S(f1,fa) = y(@® —22y) — (—1/2)a*(—22y) = —22y* = yf1 quindi
S f). = 0
S(fa, f3) = (2%y—2y°+2)— (—y)(—2?) = —2y* + = di nuovo

———F
S(f27 f3) 7é 0
Aggiungendo f5 = S(fo, f3)F = —2y? + 1z ad F e calcolando
7 7 . .
Sk ¥ 1<i<j<s,
si avra, per il criterio di Buchberger che

{f17f27f37 f47 f5} = {'CCS - 2$y7 x2y - 2y2 + x, _‘T27 _2‘Ty7 _2y2 + x}a

¢ una base di Groebner per I.

Il procedimento, seguito nell’esempio, di aggiungere S(f;, fj)F ad F
se ¢ non nullo, puo essere formalizzato in un algoritmo per costruire ba-
si di Groebner. Questo algoritmo di Buchberger e la pietra miliare della

geometria algebrica computazionale.

Teorema 3.7.1 Sia I =< fi,...,fs ># 0 un ideale di klx1,...,x,]. Si
puo costruire una base di Groebner per I in un numero finito di passi, con
il sequente algoritmo.

Input: F = (f1,...,fs)
Output: Una base di Groebner G = {g1,...,¢:} per I, con FF C G

G =F
REPEAT
G =G

FOR each pair(p,q), p # q in G' DO
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G/
S:=S(p,q)
IF S#0THEN G:=GUS

UNTIL G := G

Dimostrazione. Per brevita scriveremo I =< G > e < LT(G) > =
< LT(g1),...,LT(g:) >. Dimostriamo, in primo luogo, che G C I sussiste
ad ogni passo dell’algoritmo. Questo € vero per i valori iniziali, e continua
ad essere vero quando G diventa sempre piu grande per I’aggiunta dei resti

S(p, q)G con p,q € G'. Infatti, essendo G C I sia p, q che S(p,q) sono in I,

e dividendo per G’ C I si ha ancora GUS C I. Possiamo poi osservare che

G contiene la data base F' di I, pertanto G ¢é sicuramente una base per I.
L’algoritmo funziona in quanto allo stadio finale ¢ G = G’, il che significa

che S(p, q)G = 0 per tutti i p,q in G. Quindi, per il criterio di Buchberger,
G & una base di Groebner per I.

Resta da dimostrare che l'algoritmo termina. Ogni volta che si passa
attraverso la parte da ripetere dell’algoritmo, I'insieme G & costituito da G’
(ossia il vecchio G) e dai resti non nulli delle divisioni di S-polinomi per G’.
Dato che G’ C G, si avra sempre

<LT(G")>C< LT(G) > . (3.16)

Inoltre, se G’ # G tale inclusione ¢ stretta. Infatti, se 7 ¢ un resto non nullo
nella divisione di un S-polinomio per G’, allora LT(r) non & divisibile per
nessuno dei termini direttori di elementi di G', ovvero LT (r) ¢< LT(G") >,
anche se LT(r) e< LT(G) >.

Per la (3.16), gli ideali < LT(G’) > via via ottenuti formano una catena
ascendente di ideali in k[z1, ..., z,], anello noetheriano come prova il teore-
ma della base di Hilbert. La CCA in k[x1,...,z,] implica che dopo un nu-
mero finito di passi la catena si stabilizza, ossia < LT(G') > =< LT(G) >.
Ne segue che G = G’, e, quindi I’algoritmo termina dopo un numero finito
di passi. I

Osservazioni

(I) L’algoritmo dato non e sicuramente il piu pratico. Come primo miglio-

ramento notiamo che, non appena S(p, q)G = 0, tale resto rimane non nullo

anche aggiungendo altri elementi all’insieme dei generatori. Quindi non c’e

motivo di ricalcolare tali resti nei passi successivi. Invero, aggiungendo i

nuovi generatori f; uno per volta, gli unici resti che devono essere control-
U

lati sono S(fi, fj)  con ¢ < j — 1. Ulteriori raffinamenti, per migliorare
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I'efficienza dell’algoritmo, sono stati fatti negli anni 70 e 80 da Buchberger
e dai suoi collaboratori (si veda ad esempio [8], capitolo 2, paragrafo 9)

(IT) Le basi di Groebner ottenute con tale algoritmo sono spesso piu grandi
di quanto sia necessario. Si possono eliminare alcuni tra i generatori usando
il risultato seguente.

Lemma 3.7.1 Sia G una base di Groebner per l’ideale polinomiale I. Se
p € G ¢é un polinomio tale che LT (p) €< LT (G — {p}) >, anche G — {p} ¢
una base di Groebner per I.

Dimostrazione. Sappiamo che < LT(G) >=< LT(I) >. Se LT(p) ap-
partiene a < LT(G — {p}) >, allora < LT (G — {p}) >=< LT(G) >. Dalla
definizione segue quindi che anche G — {p} & una base di Groebner per I. y

Definizione 3.7.1 Una base di Groebner minimale per [’ideale polino-
miale I € una base di Groebner G per I tale che:

(i) LC(p)=1 VpeG
(ii)) ¥ pe G LT(p) ¢< LT(G — {p}) >.

Si puo costruire una base di Groebner minimale, per un ideale non nullo,
applicando ’algoritmo di Buchberger (cfr. Teorema 3.7.1) e poi usando il
Lemma 3.7.1 per eliminare tutti i generatori che non sono necessari. Per
illustrare tale procedimento forniamo il seguente

Esempio.

Una base di Groebner per l'ideale I =< 23 — 2zy, 2%y — 2% + x > &

fi = 2% —2axy

fo = Py—-2+a
f3 = —a’

Ji = —2my

fs = 2+

Poiché alcuni dei coefficienti direttori sono diversi da 1, il primo passo &
quello di moltiplicare ciascun generatore p per LC(p)~! in modo da ridursi a
polinomi monici. Osservando poi che LT(f1) = 23 = —x-LT(f3), si puo, per
il Lemma 3.7.1, eliminare f; dalla base di Groebner. Analogamente, poiché
LT(f2) = 2%y = —(1/2)z - LT(fy) & lecito eliminare f. Non essendoci altri
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casi in cui il termine direttore di un generatore divida quello di un altro
generatore, si ha che

fs=2 fi=uxy, fs=y*—(1/2)z,

costituiscono una base di Groebner minimale per I.
Sfortunatamente, un dato ideale I puo avere pit di una base minimale.
Ad esempio per I’ ideale I sopra considerato ¢ semplice verificare che:

fa=a"taxvy, fi=wzy, fs=9"—(1/2)x,

per ogni costante a € k, & ancora una base di Groebner minimale. Si puo
pertanto, se k € infinito, dare un numero infinitodi basi di Groebner mi-
nimali. Fortunatamente tra tutte queste basi, ne esiste una che & migliore
delle altre.

Definizione 3.7.2 Una base di Groebner ridotta per un ideale polinomiale
I é una base di Groebner G tale che:

(i) LC(p) =1V peaq.
(13) ¥ p € G nessun monomio di p €< LT(G — {p}) >.

Nell’esempio precedente, solo la base con a = 0 ¢ una base ridotta. In
generale, le basi di Groebner ridotte godono della seguente proprieta.

Proposizione 3.7.1 Fissato un ordine monomiale, ogni ideale non nullo I
di k[z1,...,2,) ha un’unica base di Groebner ridotta.

Dimostrazione. Sia G una base di Groebner minimale di /. Diremo che
un elemento g € G € ridotto per G, se nessun monomio di g appartiene
all'ideale < LT (G —{g}) >. Il nostro obiettivo ¢ quello di modificare G fino
a quando tutti i suoi elementi siano ridotti.

Una prima osservazione ¢ che se g e ridotto per G, allora g € ridotto per
qualsiasi altra base di Groebner minimale di I che contenga g e che possieda
lo stesso insieme di termini direttori. Questo e vero in quanto la definizione
di ridotto coinvolge solo i termini direttori.

Definiamo, ora, 'insieme G’ = (G —{g})U{¢'}, ove g € G e ¢’ = g&— 19},
Vogliamo dimostrare che G’ ¢ una base di Groebner minimale per I. Infatti,
LT(¢") = LT(g), in quanto dividendo g per G —{g} il LT(g) va a formare il
resto, non essendo divisibile per nessuno elemento di LT(G — {g}). Questo
dimostra che < LT(G) >=< LT(G") >. Poiché G’ & chiaramente contenuto
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in I, si vede poi che G’ ¢ una base di Groebner ed ¢ anche minimale. Si noti
infine che, per costruzione, ¢’ ¢ ridotto per G'.

Continuando ad applicare agli elementi di G il procedimento sopra
esposto, si arrivera ad ottenere elementi tutti ridotti. La base di Groeb-
ner puo cambiare ogni volta che si applica il procedimento, ma una volta
ridotto, un elemento rimane tale poiché non si cambia mai il suo termine
direttore. Si arriva cosi a una base di Groebner ridotta.

Per dimostrare D'unicitd, supponiamo di avere G e G, due basi ridotte
per I. In particolare G e G saranno basi minimali per I, il che implica, come
si puo provare per esercizio, che

LT(G) = LT(G).

Quindi, dato g € G esiste un § € G tale che LT(g) = LT(j). Se si puo
provare che g = §, seguird che G = G, e 'unicita sard dimostrata.

Per vedere che g = g, consideriamo 1’elemento g — g di I. Essendo G una
base di Groebner, risulta HG =0. Ma LT(g) = LT(g), quindi i termini

direttori si cancellano in g—g e nessuno dei termini rimanenti ¢ divisibile per
qualche elemento di LT(G) = LT(G), poiché G e G sono ridotte. Questo

dimostra che g — f]G =g — g =0, da cui segue che g = g. 1

Osservazione.

Molti sistemi di algebra computazionale, implementano una versione dell’al-
goritmo di Buchberger per il calcolo di basi di Groebner ridotte. L’unicita
ora dimostrata implica quindi che tali sistemi danno tutti la stessa risposta.

Un’altra conseguenza dell’unicita, € che si puo ottenere un algoritmo di
uguaglianza per ideali che permetta di verificare quando due dati insiemi
di polinomi {fi,..., fs} e {g1,...,9:} generano lo stesso ideale. L’algoritmo
¢ semplicissimo: fissato un ordine monomiale, si calcolano le basi di Groeb-
ner ridotte per < fi,...,fs > e < g1,...,g: > 1 due ideali risulteranno
uguali se e solo se le basi di Groebner coincidono.

Per concludere questo paragrafo, illustriamo qualcuna delle connessio-
ni tra Ualgoritmo di Buchberger e leliminazione di Gauss per sistemi di
equaziont lineari. 11 fatto interessante e che l’algoritmo di Gauss-Jordan,
che da la riduzione a scala di una matrice, ¢ essenzialmente un caso parti-
colare dell’algoritmo di Buchberger. Per concretezza, discuteremo un caso
particolare di sistema di equazioni lineari.
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Esempio.

Si consideri il sistema di equazioni lineari

3r —6y—22=0
2z —4dy+ 4w =0
r—2y—z—w=0

Con operazioni elementari sulle righe della matrice si ottiene

1 -2 -1 -1
0 0 1 3
0 0 0 O

Per ottenere una matrice a scala ridotta si deve essere sicuri che ciascun 1
direttore sia 'unico 1 nella propria colonna. Questo da la matrice

1
[\]

-1

S O =
O = O

3
0

o O

In algebra tali calcoli si traducono come segue: sia I 'ideale
I=<3z—-6y—2z2zx—4dy+4dw,z -2y —z—w > < klz,y, z,w]

corrispondente al sistema di equazioni assegnato. La prima matrice ci
fornisce la seguente base di Groebner

I=<z—-2y—2z—w, 24+ 3w >,

che & minimale, mentre la seconda matrice fornisce 'unica base di Groebner
ridotta
I=<z—-2y+2w, z+ 3w >.

Il fatto, noto in algebra lineare, che ogni matrice si possa porre, in modo
unico, nella forma ridotta a scala puo essere visto come un caso particolare
dell’ unicita delle basi di Groebner ridotte.
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3.8 Applicazioni delle basi di Groebner

All’inizio del capitolo sono stati presentati quattro problemi. Il primo tra
questi, il problema della descrizione dell’ideale, & stato risolto tramite il
teorema della base di Hilbert. In questo paragrafo esamineremo gli altri tre
problemi e faremo vedere come si possano risolvere utilizzando le basi di
Groebner.

3.8.1 Problema di appartenenza

Combinando insieme ’algoritmo di divisione con le basi di Groebner, si ha il
seguente algoritmo di appartenenza ad un ideale: Dato un ideale po-
linomiale I =< fi,..., fs >, e fissato un ordine monomiale, si puo decidere
se un polinomio f appartiene o meno ad I nel seguente modo.

(I) Utilizzando ’algoritmo di Buchberger, si trova una base di Groebner
G ={g1,...,9:} per l'ideale I.

(IT) Utilizzando 'algoritmo di divisione si calcola il resto f& della divisione
di f per G. Per il Corollario 3.6.1 si ha che

fel— f=0.

Esempio 1.

Fissato l'ordinamento DEGLEX con x > y > z in C[z, y, 2|, consideriamo il
problema di appartenenza del polinomio f = —4x2y?2% 4+ 4% + 32° all’ideale
I =< fi,fo >=<xz—y?, 23 — 22 >. L’insieme di generatori indicato per
I non ¢ una base di Groebner, in quanto LT(I) contiene anche polinomi
del tipo LT(S(f1, f2)) = LT(—22y? + 23) = 2?y? che non sono nell'ideale
< LT(f1), LT(f2) >=< zz, 23 >. Calcolando una base di Groebner per I
si trova la base di Groebner ridotta

G:(fl,...,f5):(:czfy2,x3722,x2y2723,:ﬂy4724,y67z5).

Dividendo f per la base G si trova
f=0-f1+0-fo—42°f5+0- fs+1- f5+0.

Poiché il resto € nullo si puo affermare che f € I. Se invece consideriamo f =
ry—522+x anche senza eseguire la divisione per G si vede che il LT(f) = xy
non ¢ chiaramente un elemento di < LT(G) >=< zz, 2%y?, zy*y® >. Quindi
f¢ # 0 e, pertanto, f ¢ I.
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3.8.2 Risoluzione di equazioni polinomiali
Vediamo ora come il metodo delle basi di Groebner si possa utilizzare nella
risoluzione di equazioni polinomiali, in pit variabili.
Esempio 2.
Consideriamo le equazioni
242422 =1,

932—1—22:3/,
T =z,

in C3. Queste equazioni determinano 'ideale di C[z,y, 2]
T=<2?+y?>+22-1,22+22—y, z—2>.

Per trovare tutti i punti della varieta V(I), si pud usare una qualsiasi base
di I. Tuttavia, la base di Groebner ridotta, rispetto all’ordinamento lessi-
cografico con z >y > z

g = =3
g = —y+22°
g3 = 24(1/2)2% -1/4.
presenta il vantaggio che il polinomio g3 dipende solo dalla variabile z. Si

pud ricavare 22 utilizzando la formula risolutiva delle equazioni di secondo
grado, estraendo poi la radice quadrata si ha che le soluzioni dell’equazione

g3z = 0 sono
1
z= i§\/i\/5— 1.

Questo fornisce quattro valori per z, sostituendo questi valori nelle equazioni
go = 0 e g1 = 0, possiamo ricavare sia la x che la y. Si ottengono in
tal modo tutte le soluzioni del sistema iniziale e, quindi, tutti i punti di

V(I) = V(g1, 92, 93)-

Esempio 3.

Supponiamo di voler determinare il massimo ed il minimo della funzione
x3 + 2xyz — 22 soggetta al vincolo z? + y? + 22 = 1. Applicando la teoria
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dei moltiplicatori di Lagrange, si ricava il seguente sistema di equazioni
polinomiali:

322 4 2yz — 22\ =0,

2xz — 2yA =0,

2y — 2z — 222 =0,

22 4+y?+22-1=0.

Fissato in R[x,y, z, \| 'ordine LEX con A > z > y > z e calcolando la base
di Groebner ridotta per I'ideale definito da tali equazioni, si ottiene

A\ —éx—§yz— 167616 .6 36717z4 134419 2
2 2 3835 590 7670

R ST R L

19584 e 1999 5 6403

xy z° — z,
3835 295 3835

e ager 11525 108 g 2556
Y% 7 3835° T 205° " 3835°

; 9216 5 906 ; 2562

Y Ay —y - S S

3835° ' 205° 3835
., 0912 ; 827 , 3839

738357 2957 3835
576 . 1605 , 453
3 2 6 4 FID 2
Y= YR T g TR T 187
;1763 5 655 5 11

20— —=z.
T1152° 1152 288
A prima vista questa collezione di polinomi sembra orribile, ma, se si os-

serva meglio, ci si rende conto che, ad esempio, 'ultimo polinomio dipende
dall’unica variabile z e le sue radici sono

z=0, +1, ig, Ly
3 8v/2

Sostituendo ciascuno di questi valori negli altri polinomi della base di Groeb-
ner e uguagliando a zero, ¢ possibile determinare tutte le soluzioni del sistema

z=0, y=0, x==1.

z=0, y==£1, z=0.
z==21, y=0, z=0.
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2 1 -2
30 YT 3 T3

VI -3/11 -3

z =

z

= —, = , X .
8v2' VT TR 8
VI 3V11 -3

z = 8\/§’y_8\/§’x_8'
Da queste e semplice scegliere il minimo ed il massimo. Gli esempi 2 e 3
mostrano che determinare una base di Groebner di un ideale I, rispetto
all’ ordine lessicografico semplifica la forma delle equazioni della varieta
V(I). In particolare si trovano equazioni in cui le variabili si eliminano
successivamente. L’ordine di eliminazione sembra corrispondere all’ordine
scelto per le variabili. Nell’esempio 3 ¢ A > = > y > z e se si guarda la base
di Groebner, si vede che A e eliminata per prima, x per seconda e cosi via.

Un sistema di equazioni di questo tipo ¢ facilmente risolvibile, special-
mente quando 'ultima equazione contiene solo una variabile. Si possono,
naturalmente, applicare tecniche usate nel caso di una variabile per prova-
re a determinarne le soluzioni e sostituire poi tali valori nelle altre fino a
determinare l'insieme di tutte le soluzioni. Si noti I’ analogia tra questo
procedimento e il metodo di Gauss Jordan per la risoluzione di sistemi di
equazioni lineari.

Nel Capitolo 3 vedremo perché l'ordine lessicografico da una base di
Groebner che elimina successivamente le variabili

3.8.3 Problema di implicitizzazione

Supponiamo che le seguenti equazioni parametriche:

T = fl(tlv--' 7tm)a

Ty = fn(tl,. .. ,tm)

definiscano un sottoinsieme di una varieta algebrica V di k™. Si possono
utilizzare le basi di Groebner per determinare le equazioni polinomiali nel-
le x; che definiscono V, anche se una soluzione completa al problema di
implicitizzazione potra essere data solo nel capitolo 3.

Per semplicita, ci restringiamo al caso in cui le f; sono polinomi. Si puo
studiare la varieta di k"™ definita dalle seguenti equazioni:

xl_fl(tla"'atm) :07

Ty — fn(tl,...,tm) =0.
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ossia la V(I) definita dall’ideale

I =<z —fl(tl,...,tm), ...,In—fn(tl,...,tm) >
di A = k[t1,...,tm,x1,...,2,]. L’idea & quella di eliminare le variabili
t1,...,tn dalle equazioni sopra scritte.
Usando nell’anello k[ty, ..., tm,x1,..., 2], lordine LEX con

thh>...>tp>x1 > ... > Ty

si determina una base di Groebner dell’ideale I e, come prima, in questa base
ci saranno polinomi che dipendono solo solo dalle variabili x1,...,x,. Tali
generatori ci forniranno le equazioni di una varieta che sicuramente contiene
i punti della parametrizzazione.

Le idee appena descritte verranno esaminate in dettaglio nel capitolo 3, in
cui studieremo la teoria dell’eliminazione. Per il momento ci accontenteremo
di alcuni esempi.

Esempio 4.

Consideriamo le equazioni parametriche

1::t4,
y =17,
z:tQ,

che definiscono una curva in C3. Una base di Groebner G, rispetto a LEX,
cont>ax >y > z dell'ideale

I:<l‘—t4, y—t3, z—t2 >
¢ data da
G={-t4z2,ty—22 tz—y,z—22y* - 2%
Gli ultimi due polinomi dipendono soltanto da x,y,z e definiscono una
varieta di C3, che contiene la curva assegnata parametricamente.
Esempio 5.

Consideriamo, in R3, la superficie ¥(¢,u) tangenziale alla cubica sghemba.
Tale superficie ha la rappresentazione parametrica

T =1+ u,
y = t2 + 2tu,
z =13+ 3t%u
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Una base di Groebner, rispetto all’ordinamento lessicografico con t > u >
T >y > z contiene, come vedremo presto, sette elementi tra cui uno, sia gz,
dipende solo dalle variabili x, ¥y, z. La varieta definita dall’equazione

gr = —(4/3)2 2 + 2% + 2zyz — (4/3)y° — (1/3)22 =0

contiene la X(t,u). E’ comunque possibile che la superficie definita dal-
I’equazione g7 = 0 sia piu grande della superficie tangenziale alla cubica
sghemba, ossia esistano punti della V(g7) le cui coordinate non soddisfino le
equazioni della (¢, u). Ritorneremo su cio nel capitolo 3.

Riassumendo i risultati di questo paragrafo: si & visto che le basi di
Groebner e l'algoritmo di divisione danno una soluzione completa al pro-
blema di appartenenza di un polinomio f ad un ideale I, ossia, geometrica-
mente, risolvono il problema di stabilire se la varieta V(I) & una sottovarieta
dell’ipersuperficie V(f). Inoltre, si & visto come dare soluzioni di sistemi di
equazioni polinomiali e come trovare equazioni implicite (o cartesiane) di un
sottoinsieme dello spazio affine assegnato tramite equazioni parametriche.
Ci siamo riusciti in quanto le basi di Groebner, se calcolate rispetto all’ordi-
ne LEX, sembrano eliminare le variabili in un modo “buono*. Nel prossimo
capitolo vedremo che cio succede sempre ed esploreremo altri aspetti di
quella che si chiama Teoria dell’eliminazione.
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