Analisi vettoriale - A.A. 2003/04

Foglio di esercizi n.7

Soluzioni

1. Esercizio
Studiare la convergenza delle seguenti serie di potenze:

2”(n+3 o -
Z (2n Zlog n—l—l

n=1

1.1. Soluzione.

(1) ZQ”n—I—?)

n=1

Serviamoci del criterio del rapporto

2" (n+3)! _n
(2n)! B n+3
2n—1(n42)! . ¢ ’ ‘ ( 1) - 0 VxeR
(2n—2)!

Quindi la serie converge (1) assolutamente per ogni x, e quindi converge
per ogni x.

(2) f m
“— log(n+1)
Si tratta, posto
della serie di potenze in y
+o0 yn
3 - J
; log (n+1)

Per riconoscere dove converge serviamoci ancora del criterio del rap-
porto

log(yTl) | Jog(n+1)
yn—l - |y| log(n) |y|
log(n)

Ne segue che la serie converge assolutamente in ogni y € (—1,1).
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La serie originale (2) pertanto converge assolutamente e quindi conver-
ge per

z € (—1+V2,1+V2)

ESTREMI DI TALE INTERVALLO
e © = —1+ /2 la serie diventa
— (="
; log(n + 1)
serie che rientra nel caso delle serie a termini di segno al-
terno, decrescenti in modulo a 0, considerate dal Teorema di

Leibnitz !, e riconosciute convergenti.
e =1+ /2 la serie diventa

S
“— log(n+1)

che é una maggiorante della serie armonica

400 1
;nJrl

serie divergente. Pertanto la serie assegnata in tale estremo
destro ¢ divergente anch’essa.

2. Esercizio
Studiare "insieme di convergenza della somma di serie:
x—1)"+ x—1)".
I DE

n=1

2.1. Soluzione.

Indicato come sopra con
y=z—1
la somma assegnata si scrive come

o0

243"
(3) Z n+3y

ICriterio di Leibnitz, Vol. I pag. 514.



3. ESERCIZIO 3

Applicando il criterio del rapporto si ha

sy | wew ara e aee
2n—;ign—1ynil - y 27’1—1 +37’L—1n+3 o y (2/3)7’1—1 + ]. n+3

espressione che, per n — +oo tende a 3|y|.

La serie somma (3) assegnata converge assolutamente e quindi converge
per 3|y| < 1 ovvero

OvVvero ancora per

ESTREMI DI TALE INTERVALLO

o r = % la prima serie delle due serie addendi converge ovvia-

mente
= 1 -1,
2 33
n=1 n +
la seconda

o0 . 1
Z(_l) 3
n=1 n +

converge anch’essa per il Teorema di Leibnitz sul caso dei
segni alterni.

Quindi la serie somma in tale estremo sinistro converge.

o = % la prima delle due serie addendi converge, la seconda
no.

Quindi la serie somma in tale estremo destro non converge.

3. Esercizio

Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie

o0

Y g

n=1



3.1. Soluzione.

La serie assegnata ¢, scritta pit chiaramente

—+00

(4) 3 (2 e—x2> !

n=1

una serie geometrica costruita su

p=2 e
E quindi ben noto che converge se e solo se |p] < 1 ovvero se e solo se
2| <1 o /()< |z]
la semiretta da —/In(2) a —oo e quella da y/In(2) a +o0.

La convergenza della (4), pensata come serie geometrica in p, é unifor-
me in ogni intervallo chiuso

[—CL, CL]

con a € (0,1), 1 escluso.
Quindi la serie (4) converge uniformemente in ogni semiretta (—oo, —b]

ovvero [b, +00) con
b> /In(2)

4. Esercizio

Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie
S |z]
5 1 1+—= .
5) > tos (141
4.1. Soluzione.

Tenuto conto che
[ In(1 + |a])| < al,

i termini della serie sono maggiorati in modulo da

7|

’1|
<_
4n)

In(1
n(l+ <



4. ESERCIZIO 5

In altri termini la serie geometrica convergente
400 n
1
I f—
=13 (3)
é una maggiorante della serie dei moduli

- |z]
1 1+ —
og( + )|

pertanto la serie assegnata é convergente qualunque sia x.

n=1

4.2. La convergenza uniforme. Detta S(x) la somma della (5)

riesce . .
~ T By 1
S(z) =) log <1+|4—k|) Y (Z)
k=1 k=n+1
+o00o k
1
“= % (3)

k=n-+1
resto m-esimo di una serie numerica convergente, e quindi infinitesimo
per n — 400 si ha

(6)

Indicato con

< enlz|

S(z) — ;mg (1 + %)

Se x € [—M,M], intervallo limitato, allora la quantitd a secondo
membro di (6) si maggiora, per tutti tali z con

Me,

Quindi la serie (5) converge uniformemente in ogni intervallo limitato.




5. Esercizio

Siano

fulz) =n(er —1), n=1,2,..
st caleoli f(x), limite puntuale della successione di funzioni in R e si
dica se tale convergenza € uniforme negli insiemi [0, 1] e [0, +o0].

5.1. Soluzione.
Consideriamo prima di tutto il caso di z = 0 : tutte le f,, in tale punto
valgono 0 e quindi

10
g

_% 1 2 3

F1curA 1. La successione f,(x) dell’esercizio 5.

lirf fn(0) =0
Negli altri punti z # 0 teniamo conto che
x
7 z/n 1= Ze™m
(7) e e

relazione dedotta semplicemente dal teorema di Lagrange
b= (a—0b)e

pensando ad a = z/n e b =0 La (7) produce quindi

e —e

n(en —1) =xe™, 7, € (—|z|/n, |z|/n)
Tenuto conto che
lim Izl _ 0
n—+oo N

ne segue che anche

lim 7, =0
n—-+4o0o



5. ESERCIZIO 7

e quindi
lim ze™ =2
n—-—+00
Riesce quindi
lim f,(z)==x
n——+00

5.2. La convergenza uniforme. Consideriamo la differenza

fn(x)—m:n(ew/”—1—£>

n

Dalla formula di Taylor si ha del resto
t 1 2 T
e =1+t+ 575 e

che pensando a

x
t==
n
produce
1 2
6:1:/71,_1_{:_({) Tn
n  2\n
ovVVero
1 /xN\2 |
fule) —w =g (1) e
Se

re€|[-M,M], — 1,€[-M M|
riesce pertanto
1
W) — x| < —M?%eM
ful) = 2] < oM

Tenuto presente che la quantitd secondo membro non dipende da =z
ed é un infinitesimo si riconosce che la successione { f,(z)} assegnata
converge ad x uniformemente in ogni intervallo limitato.

Quindi

e per z € [0, 1] la convergenza é uniforme,
e per z € [0,+00) la convergenza non é uniforme.



6. Esercizio

Dopo aver determinato [linsieme di convergenza di
+oo

fly =y DT

st calcoli integrale f02 f(x) dx .

6.1. Soluzione.

La serie di potenze
+oo
(n+1)x"
(8) P T
n=0
converge, assolutamente, se
(n+1)

n+1 T

Tt
HM

nxn 1

-3

471
ovvero converge assolutamente per
€ (_47 4)

e, com’é noto per tutte le serie di potenze, converge uniformemente in
ogni intervallo

[av b] - (_47 4)
Quindi la serie (8) converge uniformemente in [0, 2] e quindi in tale
intervallo riesce

? . k:+1 &= PR+t
[ = i[53 InEkaZ_O [

0 k=0
da cui, calcolando gli integrali

2 . n 1 k+1
[ 521 () -



7. ESERCIZIO 9

7. Esercizio

Trovare lo sviluppo di Taylor della funzione f(x) = (xl e calcolare

(e
F0(0).

7.1. Soluzione.

Tenuto presente che

(9)

—Zx Vo € (—1,1)

e tenuto presente che in ogni 1ntervallo chiuso
[a,b] C (-1, 1)

si puo6 liberamente derivare termine, si ha anche

1 /
(1_96) = G1E Zk:xk Lovaze(-1,1)

Del resto i coefficienti ag, a1, as, ... d1 una serie di potenze hanno rispetto

alla somma
“+00
= E Qe l’k
k=0

i seguenti significati, deducibili per derivazione nel punto x = 0:

ag = f(O)

= /"(0)
az = %f”(o)
as = ﬁf/”(o)
ecc.

Da tale osservazione si riconosce che, nel caso dell’esercizio,

FH0) = Klay, = (k+1)!
e quindi

7o) =81
Le ridotte .
>kt
k=0

rappresentano qualunque sia n, i polinomi di Taylor della funzione
flx) = (m—l di punto iniziale xy = 0 e ordine n — 1.
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8. Esercizio

Calcolare la somma delle sequenti serie di funzioni
+00 n 3N +oo
(=1)"x dn—1
E —_ E nw )
n!
n=0 n=1

8.1. Soluzione.

Prima serie:

| Seconda serie: |

Tenuto conto che

1 R 4k 4° R 4k—1
1_x4:Zx - (1_x4)2:24kx
k=0 k=1

se ne deduce che

1
An—1
nx R —
; 4 (]_ — ZE4)2



