Analisi Vettoriale - A.A. 2003-2004
Foglio di Esercizi n. 5

1. Esercizio

Determinare l'integrale generale di

y[17] 4 y[15} =0

Soluzione

Posto y!'%! = z I’equazione proposta diventa
2+ 2=0
Il cui integrale generale é
z(x) = Acos(z) + Bsin(x)

Per determinare l'integrale generale dell’equazione proposta occorre
pertanto risolvere ’equazione differenziale

(1) y®l = Acos(z) 4+ Bsin(x)
Tenuto conto che
cos”(z) = —cos(x), cosl(z) = cos(z), ...cos!M%(z) = cos(x)
e analogamente
sin’(z) = —sin(z), sin?(z) =sin(z), ...sin'%(z) = sin(z)
ovvero anche, integrando una volta,
coslt(z) = sin(x), sin*®(z) = — cos(x)

L’integrale generale della (1) é pertanto
1
y(x) = —Asin(z) + B cos(z) + Z 4apx®
k=0

che rappresenta, con le sue 17 costanti arbitrarie l'integrale generale
dell’equazione assegnata nell’esercizio.



2. Esercizio

Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' =4y +4y =12, y(0)=0, y(0)=1

Soluzione

Si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costan-

ti:

si trovano le due soluzioni linearmente indipendenti dell’omogenea
(polinomio caratteristico (A —2)2 = 0 — A = 2 molteplicitd 2)
2z 2z

et we

L’integrale generale dell’omogenea é pertanto

y(z) = e*(c1 + o)
si trova una soluzione della completa (anche per prove partendo da
un generico y(r) = Az®> + Bx + C')
(A2? + Bz + ¢)" — 4(Az? + Bx 4+ ¢) + 4(A2? + Bx + C) = 2*  —
—  2A — 8Ax — 4B + 4A2* + 4Bz + 4C = 22

che implica

1 1 3
A=-, B=-, (C=-=
4’ 2’ 8
Una soluzione dell’equazione completa é pertanto
_ 1, 1 3
y(x) = 2% +§x+§

L’integrale generale dell’equazione completa é pertanto

3  3e%" 1  5e?® x?
y(x):§— + |5+ T+ —

8 2 4 4

3. Esercizio

Risolvere il problema y" — vy =4e * +3¢e**,  y(0) =0,
y'(0) =—-1, y'(0) =2

Soluzione | Si tratta di un’equazione differenziale lineare di ordine 3,

non omogenea a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica associata é

N—-A=0, — M=0 =1 \3=-1



3. ESERCIZIO 3

L’integrale generale dell’equazione omogenea associata é pertanto

Yo(z) = creM ™+ cpe® dcge™® = ¢ Fep e feze”

Una soluzione dell’omogenea si trova pensando separatamente alle due
equazioni
/" !/ —x
y'—y =4de ",
" /I __ 2z
yr -y =3e,
Entrambe hanno a secondo membro funzioni particolarmente semplici:

e per la prima, tenuto conto che e™* é soluzione dell’omogenea

si potra cercare una soluzione della completa nella forma
Gi(a) == Az e

Sostituendo si deve avere

247" = 4" - A=2, — 7y(r)=2zxe"

e per la seconda, tenuto conto che e* non é soluzione dell’o-
mogenea si potra cercare una soluzione della completa nella
forma

o) == A e*

Sostituendo si deve avere
1
6Ae* =3e*, — A=1/2 — 7yz)= 56%
L’integrale generale dell’equazione completa é pertanto

T —x —x 12;B
yr)= c1+ce"+cze " +2zxe —|—§6

La soluzione del problema di Cauchy assegnato si ottiene determinando
opportunamente le tre costanti libere ¢y, co, c3

ya)= at+ e +tege " +2xe " +3e = y0)=c+ce+es+3=0
Y(r) =ce® —cze ™+ 27 —2ze "+ e =  yY(0)=c—c3+3=-1
Y'(x) = coe® + c3e7% — 4™ + 2xe™" + 2% = y'(0)=co+e3—2=2

Ne segue
9

01:—57 CQZO, 63:4

La soluzione pertanto é

9 1
y(x) = —§+4e*x+2xe*‘r+§eh



4. Esercizio

Risolvere per a € R il sequente problema di Cauchy

y'+aty=xz+1, y(0)=1y'(0)=0.

Se o # 0 'integrale generale é il seguente

y(x) = Acos(ax) + Bsin(ax) + %(aj +1)

e quindi per soddisfare le condizioni iniziali
1 1
A=— B=-5
Se invece v = 0 I'equazione diventa
1 1

y'=w+l, —yle) = oot +oa

5. Esercizio

Determinare ['integrale generale dell’equazione differenziale

" T

y" +y" = we ™.

Soluzione | Si tratta di un’equazione che pud essere pensata come

lineare di I ordine nell’incognita z = y”
1

Z4z=xe —  z(x)=(c+ éxg)e_x

A questo punto c¢’é da fare

e due primitive:

y'(x) = / ((C + %f)e_””) dv=—(1+c+ax+ %2)@—55 ta

2 2

y(x) = — / {(1 +c+x+ %)e‘x + a} dr = (3+c+2 x+%)e‘x+a x+b
e oppure calcolare direttamente l'integrale

6+2c+4x+a?
2e”

* 1
/ (w—t)(c+§t2)e_tdt:—3— c+ T+ cxr+
0

che fornisce (vedi paragrafo Primitive di ordine superiore) la
doppia primitiva cercata alla quale aggiungere un generico
polinomio di primo grado azx + b.



6. ESERCIZIO 5

6. Esercizio

Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale

1

Yy ty=

cos(x)’

L’equazione ¢ definita in tutti gli (infiniti) intervalli in cui
cos(xz) #0:
Supponiamo, per semplicitd di lavorare in un intervallo in cui
cos(z) >0

e Soluzione omogenea associata

V' +y=0 — y(x)=ccos(z)+ czsin(x)
e Soluzione dell’equazione completa : metodo della variazione
delle costanti, cerchiamo la soluzione tra le funzioni seguenti
y(z) = c1(x) cos(z) + co(z) sin(z)

imponendo che:

{ i (z) cos(z) + () sin(z) =0
—cy(x)sin(z) + dy(z) cos(z) = Fl(x)
da cui (@)

Cl(x) = _COS(ZL‘)7 02(‘1‘) =1

da cui ancora
c1(x) = In(| cos(z)]), ex) =2
Una soluzione della completa é pertanto
In(cos(x)) cos(z) + x sin(x)
e La soluzione generale dell’equazione é pertanto
y(x) = In(cos(x)) cos(x) + xsin(x) + ¢1(x) cos(z) + co(x) sin(z)

Una soluzione dell’equazione completa poteva essere ottenuta diretta-
mente, con lo stesso sforzo, con la formula

u(zr) = /Oﬂﬁ sin(z — {)ﬁ(g) d¢

caso particolare per k = 1 della

[,
u(w) = ¢ | sk - €) 7€) de
0
che fornisce una soluzione dell’equazione y” + k*y = f(x). (Vedi

Courant, Vol. II, pag 695)



7. Esercizio

Assegnata ’equazione

e Indicare servendosi dell’espressione integrale (cfr. Courant,
Vol. II pag. 695) una soluzione dell’equazione completa
e Determinare una soluzione dell’equazione completa nel caso

1—|z| se |z| <1

fx) =

0 altrove

Soluzione

e [’espressione € la seguente

@) y(z) = / “sin(a — &) f(¢) de

e Nel caso particolare della funzione a supporto compatto asseg-
nata

-2 -1 1 i 3
Ficura 1. La funzione f(x) assegnata.

L’espressione (2) diventa in questo caso la seguente
< —1 [ sin(z — &) (1+€) de = — cos(x) — sin(z) + sin(1 + )
—1<2<0 [ sin(@—¢&) (1+&)dé =1+a—cos(zx)— sin(x)
0<z<1 [)sin(z—¢§ (1-&df =1—ax—cos(x)+sin(z)

r>1 fol sinfx — &) (1 —=¢)d§ = —cos(z) +sin(l — ) + sin(x)



8. ESERCIZIO 7

FicurA 2. La soluzione trovata

OSSERVAZIONE 7.1. La formula (cfr. Courant, Vol. II
pag. 695) usata produce una funzione che soddisfa anche le
condiziont iniziali

y(0)=0, 7(0)=0

riconoscete il fatto guardando la Figura 2.

8. Esercizio

Integrale generale di xvy" — y' = 32>

Soluzione

Si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea a
coefficienti variabili.

e [’omogenea associata

T y// _ yl — O

pué essere risolta ponendo y' = z e quindi studiando I'e-
quazione lineare omogenea di primo ordine

1

r —2=0 — ==z — zx)=cx

x

Ne segue quindi
1
y(zr) = 3¢ 22+ b

espressione (ovviamente) equivalente a y(z) = ca® + b.



e Una soluzione dell’equazione completa pud essere cercata per
tentativi mediante polinomi

Jz)=A2* +B2* +Cax+ D
sostituendo si deve avere
3A2°-C=32% — A=1 C=0
e quindi y(z) = 23
e L’integrale generale richiesto é pertanto

y(r) =2°+ ca® +b

9. Esercizio

Integrale generale dell’equazione di Eulero x?y" — 2xy’ + 2y = 3

Soluzione

Si tratta di un’equazione differenziale lineare di ordine 2 non omogenea.
L’equazione omogenea associata

22y — 2xy' + 2y =0

é del tipo di Eulero: sue soluzioni possono essere trovate nella forma

y(x) =
Sostituendo si deve avere

AA=1) =22+2)2* =0 — AA—=1)—2X1+2=0

da cui A = 2 oppure A =1
Le due funzioni z e 2% sono (ovviamente linearmente indipendenti)
soluzioni dell’omogenea e 'integrale generale dell’omogenea é

y(z) = Az + Ba?
Una soluzione dell’equazione completa pud essere cercata come poli-
nomio y(z) = Ax?: sostituendo si deve avere 2A =1 da cui
_ I 3
r)===x
y(z) = 5
L’integrale generale dell’equazione é pertanto

1
y(x):§x3+Bx2+Aa:



10. ESERCIZIO 9

10. Esercizio

Integrale generale di y" — 2xy’ — 2y = 0 sapendo che e*° € soluzione.

L’equazione assegnata é lineare di secondo ordine omogenea a coeffi-

. . . .1 . . 2, . .
cienti variabili: 'informazione che y;(z) = e* é una sua soluzione ci
autorizza a cercare un’altra soluzione y,(x) nella forma

A(x)e”
sostituendo si deve avere

(A(x)exz)u — 2 (A(x)exz)

9 (A(a:)ew2> =0

ovvero

e (A" 4+ 4z A" + 2A + 42°A) — 20 ((A' + 2Az) — 24} = 0
OVVero ancora

2

A"+ 22A'=0, — Alx)=e" — Ax)= / e dt
0

Un’altra soluzione dell’equazione assegnata é pertanto

yo(x) = 69”2/ e dt
0

L’integrale generale é pertanto
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