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Abstract. Si tratta di una espansione di un corso di eccellenza dato
al Politecinico di Torino

INTRODUZIONE
Queste note sono una espansione di un breve corso di eccellenza da me

tenuto nel Settembre 2005 al ”Dipartimento di Produzione ed Economia
dell’Azienda” del Politecnico di Torino.

L’interesse su questi argomenti è iniziato da conversazioni avute con Velleda
Baldoni e Michelle Vergne (e leggendo la esposizione [?]),

Insieme a Corrado De Concini abbiamo trovato un legame fra questa
Teoria e quella da noi sviluppata sui modelli meravigliosi degli arrangiamenti
di iperpiani. Da cui sono scaturiti alcuni lavori che in parte sono ripresi in
queste note.

Poiché queste note sono state estratte da una presentazione (scritta con
beamer) per computer, mantengono tutto lo spirito di una successione di
trasparenze.

Spero che comunque anche in questa forma possano essere utili. Mancano
molti argomenti collegati per cui rimandiamo alla vasta bibliografia.

Claudio Procesi

L’autore è parzialmente finanziato dal Cofin 40 %, MIUR.
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LEZIONE 1. Funzioni di Partizione

1: Politopi convessi Vogliamo trattare, da vari punti di vista, un problema

fondamentale che formuleremo in vari modi distinti.
Partiamo da un sistema di equazioni lineari:

(1)
m∑
i=1

αixi = b, o Ax = b, A := (α1, . . . , αm)

Le colonne αi, b sono vettori ad n coordinate
(αj,i, bj , j = 1, . . . , n).

Inizialmente assumiamo che la matrice A sia n×m a coefficienti reali.
L’oggetto di studio Come nella usale programmazione lineare vogliamo

studiare l’insieme PA(b) delle soluzioni di (??) in cui le coordinate xi ≥ 0
sono numeri reali non negativi.

Studieremo anche il caso più difficile in cui assumiamo che: gli elementi
della matrice A e del termine noto b sono numeri interi, ovvero i:

(vettori colonna) α1, . . . αm, b ∈ Zn.
Caso aritmetico In questo caso vogliamo calcolare il numero SA(b) delle

soluzioni del sistema (x1, . . . , xm) in cui le coordinate xi sono interi non
negativi.

I problemi che vogliamo studiare sono interessanti solo se: assumiamo
che l’insieme:

•
PA(b) := {x |Ax = b, xi ≥ 0}

è limitato (ovvero compatto) per ogni b.
• In ogni caso PA(b) è ovviamente convesso, se anche limitato è un

poliedro convesso limitato.
• In questo caso il suo volume è finito e, nel caso in cui A, b sono

a coordinate intere, l’insieme SA(b) consiste dei punti a coordinate
intere in PA(b) ed è quindi evidentemente un insieme finito.

Usualmente si assume che le colonne αi generino lo spazio Rn (o ci si
riduce facilmente a questo caso).

Dimensione: Se esiste almeno una soluzione con tutte le coordinate stret-
tamente positive, il poliedro PA(b) è un poliedro di dimensione m−n, nello
spazio Vb, di dimensione m− n, di tutte le soluzioni di Ax = b.

Vi è un semplice criterio necessario e sufficiente affinché il poliedro PA(b)
sia sempre compatto, si deve avere che:

Criterio 1.1. esistono numeri ` = (`1, . . . , `n) tali che

(2)
n∑
j=1

`jαj,i > 0, ∀i = 1, . . .m.

per ogni i = 1, . . .m.



POLITOPI VOLUME E PUNTI INTERI 3

In questo caso una restrizione necessaria (ma non sufficiente) su b a che
sia PA(b) non vuoto e non ridotto a {0} è

n∑
j=1

`jbj > 0

ossservazione 1.2. In effetti per una matrice A con colonne αi vale una
ed una sola delle due possibilitá:

(1) Esiste un vettore riga ` con `A a coordinate > 0.
(2) 0 è combinazione lineare convessa delle colonne αi.

Inoltre 1. è equivalente all’esistenza di un iperpiano passante per l’origine,
tale che tutte le colonne αi siano tutti dallo stesso lato rispetto a tale iper-
piano, ovvero l’inviluppo convesso dei punti αi non incontra l’iperpiano.

In altre parole i vettori α1, . . . αm danno luogo ad una mappa:

f : Rm → Rn.

f(a1, . . . am) := a1α1 + · · ·+ amαm.

Pertanto in questo linguaggio il politopo:

PA(b) = f−1(b) ∩ Rm+,

dove Rm+ indica il quadrante positivo .
I nostri obiettivi sono dunque di:
(1) Calcolare il volume di PA(b).
(2) Nel caso A, b interi, calcolare il numero SA(b) dei punti a coordinate

intere di PA(b).
Naturalmente si può calcolare tale numero SA(b) anche se A, b non sono

a coordinate intere.

In questo caso il problema si complica enormemente ed è fuori dalla nostra
trattazione.

Quando A, b sono interi è naturale pensare ad una espressione:
b = a1α1 + · · ·+ amαm con gli ai interi non negativi come ad una:
partizione di b tramite i vettori αi, in a1 + a2 + · · ·+ am parti, da cui il

nome funzione di partizione per il numero SA(b), pensato come funzione del
vettore b.

Le funzioni di partizione appaiono in vari campi della matematica come
ad esempio la Teoria delle Rappresentazioni o la Meccanica Statistica.

Poliedro variabile
È meglio, da un punto di vista geometrico, pensare al poliedro variabile

PA(b) = f−1(b) ∩ Rm+ come un poliedro variabile in un unico spazio, lo
spazio f−1(0).

invece che come poliedro nel sottospazio variabile f−1(b).
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Questo si può fare se forniamo un modo canonico di identificare gli spazi
f−1(b) ad f−1(0).

Poliedro variabile
Una maniera geometricamente utile di farlo è di scegliere in Rm un sot-

tospazio W complementare a f−1(0), ad esempio il complemento ortogonale.

In tal modo abbiamo una funzione lineare i : Rn → Rm con immagine W
tale che f ◦ i sia l’identità di Rn. Tramite tale mappa identifichiamo:

f−1(b) = f−1(0) + i(b),

PA(b)− i(b) ⊂ f−1(0)
è il politopo variabile nello spazio f−1(0).

Nel caso aritmetico dobbiamo scegliere i in modo tale che i(b) sia a coor-
dinate intere se lo è b.

Digressione:
• In generale un politopo convesso è definito come l’inviluppo convesso

di un numero finito di punti.
• Un tale politopo può essere anche presentato come inviluppo ovvero

con un numero finito di disequazioni lineari
∑

i aj,ixi ≥ bi, j =
1, . . . , n.

Se assumiamo che il politopo sia contenuto nel quadrante positivo xi ≥ 0
abbiamo immediatamente la formulazione da noi presa.

Infatti aggiungendo una variabile yj per ogni disequazione possiamo ri-
formulare la disequazione come:∑

i

aj,ixi − yi = bi, yi ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Questo è il modo che abbiamo scelto per rappresentare i politopi.
Lezione 2. Politopi e networks

2: Grafi orientati

Vogliamo discutere una ricca classe di esempi.
Sia Γ := (V,L) un grafo orientato.
• V è l’insieme dei vertici
• L l’insieme dei lati.
• L’orientazione consiste nell’assumere che ogni lato a ∈ L ha un ver-

tice iniziale i(a) ed un vertice finale f(a).
Assumiamo inoltre che non vi siano lati con i(a) = f(a) e che due vertici

siano uniti da al più un lato.
Per associare a tali grafi dei politopi definiamo:
Spazio e vettori associati
(1) Costruiamo uno spazio vettoriale con base elementi ev al variare di

v nei vertici.
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(2) Consideriamo l’insieme dei vettori ∆Γ := {xa := ef(a) − ei(a)}
al variare di a ∈ L.

(3) Chiamiamo VΓ lo spazio generato dai vettori xa.

Lemma 2.1. I vettori xa generano uno spazio VΓ di dimensione |V | − b0
dove:

• V è il numero di elementi di V e
• b0 il numero di componenti connesse di Γ.

DIM Poiché gli spazi formati dai vettori nelle diverse componenti connesse
formano una somma diretta ci si riduce immediatamente al caso Γ connesso
ovvero b0 = 1. In questo caso i vettori generano un sottospazio U formato
da vettori in cui, la somma delle coordinate nella base ev è 0. Affermiamo
che U coincide con questo sottospazio. Infatti scegliamo un vettore ev ed
aggiungiamolo ad U per connessione ogni ew ∈ U +Rev da cui l’asserto.

ossservazione 2.2. Se Γ è connesso:
|V | − 1 lati ai sono tali che i vettori xai sono una base di VΓ

se e solo se tali lati generano un sottoalbero massimale.

Se, con la data orientazione i vettori xa generano un cono puntuto, par-
leremo di un network e potremo definire i politopi associati al network.

La prossima proposizione ci da una idea di quando una orientazione for-
nisce un network e quando si può fare una tale costruzione su un grafo dato.

Proposizione 2.3. Abbiamo:

(1) Un modo di ottenere un network consiste nel fissare arbitrariamente
un ordinamento totale su tutti i vertici ed orientare i lati secondo
questo ordinamento.

(2) Un grafo orientato è un network se e solo se non contiene circuiti
orientati chiusi.

(3) In ogni network possiamo ordinare i vertici in modo compatibile alla
orientazione.

Dim.
(1) Supponiamo di avere un ordine totale dei vertici, prendiamo un vet-

tore α con coordinate strettamente crescenti rispetto a questo ordi-
namento, abbiamo allora che il prodotto scalare di α con ogni xa è
strettamente positivo.

(2) Un circuito orientato a1, . . . , ak da i vettori xa1 , . . . , xak
con xa1 +

· · · + xak
= 0 ovvero 0 è combinazione convessa e non abbiamo un

network.
(3) Viceversa se non vi sono circuiti prendiamo una catena massimale

orientata v1, . . . , vk, necessariamente v1 è una sorgente altrimenti
potremmo allungare la catena. Prendiamo questa sorgente come
vertice minimale, rimuoviamo tale sorgente (e tutti i lati che da essa
originano) e poi continuiamo in modo ricorsivo.
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3: DUE ESEMPI:

(1) Prendiamo il grafo completo su i vertici 1, 2, . . . , n orientato in base
all’ordinamento dato.

Pertanto i vettori xa sono tutti i vettori ei − ej , i < j.
Questo oggetto appare anche come l’insieme delle radici positive

per il tipo An−1.

(2) Prendiamo ora due insiemi disgiunti A,B con h, k elementi, prendi-
amo il grafo orientato con vertici A∪B e lati tutti i lati che uniscono
un punto di A (iniziale) ad uno di B finale.

Pertanto i vettori xa sono tutti gli elementi eb − ea, b ∈ B, a ∈ A.
Un vettore

∑
a∈A, b∈B rb,a(eb− ea) dello spazio, con base tali vettori, può

alternativamente essere pensato come una
matrice R di indici di riga B e di colonna A.

Prendiamo come vettore b il vettore r(
∑

a∈A ea)+s(
∑

b∈B eb) con r, s due
numeri positivi.

La condizione
∑

a∈A, b∈B rb,a(eb − ea) = r(
∑

a∈A ea) + s(
∑

b∈B eb) dice
che:

la matrice R è un tipo di rettangolo magico
• Ovvero la somma sulle righe è s e sulle colonne è r.
• In particolare quando A,B hanno lo stesso numero di elementi e
r = s abbiamo un quadrato magico.

Lezione 3. Funzioni generatrici

4: Il cono positivo

Evidentemente, l’insieme dei vettori b per cui PA(b) è non vuoto coincide
per definizione con l’insieme:

(3) CA := {
m∑
i=1

xiαi |xi ≥ 0}

Evidentemente CA è un cono convesso. La condizione (??) del Criterio
ol dire che il cono CA meno il punto 0, è tutto contenuto nel semispazio∑n

i=1 `iyi > 0. Si dice usualmente che CA è un cono puntuto e 0 è il suo
vertice.

È utile considerare anche il cono duale ĈA di CA. Nello spazio duale
esso è formato da tutti quei vettori (riga) che hanno prodotto scalare non
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negativo con tutti i vettori αi ovvero con tutti i vettori del cono CA. Sotto la
ipotesi (??) evidentemente ĈA è un cono contenente un interno non vuoto.

5: Funzione generatrice per i punti interi

Nel caso in cui A, b siano interi vi è una semplice riformulazione dei numeri
SA(b):

Teorema 5.1. Il numero SA(b) è il coefficiente di
∏
i x

bi
i nella espansione

in serie di potenze della funzione razionale:

(4)
∏
j

(1−
n∏
k=1

x
ak,j

k )−1 =
∏
j

(
∞∑
h=0

n∏
k=1

x
hak,j

k ).

ossservazione 5.1. Si noti che la espressione ?? non solo ha senso formal-
mente ma converge nella regione C dello spazio dove

∏r
k=1 x

ak,j

k < 1, ∀j.

Prendiamo coordinate logaritmiche xk = eθk .
Dato un vettore α := (a1, . . . , an) a coordinate intere poniamo eα:

eα(θ1, . . . , θn) := e
Pn

j=1 ajθj

Naturalmente abbiamo, dati vettori α, β ed interi m,n:

emα+nβ = (eα)m(eβ)n.

In coordinate logaritmiche la regione C dove
∑

k θkak,j < 0.
è l’interno del cono duale.
Abbiamo quindi nell’interno del cono duale la formula da invertire per

calcolare il numero dei punti interi: Formula da Invertire

(5)
m∏
i=1

1
1− eαi

=
∑
b∈Zn

SA(b)eb.

Nonostante la formulazione data sia semplice il problema dell’inversione
è tuttaltro che semplice come vedremo.

Lezione 4. Funzioni generatrici del volume
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6: La trasformata di Laplace

D’ora in poi useremo le notazioni
• A = (α1, . . . , αm) la lista dei vettori.
• CA := {

∑
i xiαi, xi ≥ 0}, il cono generato¿

Assumeremo sempre che CA è puntuto e genera lo spazio ambiente V .
Il cono duale ĈA è puntuto e genera lo spazio duale V ∗.
Fissiamo su V una misura di Lebesgue standard che in opportune coor-

dinate si scrive come dx := dx1dx2 . . . dxn.
La trasformata di Laplace formalmente va da opportune funzioni su V a

funzioni su V ∗ ed è definita come: Trasformata di Laplace

(6) Lf(y) :=
∫
V
e−(y,x)f(x)dx.

Applicheremo la trasformata di Laplace, in particolare, ad opportune fun-
zioni quasi polinomiali a supporto nel cono CA.

ossservazione 6.1. • In questo caso ci limitiamo a definire ed a cal-
colare la trasformata di Laplace per y ∈ ĈA.

• Solo per tali valori di y l’integrale converge.

Vogliamo applicare la trasformata di Laplace alla funzione VA(b) che da
il volume del politopo PA(b).

Si noti che tale funzione è continua ed ha supporto nel cono CA.
Per calcolare tale trasformata riprendiamo la formulazione funzionale:

fA : Rm → Rn.

fA(t1, . . . tm) = t1α1 + · · ·+ tmαm.

Procediamo in 3 passi
(1) Restringiamo la fA al quadrante positivo Rm+ da cui: PA(b) =

f−1
A (b).

(2) Applichiamo ora il teorema di Fubini alla funzione e−(y,fA(t))χ+, dove
χ+ è la funzione caratteristica di Rm+.

(3) Dobbiamo normalizzare le misure euclidee in modo che quella di Rm

sia il prodotto di quella della base Rn per quella della fibra.
Applichiamo dunque il teorema di Fubini alla funzione

χ+e
−(y,fA(t1,...tm)) = χ+e

−
Pm

i=1 ti(y,αi)

ed abbiamo: Funzione Generatrice

m∏
i=1

1
(y, αi)

=
∫

Rm+

e−(y,f(t1,...tm))dt =
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(7)
∫

Rn

(
∫
f−1(x)

e−(y,x))dx = k

∫
Rn

e−(y,x)VA(x)dx.

Con k costante di normalizzazione da calcolare. Questa analisi è certa-
mente valida quando y si prende nell’interno del cono duale.

In altre parole la trasformata di Laplace del volume è definita all’interno
del cono duale e vale la funzione razionale:

k−1
m∏
i=1

1∑n
k=1 ak,jyk

CONCLUDENDO Sia per il calcolo del numero dei punti interi che per il
volume dobbiamo risolvere un problema di inversione.

Resta da calcolare la costante k di normalizzazione del volume. Per questo
osserviamo che tramite una trasformazione ortogonale U possiamo trasfor-
mare la matrice A nella forma a blocchi AU = (B, 0) con B una matrice
n× n invertibile.

Pensiamo quindi alla mappa fA come ad una composizione:

Rm U−−−−→ Rm π−−−−→ Rn B−−−−→ Rn

π è la proiezione di matrice (1n, 0).

Segue che
∫

Rn g(Bx)dx = |det(B)|
∫

Rn g(x)dx da cui k = |det(B)|.
Finalmente AAt = (AU)(AU)t = BBt da cui la formula finale:

k−1 = |det(B)| =
√
|det(AAt)|.

Riassumendo la formula da invertire per il calcolo del volume:

(8)
∫

Rn

e−(y,x)VA(x)dx =
√
|det(AAt)|

m∏
i=1

1∑n
k=1 ak,iyk

Lezione 5. Il problema del knapsack

7: Il caso dei numeri: calcolo del volume

Prima di affrontare il caso generale discutiamo il caso in cui i vettori αi
sono semplicemente dei numeri positivi, ovvero quando n = 1:

Abbiamo dunque interi positivi h := (h1, . . . , hm), e chiediamo, dato un
intero n di calcolare :

1 La funzione con trasformata di Laplace |h|Q
hi
y−m cf. (??).
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2 Il coefficiente di xn nella funzione

(9) Fh(x) :=
∏
i

1
1− xhi

.

Il calcolo di 1. è piuttosto facile :

ossservazioni 7.1. • qui la costante k = |h| =
√∑

i h
2
i .

• Il poliedro Ph(b) associato ai numeri hi, b è un simplesso, dato da:

{(x1, . . . , xm) |xi ≥ 0,
∑
i

xihi = b.}

• Ph(b) è l’inviluppo convesso dei vertici Pi = (0, 0, . . . , 0, b/hi, 0, . . . , 0).

RIASSUMENDO
Potremmo calcolare il volume di Ph(b) direttamente ma calcoliamo la

funzione la cui trasformata di Laplace è y−m.
Usiamo le formule:

(10)
d

dy
Lf = L(−xf),

∫ ∞

0
e−yxdx =

1
y
.

da queste abbiamo che, se χ indica la funzione caratteristica della semiretta
x ≥ 0 si ha: Formula desiderata

L((−x)kχ) = (−1)kk!y−k−1.

CONCLUDENDO:

Teorema 7.1. Il volume di Ph(b) risulta

|h|bm−1

(m− 1)!
∏
hi
.

8: Decomposizione di un numero

Passiamo ora al più difficile caso 2.

Dobbiamo calcolare, al variare di n il coefficiente di xn nella funzione
Fh(x) =

∏
i

1
1−xhi

. Ovvero di x−1 in x−n−1Q
i 1−xhi

.

Abbiamo due strategie possibili, essenzialmente equivalenti ma da anal-
izzare separatamente dal punto di vista algoritmico.

1. Sviluppare Fh(x) in frazioni parziali.
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2. Calcolare il residuo 1
2πi

∮
x−n−1Q
i 1−xhi

dx intorno a 0.

In entrambi i casi prima di tutto dobbiamo espandere opportunamente la
funzione Fh(x).

Procediamo con i seguenti passi:

(1) Fissato k poniamo ζk := e
2πi
k , radice k−esima di 1.

(2) Ricordiamo l’identità:

1− xk =
k−1∏
i=0

(1− ζikx) =
k−1∏
i=0

(ζik − x).

(3) Usando la precedente identità abbiamo:

(11) Fh(x) :=
m∏
i=1

hi∏
j=1

1

ζjhi
− x

=
m−1∏
i=0

hi∏
j=1

1

1− ζjhi
x
.

In altre parole sia m il minimo comune multiplo dei numeri hi e sia m =
hiki. Poniamo ζ = e2πi/m, si ha ζhi

= ζki pertanto abbiamo:

Lemma 8.1.∏
i

1
1− xhi

=
m−1∏
i=0

hi∏
j=1

1
1− ζkijx

=
m−1∏
i=0

1
(1− ζix)bi

dove gli interi bi si calcolano facilmente a partire dagli hj.

• Infatti dato i dobbiamo contare quanti numeri ki sono divisori di i.
Questo numero è bi.

• In particolare la funzione
∏
i
x−n−1

1−xhi
, n ≥ 0 ha poli in 0 e nelle radici

m−esime di 1 (ma non in ∞).

9: Primo metodo, sviluppo in frazioni parziali.

Il metodo classico implica che esistono numeri ci per cui:

(12)
m−1∏
i=0

1
(1− ζix)bi

=
m−1∑
i=0

ci
(1− ζix)bi

.

Per calcolarli si usa ad esempio ricorsivamente la semplice identità, (valida
se a 6= b sono due numeri):

1
(1− ax)(1− bx)

=
1

a− b

[ a

(1− ax)
− b

(1− bx)
]
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Il secondo passo è la semplice identità:

(13)
1

(1− t)k
=

∞∑
h=0

(
k − 1 + h

h

)
th

da cui otteniamo:

(14)
m−1∏
i=0

1
(1− ζix)bi

=
m−1∑
i=0

ci(
∞∑
h=0

(
bi − 1 + h

h

)
(ζix)h).

In altre parole abbiamo una formula per il coefficiente

Sh(b) =
m−1∑
i=0

ci(ζib)
(
bi − 1 + b

b

)
.

Osserviamo ora che(
bi − 1 + b

b

)
=

(b+ 1)(b+ 2) . . . (b+ bi − 1)
(bi − 1)!

è un polinomio di grado bi − 1 in b, mentre i numeri ζib dipendono solo
dalla classe laterale di b modulo m. Fissato quindi un numero 0 ≤ a < m e
restringendoci ai numeri b = mk + a abbiamo che:

Teorema 9.1. La funzione Sh(mk + a) è un polinomio nella variabile k di
grado ≤ max(bi), che può essere calcolato.

A volte si esprime il fatto che Sh(b) è un polinomio su ogni classe laterale
dicendo che:
Sh(b) è un quasipolinomio oppure un polinomio periodico.

Resta un ultimo piccolo problema algoritmico da discutere. Quando es-
plicitiamo i calcoli otteniamo, per ogni classe laterale un polinomio che
prende valori interi ma che a priori è espresso con coefficienti che sono espres-
sioni nella radice ζ. Bisogna saper quindi manipolare tali espressioni, questo
è un semplice problema che però richiede un minimo di analisi con i polinomi
ciclotomici (Appendice 1).

10: Secondo metodo, calcolo di residui

In questo caso la strategia è la seguente:
Spostare il calcolo del residuo sui rimanenti poli, sfruttando il fatto che

la somma dei residui sui poli per una funzione razionale è 0.
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Dalla teoria dei residui abbiamo:

1
2πi

∮ ∏
i

x−n−1

1− xhi
dx = −

m∑
j=1

1
2πi

∮
Cj

m∏
i=1

x−n−1

(1− ζix)bi
dx

dove Cj è un piccolo cerchio intorno a ζ−j .
Usiamo il fatto che il residuo a ∞ è 0, dato che n ≥ 0.

(1) Per calcolare il termine 1
2πi

∮
Cj

∏m
i=1

x−n−1

(1−ζix)bi
dx si effettua un cambio

di coordinate x = w + ζ−j ottenendo:
(2)

1
2πi

∮
Cj

m∏
i=1

(w + ζ−j)−n−1

(1− ζi−j − ζiw)bi
dw.

(3) Ora
∏m
i=1, i 6=j

1
(1−ζi−j−ζiw)bi

è olomorfa intorno a 0 e si può espandere

in serie di potenze esplicitamente
∑∞

h=0 aj,hw
h mentre:

(4)

(w + ζ−j)−n−1 = ζj(n+1)
∞∑
k=0

(−1)k
(
n+ k

k

)
(ζjw)k.

Finalmente abbiamo per il termine j−esimo:

−(−1)bj

2πi

∮
Cj

ζj(n+1−bj)(
∞∑
k=0

(−1)k
(
n+ k

k

)
ζjkwk)(

∞∑
h=0

aj,hw
h)w−bjdw

= −(−1)bjζj(n+1−bj)
∑

k+h=bj−1

(−1)kζjk
(
n+ k

k

)
aj,h.

Questa formula, sommata su tutti i j, fornisce di nuovo una formula
esplicita per Sh(b) e lo presenta di nuovo come un quasipolinomio.

Si noti che per sviluppare queste formule basta calcolare un numero finito
dei coefficienti aj,h.

Questi teoremi sono dovuti a Bell (1943).

Lezione 6. Più variabili
Seguiamo gli stessi passi del caso 1-dimensionale. Prima analizziamo il

calcolo del volume studiando la trasformata di Laplace e poi il problema dei
punti interi cercando di generalizzare i due metodi: le frazioni parziali ed i
residui.

11: La trasformata di Laplace

Prima di tutto estendiamo le formule base (??) a più variabili.
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(15)
∂

∂yi
Lf = L(−xif),

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
e−

P
i yixidx =

1∏
i yi

.

Da cui per ogni polinomio P (x1, . . . , xn) si ha:

(16) P (− ∂

∂y1
, . . . ,− ∂

∂yn
)Lf = L(P (x1, . . . , xn)f)

Prendiamo una base b := (a1, . . . , an) di Rn con ai := (a1,i, a2,i, . . . , an,i).
Sia A la matrice con gli ai come colonne, B la sua inversa.
Sia Cb := {

∑n
i=1 tiai, ti ≥ 0} il cono da essi generato e χb la sua funzione

caratteristica.
Vogliamo calcolare la trasformata di Laplace di χb .
Facciamo il cambiamento di coordinate xi =

∑
j aj,itj , ti =

∑
j bj,ixj .

Per costruzione, nelle coordinate ti il cono Cb è il quadrante positivo.
Abbiamo dunque:

Lemma 11.1.

L(χb) =
∫
e−

P
i yixiχbdx = |det(A)|

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
e−

P
i yi

P
j aj,itjdt =

|det(A)|
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
e−

P
j(

P
i yiaj,i)tjdt = |det(A)|

∏ 1∑
i aj,iyi

.

Poniamo αj(y) :=
∑

i aj,iyi.
Abbiamo dalla formula (??):

L(xh1
1 . . . xhn

n χb) = (−1)
P

i hi
∂h1

∂y1
. . .

∂hn

∂yn

1∏n
i=1 αi(y)

questa ultima espressione è una somma di termini del tipo ck1,...,knQn
i=1 αi(y)ki

con∑
i ki =

∑
i hi e vediamo che:

Teorema 11.1. la trasformata di Laplace determina un isomorfismo lin-
eare fra, lo spazio dei polinomi nelle variabili xi moltiplicati per la funzione
caratteristica χb e lo spazio dei polinomi negli elementi 1

αj(y)
= 1P

i aj,iyi

moltiplicati per
∏ 1

αj(y)
=

∏ 1P
i aj,iyi

.

DIM
(1) Utilizziamo un cambiamenteo di variabili αi(y) = zi.
(2) Lo spazio delle funzioni indicate dal Teorema ha come base i monomi∏n

j=1 z
−hj

j , con tutti gli esponenti hj > 1.
(3) Con una facile induzione si vede che questo spazio si ottiene dalla fun-

zione
∏ 1

zj
applicando iteratamente operatori di derivazione parziale.

(4) Si applica dunque ora la formula ?? da cui il teorema segue. �
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12: Riduzione

Vorremmo ora utilizzare questa formula per invertire la formula (??) e
quindi calcolare la funzione volume.

Questo non si può fare direttamente perché i fattori che appaiono nel
denominatore di (??) non sono una base.

È necessario quindi poter manipolare l’espressione (??) in modo da ridursi
ad applicare (??). Questo si ottiene da una prima versione dello sviluppo in
frazioni parziali nel caso di più variabili. Usiamo il:

Lemma 12.1. Siano α1(y), . . . , αk(y), αk+1(y) forme lineari (non nulle)
con α1(y) =

∑k+1
j=2 cjαj(y) allora si ha:

(17)
1∏k+1

j=1 αj(y)
=

k+1∑
j=2

cj
1

α1(y)2
∏j−1
i=2 αi(y)

∏k+1
i=j+1 αi(y)

DIM

1∏k+1
j=1 αj(y)

=
α1(y)

α1(y)2
∏k+1
j=2 αj(y)

=
k+1∑
j=2

cj
αj(y)

α1(y)2
∏k+1
j=2 αj(y)

.

Ora possiamo provare il Teorema di Riduzione.

Siano date forme lineari α1(y), . . . , αN (y) e sia d la dimensione dello spazio
vettoriale che esse generano.

Teorema 12.1. Ogni espressione 1QN
i=1 αi(y)hi

si può esprimere come com-

binazione lineare di espressioni 1Qd
j=1 αij

(y)mj
con αi1(y), . . . , αid(y) linear-

mente indipendenti e
∑d

j=1mj =
∑N

i=1 hi.

DIM Applichiamo una ricorsione e una induzione sul vettore degli espo-
nenti (h1, . . . , hN ) nel modo seguente.

(1) Usando l’ordinamento dato prendiamo i primi elementi linearmente
dipendenti che appaiono nel prodotto con esponenti non nulli.

(2) Usando il Lemma (??) possiamo sostituire il prodotto di questi ter-
mini con una somma in cui sviluppando, il vettore degli esponenti è
cresciuto nell’ordine lessicografico mantenendo però la stessa somma.

(3) In ogni termine lo spazio generato dai fattori presenti rimane lo
stesso.

(4) Chiaramente questo processo ricorsivo termina dopo un numero finito
di passi, quando tutti gli addendi sono del tipo desiderato.

13: Circuiti non spezzati



16 NOTE DI CLAUDIO PROCESI.

In effetti il Teorema precedente può essere reso ancora più preciso, for-
nendo una espressione canonica in frazioni parziali. Per questo abbiamo
bisogno di una idea che viene dalla:

Teoria delle matroidi.
Partiamo dunque da una lista α1, . . . , αN di vettori non nulli (come ad es-

empio le nostre funzioni lineari), definiamo circuito una sottolista αi1 , . . . , αih
ordinata e formata da elementi linearmente indipendenti.

Diremo che il circuito è spezzato (broken circuit), se esiste un intero k ≤
h ed un intero i < ik tali che i vettori αi, αik , . . . , αih siano linearmente
dipendenti.

Se il circuito è una base parleremo di base non spezzata.
Il significato di questa nozione appare chiaro dal seguente:

Lemma 13.1. Se αi1(y), . . . , αih(y) è un circuito spezzato allora

1∏h
j=1 αij (y)

è combinazione lineare di espressioni 1QN
j=1 αj(y)

hj
con il vettore degli espo-

nenti lessicograficamente maggiore del vettore degli esponenti di 1Qh
j=1 αij

(y)
.

DIM Nelle ipotesi date abbiamo αi(y) = ckαik(y) + · · · + chαih(y) con
i < ik. Sostituiamo e semplifichiamo:

1∏h
j=1 αij (y)

=
αi(y)

αi(y)
∏h
j=1 αij (y)

=
ckαik(y) + · · ·+ chαih(y)

αi(y)
∏h
j=1 αij (y)

Semplificando in ogni termine il numeratore con il corrispondente fattore al
denominatore otteniamo la espressione desiderata.

Ora possiamo provare il:

Teorema 13.1. Ogni espressione 1QN
j=1 αj(y)

hj
si può esprimere, in modo

unico, come combinazione lineare di espressioni 1Qd
j=1 αij

(y)mj
con αi1(y), . . . , αid(y)

un circuito non spezzato
(e

∑d
i=1mi =

∑N
i=1 hi).

DIM Il fatto che una espressione del tipo dato si possa esprimere come
combinazione lineari di espressioni relative a circuiti non spezzati si prova per
induzione sull’ordine lessicografico del vettore esponente come nel Teorema
??, utilizzando ripetutamente il Lemma ??.

L’unicità è un punto più delicato e per ora non possiamo provarlo, segue
dalla analisi della Lezione ??.

�
Vogliamo ora analizzare una espressione in frazioni parziali per ogni fun-

zione di R := C[y1, . . . , yn, (
∏m
i=1 αi(y))

−1].
Procediamo nel modo seguente:
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• Per ciascun circuito non spezzato S := αi1(y), . . . , αid(y), estratto
dalla lista ∆ := {α1(y), . . . , αm(y)}, scegliamo coordinate zd+1, . . . , zn
tali che αi1(y), . . . , αid(y), zd+1, . . . , zn siano coordinate lineari nello
spazio.

• Per semplificare le notazioni chiamiamo αik(y) := zk, k = 1, . . . , d.
• Sia AS = C[zd+1, . . . , zn] il corrispondente anello di polinomi.
• Definiamo

(18) RS := {f ∈ R | f =
g∏d

j=1 z
mj

j

, g ∈ AS , mj > 0, ∀j}.

Teorema 13.2. (1) Lo spazio RS ha come base i monomi:∏n
i=1 z

hi
i |hi ≥ 0,∀i > d, hi < 0, ∀i ≤ d.

(2) R = ⊕SRS al variare di S fra i circuiti non spezzati.

CONCLUDENDO Questo è il teorema di espansione delle funzioni in
frazioni parziali.

DIM Dimostriamo almeno una parte del teorema lasciando di completarlo
nella Lezione ??.

(1) Gli elementi z1, . . . , zn sono coordinate lineari nello spazio e RS è
contenuto nell’anello dei polinomi di Laurent in tali variabili.

Tali polinomi hanno come base tutti i monomi nelle variabili con
esponenti interi.

I monomi proposti sono dunque parte di questa base e quindi
linearmente indipendenti.

(2) Dal Teorema ?? segue immediatamente che ogni funzione in R si può
scrivere come combinazione lineare di espressioni f = gQd

j=1 αij
(y)mj

| g ∈

C[y1, . . . , yn], mj > 0, ∀j e S = αi1 , . . . , αid un circuito non spez-
zato.

(3) Scrivendo f come polinomio nelle variabili αi1(y), . . . , αid(y), zd+1, . . . , zn
e semplificando le αi che appaiono sia al numeratore che al denomi-
natore si prova con una facile induzione che ogni elemento è somma
di elementi degli spazi RS .

ossservazione 13.2. Il fatto che la somma sia diretta verrà provato utiliz-
zando i D−moduli e riducendosi a provare che:

Lemma 13.3. Gli elementi MS := 1Qd
j=1 αij

(y)
al variare di S = αi1 , . . . , αin

nelle basi non spezzate sono linearmente indipendenti.

14: La funzione volume
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Riprendiamo dalla formula (??) la funzione da invertire: Trasformata di
Laplace del volume√

|det(AAt)|
m∏
i=1

1∑n
k=1 ak,iyk

=
√
|det(AAt)|

m∏
i=1

1
αi(y)

.

Dalla analisi precedente, tale funzione si può espandere (secondo un al-
goritmo esplicito) come combinazione lineare di termini 1Qd

j=1 αij
(y)mj

con

αi1(y), . . . , αid(y) un circuito non spezzato.
Dalla discussione della sezione 6.1 abbiamo che un tale termine è la

trasformata di Laplace di una funzione polinomiale moltiplicata per la fun-
zione caratteristica del cono Cb, dove b è la base di Rn formata dai vettori
αij := (a1,ij , a2,ij , . . . , an,ij ) (la colonna ij della matrice A).

Per invertire la trasformata di Laplace useremo la teoria dei residui. Par-
tiamo dalla identità ?? e Lemma ??:

P (− ∂

∂y1
, . . . ,− ∂

∂yn
)
|det(A)|∏n
i=1 αi(y)

= L(P (x1, . . . , xn)χb)

SiaNBB l’insieme delle basi non spezzate, sappiamo che possiamo trovare
polinomi Pb(x1, . . . , xn) indicizzati dalle b ∈ NBB tali che:

(19)
m∏
i=1

1
αi(y)

=
∑

b∈NBB
Pb(−

∂

∂y1
, . . . ,− ∂

∂yn
)
|det(A)|∏n
i=1 αi(y)

.

Da cui abbiamo che:∏m
i=1

1
αi(y)

è la trasformata di Laplace di:

(20)
∑

b∈NBB
Pb(x1, . . . , xn)χb.

In definitiva abbiamo provato che, dalla formula esplicita ??:

Teorema 14.1. Il volume del politopo PA(b) ha la medesima trasformata di
Laplace della combinazione lineare

∑
b∈NBB Pb(x1, . . . , xn)χb (formula (??))

di funzioni del tipo un polinomio moltiplicato per la funzione caratteristica
di un cono Cb, dove b è una base non spezzata.

A questo punto vi è una sottigliezza da capire.

15: Formula del volume
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Vorremo usare le formule ?? per determinare la funzione volume. Una
prima ipotesi è che la funzione volume sia data dalla formula (??). Ma questo
a priori è vero solo quasi ovunque, come mostra un semplice esempio.

• Prendiamo i vettori a1 = (1, 0), a2 = (0, 1), a3 = (1, 1) = a1 + a2.
• Le tre basi che estraiamo generano tre coni.

Uno il quadrate positivo C{a1,a2} e gli altri danno metà del quad-
rante C{a1,a1+a2}, C{a1+a2,a2}.

• Abbiamo chiaramente che χa1,a2 = χa1,a1+a2 + χa1+a2,a2 − χa1+a2 ,
dove χa1+a2 è la funzione caratteristica della semiretta per a1 + a2.

• Per le trasformate di Laplace abbiamo invece:

1
y1y2

=
1

y1(y1 + y2)
+

1
y2(y1 + y2)

.

Il punto è che una funzione con preassegnata trasformata di Laplace è
determinata solo a meno dei suoi valori in un insieme di misura nulla.

Di fatto con semplici esempi possiamo vedere che la funzione∑
b∈NBB

Pb(x1, . . . , xn)χb

può essere discontinua il alcuni punti mentre è facile convincersi che il volume
è una funzione continua.

Dobbiamo quindi capire come eventualmente modificare la formula pro-
posta.

Per questo dobbiamo fare un poco di geometria sul cono C(A).

Geometria per i poliedri
Facciamo prima di tutto una osservazione generale.
• Siano dati N punti Pi nello spazio ad n dimensioni e sia X il loro

inviluppo convesso. Supponiamo che i punti non siano contenuti in
alcun sottospazio lineare proprio.

• Presi comunque k ≤ n fra questi punti che siano indipendenti essi
generano un simplesso di dimensione k − 1, sia Y la unione di tutti
questi simplessi.

• Y è un sottoinsieme chiuso di X di dimensione n− 1.
• Le componenti connesse diX−Y vengono dette grandi celle associate

ai punti.
• Le piccole celle, che non utilizzeremo, si ottengono togliendo ad X

tutti i punti giacenti sui sottospazi generati da tali insiemi di punti.
Stessa geometria per il cono C(A).

Sia data una lista A di vettori vi in uno spazio ad n dimensioni, che
generano un cono puntuto C(A).

• Prendiamo un iperpiano che interseca in le semirette R+vi in punti
Pi (esiste per ipotesi).
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• Il cono C(A) è la proiezione dall’origine dell’inviluppo convesso X
dei punti Pi.

• Ogni simplesso di dimensione ≤ n− 2 si proietta in un cono simpli-
ciale di dimensione ≤ n− 1.

• L’unione di tali coni proietta Y e le grandi celle di C(A) sono le
proiezioni delle grandi celle di X meno l’origine.

Punti regolari I punti delle grandi celle vengono anche detti regolari, gli
altri singolari.

Diremo che X,Y rappresentano C(A) ed i suoi punti singolari in sezione.
Conclusione

(1) Evidentemente la funzione F (x) =
∑

b∈NBB Pb(x)χb data dalla for-
mula (??) è un polinomio sulle grandi celle.

(2) La funzione volume d’altra parte è, per ragioni geometriche una
funzione continua.

(3) Da proprietà elementari della trasformata di Laplace la formula (??)
coincide con il volume all’interno delle grandi celle.

(4) D’altra parte su una grande cella c svaniscono tutte le funzioni χb
per cui il cono Cb non contenga la cella c.

Per continuità segue dunque la formula generale per il volume:

Teorema 15.1. Dato un punto c nella chiusura di una grande cella c si ha:

VA(c) =
∑

b∈NBB, | c⊂Cb

Pb(c)

ESEMPIO Il tipo A3 in sezione (grandi celle):
α2

DDDDDDDDDDDDDDDDD

zzzzzzzzzzzzzzzzz

α1 + α2

��
��

��
��

��
��

��
��

α2 + α3

66
66

66
66

66
66

66
66

α1 + α2 + α3

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

nnnnnnnnnnnn

PPPPPPPPPPPP

α1 α3

Abbiamo 7 grandi celle.
ESEMPIO Il tipo A3 in sezione (piccole celle):
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α2

DDDDDDDDDDDDDDDDD

zzzzzzzzzzzzzzzzz

α1 + α2

��
��
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��
��
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α2 + α3
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66

α1 + α2 + α3
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α1 α3

Abbiamo 8 piccole celle.
ESEMPIO 2 in sezione (grandi celle):

α2

66
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66
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6
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α1 + α2 + α3
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kkkkkkkkkkkkkkk

α1 α3

Abbiamo 3 grandi celle.
ESEMPIO 2 in sezione (piccole celle):

α2
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α1 + α2 + α3

α1

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
α3

QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

Abbiamo 6 piccole celle.
Essenzialmente la formula data definisce la nozione di:
residuo di Jeffry–Kirwan

Per rendere questa formula effettiva servono due algoritmi.
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• Il primo un algoritmo che permetta di individuare, dato p = (a1, . . . , an):
– una grande cella C con p ∈ c e
– l’insieme delle b ∈ NBB, | c ⊂ C(b).

• Il secondo che calcoli i polinomi Pb(c).

Vedremo nei prossimi paragrafi che tali polinomi si possono calcolare, a
meno del segno come opportuni residui che saranno definiti in seguito e

denotati con resb(e
P

i aiyi

√
| det(AAt)|QN
i=1 αi(y)

).

Un teorema, provato in [?] prova che l’insieme Y si può costruire solo
tramite i simplessi formati da circuiti non spezzati. Esempio A3 ordinato
come:

α1, α2, α3, α1 + α2, α2 + α3, α1 + α2 + α3.

Le n.b.b contengono tutte necessariamente α1, gli altri due elementi sono
dati da 6 possibili scelte:

(1) α2 e uno degli elementi α3, α2 + α3, α1 + α2 + α3

(2) α3, α1 + α2 e α3, α1 + α2 + α3

(3) α1 + α2, α2 + α3

Visualizziamo i simplessi generati dalle 6 n.b.b: α2

11
11

11
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11
11

11
11

11
1
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α1
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α2
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α1
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Visualizziamo la decomposizione in grandi celle, come ottenuta sovrappo-
nendo i coni generati dalle basi non spezzate.

//
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//
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Per rendere la discussione precedente più efficiente dal punto di vista al-
goritmico, e per collegarla con la teoria dei residui multidimensionali, dob-
biamo fare due ulteriori costruzioni:

Il residuo totale
Il residuo di Jeffry–Kirwan.

Per dare una definizione chiara è opportuno introdurre un linguaggio più
geometrico.

16: Arrangiamenti di iperpiani

Indichiamo con ∆ := {α1(y), . . . , αN (y)} la lista delle forme lineari αi(y) =∑
j aj,iyj associate alle colonne αi di A.
Ogni forma αi(y) definisce, come luogo di zeri, un iperpiano Hi.

Definizione 1. Questa lista di iperpiani e tutti i sottospazi che si ottengono
da essi per intersezione si chiama un

Arrangiamento di iperpiani.

NOTA BENE: Anche se le forme sono a coefficienti reali penseremo sem-
pre a tutti i punti complessi.

Il complementare della unione di tali iperpiani (nello spazio complesso)
sarà indicato con A∆. Il punto geometrico da mettere in evidenza è: Una
funzione razionale nelle variabili yi è ben definita (non ha poli) sull’aperto
A∆ se e solo se il suo denominatore è un prodotto di potenze delle forme
lineari αj(y).
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L’insieme di tali funzioni in geometria algebrica viene chiamato anello
delle coordinate di A∆.

È di questo anello che ora dobbiamo occuparci.
Indichiamolo con il simbolo R∆.
Osserviamo anche che, detto d =

∏N
i=1 αi(y)L

gli elementi di R∆ si possono anche scrivere come f/dk con f un poli-
nomio. In altre notazioni:

(21) R∆ := C[y1, . . . , yn, d
−1].

Questo anello è anche descritto come l’anello di una ipersuperficie nello
spazio ad n+ 1 dimensioni di equazione 1− zd = 0:

(22) R∆ := C[y1, . . . , yn, z]/(1− zd).

Il dato combinatorio principale, associato ad un arrangiamento di iperpi-
ani, è la lista di tutti i sottospazi ottenuti per intersezione di tali iperpiani.

Tale insieme è un insieme parzialmente ordinato per inclusione (in breve
un poset).

Come poset ha alcune proprieà particolari:
(1) Dati due elementi a, b esiste il loro minimo min(a, b), (l’intersezione

dei due sottospazi).
(2) Ogni catena ordinata massimale ha lunghezza n (la dimensione dello

spazio).
(3) Ogni elemento ha un rango r(a). In ogni catena crescente massimale

in cui compare a, esso compare al posto r(a) + 1.
Si parla di ranked poset.

ESEMPIO Le configurazioni di numeri .

Esempio 16.1. Nello spazio ad n dimensioni di coordinate zi consideriamo
gli iperpiani zi − zj = 0, i < j.

Un tale iperpiano consiste dei punti in cui le due coordinate zi, zj sono
uguali.

Una intersezione di un insieme di tali iperpiani definisce dunque un sot-
tospazio in cui vari sottoinsiemi (disgiunti) degli indici hanno coordinate
uguali.

In altre parole, un tale sottospazio, corrisponde ad una partizione P :=
{A1, . . . , Ak} dell’insieme {1, 2, . . . , n} in sottoinsiemi Ai disgiunti.

La dimensione del sottospazio è il numero di insiemi della partizione.
Un sottospazio corrispondente ad una partizione P contiene il sottospazio

corrispondente ad una partizione Q se e solo se la partizione P si ottiene
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dalla partizione Q per raffinamento ovvero suddividendo in parti le parti di
Q.

Il minimo sottospazio consiste della retta formata dai vettori con tutte le
coordinate uguali.

ossservazione 16.2. Usualmente è conveniente ridursi ad:
arrangiamenti centrali

ossia in cui la intersezione di tutti gli iperpiani si riduce a 0 (equivalen-
temente le equazioni lineari degli iperpiani generano lo spazio duale).

Nel caso delle configurazioni di numeri, conviene restringerci allo spazio
n − 1 dimensionale dove la somma delle coordinate è 0 per ottenere un
arrangiamento centrale.

Questo esempio appartiene ad una classe importante di esempi, quelli dei
sistemi di radici e dei gruppi di riflessione.

Esempi importanti in vari settori della Matematica come la teoria di Lie
e quella delle singolarità.

[shrink=20]
ESEMPIO Il poset delle partizioni di {1, 2, 3, 4}:

{1, 2, 3, 4}
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Una delle caratteristiche notevoli di questa teoria consiste nel fatto che,
molte proprietà geometriche, topologiche ed algebriche dell’arrangiamento
dipendono esclusivamente dalla combinatoria del poset, ovvero sono:

proprietà combinatorie .
Forse la più interessante è la coomologia di A∆, data dalla Teoria di Orlik–

Solomon [?].

17: Il residuo totale
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Il residuo totale è sostanzialmente un concetto di coomologia, ma iniziamo
ad introdurlo in modo elementare.

Definiamo il sottospazio ∂(R∆) come lo spazio generato da tutte le derivate

parziali ovvero dagli elementi
∂f

∂yi
, f ∈ R∆, i = 1, . . . , n.

Esempio una variabile: Sia R∆ = C[y, y−1] = {
∑k

i=−h aiy
i, h, k ∈ N} lo

spazio dei polinomi di Laurent.
Lo spazio delle derivate consiste di tutti i polinomi senza y−1.
Similmente per i polinomi di Laurent nelle variabili yi, y−1

i , i = 1, . . . , n
lo spazio delle derivate consiste di tutti i polinomi senza il termine

∏n
i=1 y

−1
i .

Definizione 2. Sia H∆ il sottospazio generato da tutti gli elementi
Mb := 1Qn

h=1 αih
(y)

, al variare delle basi b := {αi1 , . . . , αin} estratte dalla
lista ∆.

Il Teorema fondamentale è il seguente:

Teorema 17.1. (1) Abbiamo la decomposizione in somma diretta:

R∆ = H∆ ⊕ ∂(R∆)

(2) Una base di H∆ è data dagli elementi Mb, al variare di b nelle basi
non spezzate.

In seguito dovremo anche lavorare con un’algebra più grande di fun-
zioni. L’algebra S∆ formata dalle funzioni (meromorfe) fd−k dove f è una
qualunque funzione olomorfa in un intorno di 0.

Corollario 17.1. Non è difficile convincersi (assumendo il precedente Teo-
rema). Che si ha di nuovo:

S∆ = H∆ ⊕ ∂(S∆)

Questo Teorema si può provare come corollario del teorema ??. Nella
prossima lezione lo riformuleremo in un modo più intrinseco ed importante,
introducendo il linguaggio delle forme differenziali.

Dimostrazione del teorema
Per dimostrare il Teorema bisogna riprendere la decomposizione R∆ =

⊕SRS data dal Teorema ?? dove ??:

RS := {f ∈ R | f =
g∏d

j=1 z
mj

j

, g ∈ AS , mj > 0, ∀j}.

con le coordinate zi dipendenti dalla base non spezzata S.
Dimostrazione del teorema

La osservazione fondamentale da fare è che: Gli spazi vettoriali RS sono
tutti stabili rispetto a tutte le derivate parziali.

Infatti, con le notazioni del Teorema ??, sia
∏n
i=1 z

hi
i ∈ RS |hi ≥ 0,∀i >

d, hi < 0∀i ≤ d.
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Possiamo prendere come base degli operatori di derivata parziale, le derivate
nelle variabili zi ed abbiamo:

∂
∏n
i=1 z

hi
i

∂zj
= hjz

h1
1 . . . z

hj−1

j−1 z
hj−1
j z

hj+1

j+1 . . . zhn
n ,

che è 0 ovvero un monomio in RS .
Ora osserviamo che:

Proposizione 17.2. Se la cardinalità d di S è < n allora ogni elemento di
RS è somma di derivate.

Un monomio
∏n
i=1 z

hi
i ∈ RS ha dunque hn ≥ 0 da cui

n∏
i=1

zhi
i =

∂

∂zn

(
(hn + 1)−1

n−1∏
i=1

zhi
i z

hn+1
n

)
.

Prendiamo ora il caso d = n ora i monomi da considerare sono del tipo∏n
i=1 z

−hi
i , hi > 0, prendiamo una derivata ed abbiamo:

∂

∂zj

n∏
i=1

z−hi
i = −hjzh1

1 . . . z
−hj−1

j−1 z
−hj−1
j z

−hj+1

j+1 . . . z−hn
n .

Vediamo quindi che:
otteniamo come derivate tutti i monomi in cui almeno uno degli esponenti

hi > 2. resta l’unico monomio (
∏n
i=1 zi)

−1 che non è somma di derivate.

18: I residui

Per ora definiamo in modo elementare il residuo totale Tres. Dal prece-
dente teorema, una funzione f ∈ R∆ (o anche in S∆) si decompone in modo
unico come f = a+ b, a ∈ H∆, b ∈ ∂(R∆).

Definizione 3. Poniamo
Tres(f) := a.

Il residuo totale di f .

In altre parole Tres è la proiezione sull’addendoH∆ della decomposizione.
Denotiamo con NBB l’insieme delle basi non spezzate, e con

αb :=
det(A)∏n
i=1 αi(y)

, εb :=
|det(A)|
det(A)

= ±1, b := {αi(y), i = 1, . . . , n}.
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Sappiamo che gli elementi αb formano una base diH∆ e quindi: possiamo
definire i numeri resb(f) tramite la formula:

(23) Tres(f) =
∑

b∈NBB
resb(f)αb.

La applicazione che abbiamo in mente è alla formula (??). Vogliamo
provare il:

Teorema 18.1.

Pb(a1, . . . , an) = εbresb(
e

P
i aixi∏m

i=1 αi(y)
).

Una volta provato questo Teorema il punto delicato sarà infine di svilup-
pare un metodo per calcolare resb( e

P
i aixiQm

i=1 αi(y)
).

Per provare questo Teorema dobbiamo sviluppare alcune proprietà di
Tres.

La prima proprietà di Tres, che segue dalla definizione, è che data una

funzione f ed i si ha Tres(
∂f

∂yi
) = 0, da cui per due funzioni f, g:

Tres(
∂f

∂yi
g) = −Tres(f ∂g

∂yi
).

Ovvero per un polinomio P :

(24) Tres(P (
∂

∂yi
)(f)g) = Tres(fP (− ∂

∂yi
)(g)).

Useremo la precedente relazione (??) in particolare per la funzione f =
e

P
i aiyi per la quale si ha:

(25) P (
∂

∂yi
)e

P
i aiyi = P (ai)e

P
i aiyi ,

La seconda proprietà semplice da verificare di Tres è che, data una base
b := {αi(y), i = 1, . . . , n} estratta da ∆ ed una funzione f olomorfa intorno
a 0 si ha:

(26) Tres(
f∏n

i=1 αi(y)
) =

f(0)∏n
i=1 αi(y)

.

Continuando:

(27) Tres(e
P

i aiyiP (− ∂

∂yi
)

1∏n
i=1 αi(y)

) =

Tres(
1∏n

i=1 αi(y)
P (

∂

∂yi
)(e

P
i aiyi)) =

P (ai)∏n
i=1 αi(y)

=
P (ai)
|det(A)|

L(χb).
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Prendiamo quindi una funzione scritta nella forma

f :=
∑

b∈NBB
Pb(−

∂

∂yi
)αb = L(

∑
b∈NBB

Pb(xi)εbχb)

Teorema 18.2. Deduciamo che:

Tres(e
P

i aiyif) =
∑

b∈NBB
Pb(ai)αb.

ossservazione 18.1. Questo ci permette di ricostruire i polinomi Pb(xi)
conoscendo il valore di Tres(e

P
i aiyif). Infatti:

(28) Pb(ai) = resb(e
P

i aiyif).

Applichiamo il metodo al volume
In particolare per la funzione volume dobbiamo calcolare:

Tres(
e

P
i aixi∏m

i=1 αi(y)
) =

(29)
∑

b∈NBB
Tres(e

P
i aixiPb(−

∂

∂y1
, . . . ,− ∂

∂yn
)
|det(A)|∏n
i=1 αi(y)

) =

∑
b∈NBB

Pb(a1, . . . , an)
|det(A)|∏n
i=1 αi(y)

Preliminare formula di inversione
da cui la funzione:

(30) V (a1, . . . , an) :=
∑

b∈NBB
resb(e

P
i aiyi

√
|det(AAt)|∏N
i=1 αi(y)

)εbχb.

Ripetiamo una discussione già fatta.

Evidentemente, mentre la funzione volume è continua ovunque, sulla fun-
zione V (a1, . . . , an) (cf. ??), possiamo solo dire che è continua sui punti
regolari ossia sulle grandi celle.

Da proprietà elementari della trasformata di Laplace (provate nell’Appendice)
possiamo dedurre che V olA(b) = V (b) se b è regolare.

Possiamo ora concludere.
La formula del volume
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Sia b := (b1, . . . , bn) ∈ C(A), Fissata una grande cella c con b ∈ c abbiamo
evidentemente:

V (b) =
∑

b∈NBB, c⊂C(b)

resb(e
P

i biyi

√
|det(AAt)|∏N
i=1 αi(y)

)

D’altra parte ora questa funzione è continua sulla chiusura di c e quindi
infine abbiamo:

Teorema 18.3. Se b ∈ c (chiusura di c) abbiamo:

(31) V olA(b1, . . . , bn) =
∑

b∈NBB, c⊂C(b)

resb(e
P

i biyi

√
|det(AAt)|∏N
i=1 αi(y)

).

NOTA
• Questa formula fornisce una formula del volume sulla chiusura di

una cella.
• Per un punto nella chiusura di due celle abbiamo due formule diverse

che coincidono sulla intersezione delle chiusure di tali celle.
Lezione 7. Forme differenziali

19: Forme differenziali

La teoria delle forme differenziali appare sia in geometria differenziale che
in algebra, diamo una idea dei suoi punti essenziali.

La teoria inizia dal concetto di differenziale df di una funzione, questo si
può fare in vari modi e rimandiamo ai testi per una discussione.

Il primo punto fondamentale è che, fissate delle coordinate xi (esse stesse
funzioni) si ha la formula:

df(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

In coordinate locali una 1-forma differenziale è una espressione

ψ :=
n∑
i=1

fi(x)dxi.

In generale una tale ψ non è il differenziale di una funzione.
Perché lo sia (localmente), è necessario e sufficiente che valgano le: regole

di compatibilità:
∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

, ∀i, j.

Questo, in un linguaggio geometrico, è quanto si impara in fisica studiando
la: teoria del potenziale di un campo conservativo.
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20: Calcolo di Grassmann

Il secondo punto fondamentale consiste nel:
calcolo di Grassmann o esterno.
Questo è essenzialmente un concetto algebrico. Si introduce un prodotto,

detto prodotto esterno (in quanto produce nuove forme a partire da quelle
date) ed indicato con il simbolo ∧.

Si assume che tale prodotto è associativo e distributivo ma che valga la:
regola fondamentale:

df ∧ dg = −dg ∧ df
(questo tipo di regola appare ora spesso in Fisica nella teoria dei Fermioni

e nella supersimmetria).
Con questo prodotto, a partire dalle 1-forme possiamo costruire per ogni

k ≤ n le k−forme che sono del tipo:∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

fi1,i2,...,ik(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik .

Per due forme φ, ψ di gradi h, k vale ora la regola di commutazione φ∧ψ =
(−1)hkψ ∧ φ.

Esempio 20.1. Date n funzioni fi(x1, . . . , xn) in n variabili, si ha

df1 ∧ · · · ∧ dfn = J(f1, . . . , fn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Con J(f1, . . . , fn) = det(
∂fi
∂xj

) il

determinante Jacobiano.

21: Calcolo differenziale

Il secondo concetto essenziale è di tipo analitico.
Si tratta di definire il differenziale dψ di una forma ψ.
Tale operatore è completamente caratterizzato dalle seguenti proprietà:

(1) d è un operatore lineare dalle k−forme alle k + 1-forme per ogni k.
(2) Se f è una funzione df è il differenziale già definito.
(3) Per due forme φ, ψ di gradi h, k vale la regola (di Leibniz):

d(φ ∧ ψ) = dφ ∧ ψ + (−1)hφ ∧ dψ.

Da tali regole si vede facilmente che:
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ossservazione 21.1.

d
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
fi1,i2,...,ik(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik =

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

n∑
i=1

∂fi1,i2,...,ik(x)
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik .

NOTA:
• ψ := dxi ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik = 0 se i = ij per qualche j.
• Se invece ij < i < ij+1, ψ si riscrive come

(−1)jdxi1 ∧ . . . dxij ∧ dxi ∧ dxij+1 · · · ∧ dxik = 0

Esempio 21.2.

d

n∑
i=1

fi(x)dxi =
∑
i<j

(
∂fj
∂xi

− ∂fi
∂xj

)dxi ∧ dxj

• Nota che la condizione di integrabilità della 1-forma ψ :=
∑n

i=1 fi(x)dxi
è quindi dψ = 0!

In effetti valgono le due: proprietà fondamentali del calcolo differenziale:

(1) d2 = 0.
(2) Una k-forma ψ è (localmente) del tipo dφ (con φ una k − 1 forma)

se e solo se dψ = 0.

Abbiamo insistito sull’aspetto (locale), perché la teoria dei residui è es-
senzialmente legata alla non integrabilità globale.

Si usa la seguente: terminologia:

• Una forma ψ si dice chiusa se dψ = 0.
• Si dice esatta se ψ = dφ.

Pertanto esatta implica chiusa, l’implicazione inversa è solo locale.

L’esempio fondamentale è la forma 1/zdz
La forma 1/zdz è una forma complessa, definita su tutti i numeri complessi

non nulli C∗.
Si ha in effetti:

z−1dz = d log(z),
ma ora bisogna capire che log(z) non può essere definita ovunque sull’insieme

C∗, se ne può solo scegliere localmente una determinazione.
(in termini classici è una funzione polidroma)
La ragione in un certo senso si può capire pensando che la funzione di cui

una 1-forma è il differenziale si ottiene per integrazione su cammini.
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Quando si integra la forma z−1dz = d log(z) su un cammino chiuso in-
torno a 0 si ottiene un valore non nullo (un residuo) che fa passare da una
determinazione del logaritmo ad un’altra.

Ovviamente per le forme di grado superiore la teoria è più complessa e
va discussa con le idee di omologia e coomologia.

La teoria delle forme differenziali acquista il suo pieno potere quando la
si sviluppa (senza riferimento alle coordinate) per una varietàdifferenziabile.

Inoltre nel nostro caso vogliamo utilizzare variabili complesse z = x+ iy
e pensiamo a dz = dx+ idy.

Non avremo bisogno di approfondire questo punto importante.

22: Calcolo integrale

L’ultimo punto di tipo fondamentale della teoria è la:
Integrazione delle forme

ed il
Teorema di Stokes.
Prima di tutto va capito il comportamento delle forme rispetto alle mappe

differenziabili.
Se F : M → N è una mappa differenziabile di varietà e ψ una k forma su

N possiamo definire la forma F ∗(ψ) come k−forma su M usando le seguenti
regole:

(1) Se ψ = f è una funzione si ha F ∗f(x) = f(F (x)).
(2) d(F ∗(ψ)) = F ∗(dψ).
(3) F ∗(φ ∧ ψ) = F ∗(φ) ∧ F ∗(ψ).

In coordinate, (x1, . . . , xm) suM ed (y1, . . . , yn) suN , con yi = Fi(x1, . . . , xm)
si ha: Formula di sostituzione

F ∗(f(y1, . . . , yn)dyi1 ∧ · · · ∧ dyik) =

f(F1(x1, . . . , xm), . . . , Fn(x1, . . . , xm))dFi1 ∧ · · · ∧ dFik .

Una k−forma va integrata su un oggetto k−dimensionale orientato.
(una 1-forma su una curva, una 2-forma su una superficie etc.)

Definizione 4. Localmente in coordinate (orientate) (x1, . . . , xm) l’integrale
di f(x1, . . . , fk)dx1∧· · ·∧dxk è l’usuale integrale multiplo

∫
f(x1, . . . , fk)dx1 . . . dxk.

L’integrazione globale si può fare tramite le partizioni dell’unità.
L’usuale teorema di cambiamento di coordinate negli integrali multipli

implica che la definizione è ben posta.
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Tipicamente, data una varietà M ed una k forma la integriamo su una
k−varietà fissando una parametrizzazione i : N →M con N una k−varietà.

Non è necessario per la definizione di assumere che i immerge N in M .
Ma, per definizione, integriamo su N la forma i∗(ψ).
Si ha dunque, prendendo una varietà orientata M di dimensione k, con

bordo ∂M (di dimensione k−1) ed una k−1 forma ψ la regola fondamentale:
Teorema di Stokes ∫

M
dψ =

∫
∂(M)

ψ.

Una conseguenza importante è dunque la seguente:

ossservazione 22.1. Quando integriamo una k−forma chiusa ψ su una
k−varietà che è il bordo di una k + 1 varietà otteniamo 0.

Nel caso di d log(z) integrata su una circonferenza intorno all’origine ab-
biamo un integrale non nullo poiché, mentre è vero che tale circonferenza è
il bordo di un disco, tale disco contiene il punto 0, che non è in C∗ dove la
forma è definita.

Quindi in C∗ tale circonferenza non è un bordo.

In realtà non è conveniente integrare le forme solo su varietà, conviene
integrarle su opportune catene di integrazione.

23: Catene, omologia

La definizione di catena è un poco formale ma molto utile. Si può dare
in modo molto generale partendo dal simplesso standard:

∆n := {(x0, x1, . . . , xn) |
∑

xi = 1, xi ≥ 0, ∀i}.

Per un qualunque spazio topologico X possiamo definire:
• Un simplesso singolare è una funzione continua σ : ∆n → X.
• Una catena singolare è una combinazione lineare

∑k
i=1 ciσi formale

di simplessi singolari.
Nota: I coefficienti per noi saranno numeri reali (ma in una teoria più

topologica si prendono come coefficienti vari anelli come i numeri interi o i
numeri modulo un intero m).

Se X è una varietà differenziabile ha senso di parlare di simplessi o catene
differenziabili (usualmente C∞).

Pertanto, data una varietà differenziabile M , una k−forma ψ su M ed
una catena differenziabile c di dimensione k ha senso integrare ψ su c.

Le nozioni di bordo e ciclo
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A questo punto si introduce la nozione di bordo δ di una catena singolare
come segue.

• Ogni faccia ∆i
n := {(x0, x1, . . . , xn) ∈ ∆n |xi = 0} è un simplesso

(n− 1)− dimensionale.
• Restringendo a tale faccia un simplesso singolare n−dimensionale si

ottiene un simplesso (n− 1)−dimensionale εi(σ).
• Definiamo dunque Il bordo di una catena

δ(σ) =
n∑
i=0

(−1)iεi(σ), δ(
k∑
i=1

ciσi) =
k∑
i=1

ciδ(σi)

Definizione 5. • Diremo che una catena c è un bordo se è della forma
δ(e).

• c è un ciclo o chiusa se δ(c) = 0.

Si vede facilmente che δ2 = 0:
un bordo è dunque necessariamente un ciclo.
Tutte queste informazioni si mettono insieme in questo modo:

Definizione 6. Detti Bk(X) ⊂ Zk(X) gli spazi dei bordi, rispettivamente
dei cicli singolari si definisce:

Hk(X) := Zk(X)/Bk(X),

il k−esimo gruppo di omologia singolare.

Catene differenziabili
Quando ci restringiamo a catene differenziabili abbiamo per le catene e le

forme il Teorema di Stokes
∫
c dψ =

∫
δ(c) ψ.

ossservazione 23.1. Se X è una varietà differenziabile abbiamo prima di
tutto che la omologia si può calcolare usando solo catene differenziabili, per-
tanto d’ora in poi useremo tali catene.

Definizione 7. Definiamo con Bk(X) ⊂ Zk(X) gli spazi delle k−forme
esatte e chiuse rispettivamente e:

Hk(X) := Zk(X)/Bk(X),
k−esimo gruppo di coomologia di De Rham .

Da queste definizione e dal teorema di Stokes e suoi corollari segue, nel
caso differenziabile che l’integrazione sulle catene determina un accoppia-
mento di dualità:

Hk(X)×Hk(X) → R, (ψ, x) 7→
∫
c
ψ.

Il fatto profondo e fondamentale è: Teorema di De Rham afferma che,
se X è una varietà compatta i due spazi vettoriali Hk(X),Hk(X) sono di
dimensione finita ed in dualità perfetta.
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A noi interessa applicare questa Teoria nel caso della varietà (algebrica
affine) A∆ che non è compatta, e alle forme differenziali algebriche Ω∗(A∆),
ovvero le forme a coefficienti nell’anello di coordinate R∆.

In questo caso l’analogo del Teorema di De Rham è dovuto a Grothendieck.
Abbiamo una dualità perfetta fra la coomologia calcolata con le forme

differenziali algebriche e la omologia singolare complessa.
Indichiamo con

Ωk
∆ := {

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

fi1,...,ik(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik | fi1,...,ik(x) ∈ R∆}

lo spazio delle le forme differenziali algebriche,
In particolare guardiamo al grado massimo e vediamo immediatamente la

interpretazione degli spazi ∂(R∆),H∆. Abbiamo:

d(Ωn−1
∆ ) = ∂(R∆)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Possiamo dunque identificare lo spazio H∆ allo spazio Hn(A∆).
Inoltre vediamo immediatamente che, date n forme indipendenti αi(y) =∑n
j=1 ai,jyj con A = (ai,j) invertibile abbiamo la formula:

det(A)
n∏
i=1

1
αi(y)

dy1 ∧ · · · ∧ dyn = d log(α1(y)) ∧ · · · ∧ d log(αn(y)).

Essendo det(A)
∏n
i=1

1
αi(y)

dy1∧· · ·∧dyn = αbdy1∧· · ·∧dyn ne deduciamo
che:

Teorema 23.1. Le classi di coomologia delle forme

ωb := d log(α1(y)) ∧ · · · ∧ d log(αn(y))

al variare delle α1(y), . . . , αn(y) nelle basi non spezzate, formano una base
della coomologia Hn(A∆).

Non è difficile verificare che otteniamo la stessa coomologia se, invece di
prendere le forme a coefficienti in R∆ prendiamo coefficienti del tipo f/dk

con f una qualsiasi funzione olomorfa in un intorno di 0.
In definitiva possiamo ora definire in modo più intrinseco le nozioni di

residuo totale Tres e dei residui resb.
Ora questi operatori sono definiti sulle forme differenziali di grado n invece

che sulle funzioni (avendo identificato una funzione f alla forma fdy1∧· · ·∧
dyn).

Definizione intrinseca di Tres e dei residui resb. Tres(fdy1 ∧ · · · ∧ dyn)
è la classe di coomologia di fdy1 ∧ · · · ∧ dyn.

Tres(ψ) =
∑

b={α1,...,αn}∈NBB

resbψ d log(α1(y)) ∧ · · · ∧ d log(αn(y))
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Lezione 8. Il calcolo dei residui

Per ora la nostra definizione dei residui resbψ è puramente algebrica.
Dovremo dargli un contenuto geometrico che permetta di calcolarli.
Questo è un punto sottile che affrontiamo prima in modo sostanzialmente

locale ed elementare e poi daremo una idea del suo vero significato geomet-
rico, dando un contenuto più generale alla nozione di residuo a più dimen-
sioni.

Spieghiamo la strategia lasciando i dettagli alla prossima Lezione.
Il passo fondamentale consiste nell’effettuare, per ogni base non spezzata

b un cambiamento di coordinate non lineare.
• Di fatti dato b facciamo il cambiamento in due passi.

– Prima scegliamo un sistema di coordinate yi lineari dipendente
da b.

– Poi costruiamo coordinate z1, . . . , zn in cui ogni yi si esprime
come un opportuno prodotto (monomio) di un sottoinsieme
delle coordinate z1, . . . , zn che dipende dalla combinatoria as-
sociata a b tramite la teoria dei nested sets.

• In questo nuovo sistema di coordinate ogni funzione αi(y) diventa
un polinomio della forma:

(32) αi(y1(z), . . . , yn(z)) =
n∏
j=1

z
hi,j

j Qi(z), |Qi(0) 6= 0, hi,j = 0, 1.

• Ne segue che ogni denominatore che appare in R∆ diviene:
1∏N

i=1 α
ki
i

=

n∏
j=1

z
−

PN
i=1 hi,jki

j

N∏
i=1

Qi(z)−hi,jki =
n∏
j=1

z
−

PN
i=1 hi,jki

j T (z), |T (0) 6= 0.

• In definitiva, mentre prima intorno allo 0 i poli della funzione for-
mano una struttura geometrica molto complicata in queste nuove
coordinate abbiamo sciolto la complicazione ed i poli sono solo sugli
iperpiani coordinati.

• Il prezzo pagato sta nel fatto che dobbiamo fare molti cambiamenti di
coordinate non lineari, che vedremo significa in sostanza modificare
lo spazio ambiente scoppiando alcuni luoghi.
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• Con le nuove coordinate, una n−forma algebrica si scrive nella forma

(z1 . . . zn)−kf(z1, . . . , zn)dz1 ∧ · · · ∧ dzn
con f(z1, . . . , zn) olomorfa intorno a 0 e se ne può calcolare il residuo
intorno allo 0 che coincide con il coefficiente di (z1 . . . zn)−1.

Chiamiamo questo residuo resz provvisoriamente.
• Questo residuo è un integrale 1

(2πi)n

∫
T ψ dove T = {(z1, . . . , zn) | |zi| =

ε} è un piccolo toro intorno a 0.
Naturalmente nelle vecchie coordinate la definizione di T è più

complicata e non appare immediatamente come un toro.
• Il fatto veramente fondamentale, che permette di concludere tutta

la discussione è il seguente:

resz = resb

• Poiché il residuo dipende solo dalla classe di coomologia, questo si
prova verificando che, data una base non spezzata c := {α1(y), . . . , αn(y)}:

resz d log(α1(y)) ∧ · · · ∧ d log(αn(y)) =

{
1 se c = b

0 se c 6= b

Tutti i passi della precedente discussione sono in effetti costruttivi e quindi
forniscono un algoritmo di calcolo.

Per costruire i cambiamenti di coordinate dobbiamo sviluppare una nuova
teoria di tipo algebrico combinatorio.

Modelli meravigliosi
• Questa teoria è stata sviluppata in [?] con lo scopo di costruire i

cosiddetti modelli meravigliosi delle configurazioni di iperpiani.
• Si tratta di costruire una varietà algebrica X∆ con un morfismo

proprio π : X∆ → Cn in modo tale che π−1(A∆) sia isomorfo tramite
π ad A∆ ed il complementare in X∆ di π−1(A∆) sia un divisore ad
incroci normali.

Non avremo bisogno di queste nozioni e quindi non le approfondiamo.

Lezione 9. Irriducibili e ”nested sets”

Prima di introdurre i concetti di questa lezione ricordiamo alcune definizioni
base.

Somme dirette
• Sia dato uno spazio vettoriale V e k sottospazi U1, . . . , Uk di V ,

lo spazio U generato dagli Ui è il sottospazio formato da tutti gli
elementi u := u1 + u2 + · · ·+ uk, ui ∈ Ui.
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• Si dice che U è somma diretta degli Ui quando la espressione di un
vettore di U come somma degli ui è unica ovvero, se 0 = u1 + u2 +
· · ·+ uk, ui ∈ Ui, deve essere necessariamente ui = 0, ∀i.

In questo caso scriviamo:

U = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk.

In queste ipotesi, due proprietà evidenti che useremo sempre sono: Pro-
prietà della somma diretta

•

dim(U) =
k∑
i=1

dim(Ui)

• Se Wi ⊂ Ui sono sottospazi anche i Wi formano somma diretta.

24: Irriducibili e decomposizioni

Le nozioni che ora daremo possono essere sviluppate anche in modo più
combinatorio (cf. [?]) ma le sviluppiamo nel seguente contesto:

Sia data una lista di vettori non nulli ∆ := {v1, . . . , vN}, vi ∈ Cn.

Dato un sottoinsieme A ⊂ ∆ definiamo:

Insiemi completi

(1) 〈A〉 lo spazio vettoriale generato da A.

(2) A := ∆ ∩ 〈A〉 il completamento di A.

Diremo dunque che A è completo se A = A.

Nelle nostre applicazioni, pensiamo i vettori ∆ come equazioni lineari
sullo spazio duale, che chiameremo V .

Dato un insieme A sia A⊥ il sottospazio di V definito dall’annullarsi delle
equazioni in A.

ossservazione 24.1. Per dualità, il completamento A è l’insieme di tutte
le equazioni in ∆ che svaniscono su A⊥.

In definitiva: i sottoinsiemi completi di ∆ sono in corrispondenza biuni-
voca (che inverte l’ordinamento di inclusione), con i sottospazi dell’arrangiamento
definito da ∆.

Decomposizioni ed irriducibili
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3 Dato un insieme completo A ⊂ ∆, una sua decomposizione è una
scomposizione A = A1 ∪A2 in insiemi non vuoti, tale che:

〈A〉 = 〈A1〉 ⊕ 〈A2〉.

Evidentemente i due insiemi A1, A2 sono necessariamente com-
pleti.

4 Diremo che un insieme completo A è irriducibile se non ammette
alcuna decomposizione .

Naturalmente ∆ è completo per definizione, può essere o non essere ir-
riducibile. Ci si riduce sempre a discutere il caso irriducibile.

Se A = A1 ∪A2 è una decomposizione di un insieme completo e B ⊂ A è
ancora completo si ha:
B = B1 ∪B2, dove B1 = A1 ∩B, B2 = A2 ∩B.
Dato che evidentemente 〈B〉 = 〈B1〉 ⊕ 〈B2〉, si ha che:

Corollario 24.2. B = B1 ∪B2 è una decomposizione, a meno che uno dei
due insiemi sia vuoto.

Ne deduciamo immediatamente:

Lemma 24.3. Se A = A1∪A2 è una decomposizione e B ⊂ A è irriducibile,
allora B ⊂ A1 ovvero B ⊂ A2

Per induzione si prova:

Teorema 24.1. Ogni insieme A si può decomporre come A = A1 ∪ A2 ∪
· · · ∪Ak con gli Ai irriducibili e:

〈A〉 = 〈A1〉 ⊕ 〈A2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈Ak〉.

Questa decomposizione è chiaramente unica a meno dell’ordine:

infatti se A = B1∪B2∪· · ·∪Bh è una seconda decomposizione, dal Lemma
precedente ogni Bi è contenuto in un Aj e viceversa.

Questo implica che gli insiemi sono gli stessi a meno dell’ordine. La
decomposizione in irriducibili A = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak viene detta la decom-
posizione in irriducibili di A .

Esempio 24.4. Illustriamo questi concetti per l’esempio dello spazio delle
configurazioni ??, i vettori sono le equazioni zi − zj.

• Abbiamo già visto che gli insiemi completi corrispondono ai sot-
tospazi di questa configurazione, che sappiamo corrispondono ad una
partizione P := S1, . . . , Sk di {1, 2, . . . , n}.

• Data una tale partizione ad essa corrisponde l’insieme completo for-
mato dagli elementi zi−zj tali che i, j siano in una stessa parte della
partizione P.
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A questo punto lasciamo come esercizio di verificare che:
Esercizio
(1) Insiemi irriducibili corrispondono a partizioni con una sola parte con

almeno 2 elementi.
(2) Quindi gli irriducibili sono in corrispondenza biunivoca con i sot-

toinsiemi C ⊂ {1, 2, . . . , n} con almeno 2 elementi.
(3) All’insieme C corrisponde IC := {zi − zj | i, j ∈ C}.
(4) Se A corrisponde ad una partizione S1, . . . , Sk la sua decomposizione

in irriducibili è formata dagli elementi ISi al variare di Si sui sot-
toinsiemi della partizione con almeno 2 elementi.

Insiemi ”nested”
Il passo successivo definisce la nozione di insieme nested.
Prima di tutto ricordiamo che due insiemi A,B sono comparabili se uno

è contenuto nell’altro:

Definizione 8. Diremo che una famiglia S di irriducibili Ai è nested se
vale la seguente proprietà:

Dati elementi A1, . . . , Ai ∈ S mutualmente non comparabili si ha:
C := A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ai è completo e C := A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ai è la sua

decomposizione in irriducibili.

Noi saremo in particolare interessati nelle famiglie nested massimali che
indicheremo con MNS (maximal nested set).

Useremo spesso due semplici metodi induttivi per costruire insiemi nested:
ESERCIZIO
(1) Dati:

• Un insieme nested S.
• Un irriducibile A minimale in S.
• Un insieme nested P contenuto in A si ha:
S ∪ P è nested.

(2) Dati:
• Un insieme nested S.
• Un insieme completo A contenente S.
• Sia A = A1 ∪ · · · ∪ Ak la sua decomposizione in irriducibili, si

ha:
S ∪ {A1, . . . , Ak} è nested.

Esempio dello spazio delle configurazioni. Sappiamo che gli irriducibili
sono in corrispondenza biunivoca con i sottoinsiemi C ⊂ {1, 2, . . . , n} con
almeno 2 elementi.

Dobbiamo capire quando una famiglia di tali sottoinsiemi è nested. Las-
ciamo lla risposta al lettore:

ESERCIZIO Verificare che in questo caso la condizione è che due sottoin-
siemi della famiglia o sono comparabili o sono disgiunti.
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OSSERVAZIONE Se A1, . . . , Ak è nested si ha che ∪iAi è completo, infatti
tale unione si può fare prendendo gli elementi massimali che sono necessari-
amente non comparabili ed applicando la definizione di nested.

Sia dunque ∆ ⊂ V con 〈∆〉 = V .

Teorema 24.2. Sia S := {A1, . . . , Ak} un MNS in ∆.
Dato A ∈ S siano B1, . . . , Bs gli elementi di S contenuti propriamente in

A e massimali con questa proprietà.

(1) C := B1 ∪ · · · ∪Bs è completo e decomposto dai Bi.
(2) dim〈A〉 = dim〈C〉+ 1.
(3) k = n = dim(V ).

Teorema
(1) C := B1 ∪ · · · ∪Bs è completo e decomposto dai Bi.
(2) dim〈A〉 = dim〈C〉+ 1.
(3) k = n = dim(V ).

DIM 1. è la definizione di Nested in quanto i Bi, essendo massimali sono
necessariamente non comparabili.

2. Consideriamo 〈C〉 = ⊕si=1〈Bi〉 ⊂ 〈A〉.
Non può essere 〈C〉 = 〈A〉 altrimenti essendo, per definizione di nested,

C completo si deve avere A = C.
Questo è assurdo in quanto A è irriducibile ed i Bi sono propriamente

contenuti in A.
Pertanto esiste un elemento a ∈ A | a /∈ C, poniamo A′ := ∆ ∩ 〈C, a〉.
Si ha C ( A′ ⊂ A. Affermo che A = A′.
Altrimenti come si vede facilmente, aggiungendo tutti gli irriducibili che

decompongono A′ alla famiglia S si ottiene una famiglia nested che contiene
propriamente S contraddicendo alla massimalità.

Evidentemente A = A′ implica che 〈A〉 = 〈C〉 ⊕ Ca e quindi dim〈A〉 =
dim〈C〉+ 1.

3. Dimostriamolo per induzione.
Se n = 1 non vi è nulla da dimostrare, vi è un unico insieme completo ed

irriducibile ∆.
Prima di tutto, decomponiamo ∆ = ∪hi=1∆h in irriducibili.
Si ha che un MNS in ∆ è la unione di MNS in ciascun ∆i e che n =

dim(〈∆〉) =
∑h

i=1 dim(〈∆h〉).
Possiamo quindi ridurci al caso ∆ irriducibile. In questo caso si ha che

∆ ∈ S per qualunque MNS S.
Siano B1, . . . , Bs gli elementi di S contenuti propriamente in ∆ e massi-

mali con questa proprietà.
L’insieme S consiste di ∆ e dei sottoinsiemi Si := {A ∈ S |A ⊂ Bi}.



44 NOTE DI CLAUDIO PROCESI.

Evidentemente Si è un MNS relativamente all’insiemeBi (altrimenti potremmo
aggiungere un elemento sia ad Si che a S contraddicendo la massimalità di
S).

Per induzione Si ha dim〈Bi〉 elementi e da 2) l’enunciato segue. �
Esempio dello spazio delle configurazioni

Si vede facilmente (esercizio) che un insieme massimale S nested di sot-
toinsiemi di {1, . . . , n} è formato da n − 1 elementi ed ha la seguente pro-
prietà:

Dato A ∈ S un insieme con a elementi.
Abbiamo una delle due seguenti possibilità per gli elementi B1, . . . , Bs di

S contenuti propriamente in A e massimali con questa proprietà.

• s = 1 e B1 ha a− 1 elementi.
• s = 2 e A = B1 ∪B2.

Un tale MNS si può presentare in modo conveniente come un grafo piano
binario.

Esempio 24.5. •
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Ogni vertice interno al grafo corrisponde all’insieme dei numeri che ap-
paiono sulle sue foglie, nell’esempio il MNS è:

{1, 2}, {1, 2, 3}, {4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5}

Dato un MNS S definiamo una applicazione:

pS : ∆ → S

come segue:

• Se un elemento a ∈ ∆ appare in due elementi A,B ∈ S i due elementi
devono essere necessariamente comparabili, quindi esiste un minimo
fra i due.

• Poiché ∆ ∈ S esiste un minimo elemento A ∈ S con a ∈ A.
• Definiamo allora A := pS(a).

Ora una nuova definizione:
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Definizione 9. Diremo che una base di Cn, b := {a1, . . . , an} ⊂ ∆ è adat-
tata al MNS S se l’applicazione ai 7→ pS(ai) è una applicazione biunivoca
fra b e S.

Una tale base esiste sempre, basta prendere, come nella dimostrazione di
?? , per ogni A ∈ S un elemento a ∈ A − ∪iBi con i Bi gli elementi di S
propriamente contenuti in A.

Ora passiamo alla costruzione geometrica fondamentale.
Dato un MNS S ed una base b := {a1, . . . , an} adattata a S consideriamo

le ai come un sistema di coordinate lineari su V .
Se pS(ai) = A scriveremo anche ai := aA. Costruiamo ora nuove coordi-

nate zA, A ∈ S utilizzando le espressioni monomiali:

(33) aA :=
∏

B∈S, A⊂B
zB.

I residui Il residuo di una forma ψ in 0 rispetto alle coordinate zA associate
ad S e b verrà indicato con il simbolo resS,bψ o resSψ se b è chiaro dal
contesto.

Vediamo come si scrive un elemento a ∈ ∆ in queste coordinate.
Preso A ∈ S sia SA := {B ⊂ A, B ∈ S}.
Evidentemente SA è un MNS per A (al posto di ∆).

Gli elementi aB con B ∈ SA formano una base adattata per SA.
Sia pS(a) = A, poichè gli elementi aB con B ⊂ A, B ∈ S formano una

base adattata per SA si deve avere a =
∑

B∈SA
cBaB, cB ∈ C.

Sostituiamo ora le espressioni (??):

aA :=
∑
B∈SA

cB
∏

C∈S, B⊂C
zC =

(34)
∏

B∈S, A⊂B
zB(cA +

∑
B∈SA,B 6=A

cB
∏

C∈S, B⊂C(A
zC).

Poiché A è il minimo insieme di S contenente a si deve avere cA 6= 0.
Si noti che, nel nostro programma siamo riusciti a definire cambiamenti

di coordinate non lineari che soddisfano la condizione di (??).
Ora dobbiamo studiare le altre condizioni. Prima di tutto dobbiamo

legare questi concetti a quelli di base non spezzata.
Cominciamo con una osservazione.
Sia data una qualunque base b := {a1, . . . , an} ⊂ ∆, costruiremo un MNS

Sb a cui essa è adattata nel modo seguente.

• Definiamo gli insiemi completiAi := ∆∩〈{ai, . . . , an} 〉 = {ai, . . . , an}.
Ovviamente A1 = ∆ ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An.
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• Per ogni i consideriamo tutti gli irriducibili della decomposizione
di Ai, (per diversi i possiamo ottenere anche due volte lo stesso
irriducibile), in ogni caso abbiamo:

Teorema 24.3. La famiglia Sb di tutti gli irriducibili (distinti) che appaiono
nelle decomposizioni degli insiemi Ai formano un MNS a cui la base b è
adattata.

DIM
Per induzione. Decomponiamo A1 = B1∪B2∪· · ·∪Bk in irriducibili, per

costruzione:

n = dim〈A1〉 =
k∑
i=1

dim〈Bi〉.

Pertanto può essere dim〈A2 ∩Bi〉 < dim〈Bi〉 per al più un indice i.
Si ha che A2 = (A2∩B1)∪(A2∩B2)∪· · ·∪(A2∩Bk) è una decomposizione

di A2, non necessariamente in irriducibili.
Poichè dim〈A2〉 = n− 1 si ha:

n− 1 = dim〈A2〉 =
k∑
i=1

dim〈A2 ∩Bi〉.

In altre parole si deve avere che A2 ∩ Bi = Bi per tutti gli i, tranne per
un indice i0 per tale indice necessariamente a1 ∈ Bi0 .

Per induzione la famiglia di tutti gli irriducibili (distinti) che appaiono
nelle decomposizioni degli insiemi Ai, i ≥ 2 formano un MNS per 〈A2〉 con
base adattata {a2, . . . , an}, a questo insieme dobbiamo dunque solo aggiun-
gere Bi0 .

Abbiamo dunque un nested set con n elementi ovvero massimale.
Chiaramente la base è adattata e le proprietà richieste valgono.

�
Fissato un ordinamento di ∆ abbiamo definito i residui resb al variare di

b nelle basi non spezzate.
Il nostro obiettivo è di dimostrare che:

resbψ = resSb
ψ.

Assumiamo ora che la base b := {a1, . . . , an} ⊂ ∆ sia non spezzata,
otteniamo:

Lemma 24.6. ai è il minimo elemento di pSb
(ai) per ogni i.

DIM Per definizione di Sb se ai ∈ A ∈ Sb si deve avere che A decompone
uno degli insiemi Ak = 〈ak, . . . , an〉 ∩∆. Necessariamente deve essere k ≤ i.

D’altra parte ai appartiene ad uno degli irriducibili di Ai che pertanto è
contenuto in qualunque irriducibile B di Ak, k < i che contenga ai.
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Per definizione di base non spezzata ai è il minimo elemento di Ai =
〈ai, . . . , an〉 ∩∆. �

Questa proprietà ci induce a definire:

Definizione 10. Un MNS S si dirà proprio, se gli elementi aS := min a, a ∈
S |S ∈ S sono una base.

ossservazione 24.7. Se S è proprio, pS(aS) = S e quindi gli elementi
aS := min a, a ∈ S |S ∈ S sono una base adattata ad S.

DIM Sia U ∈ S con aS ∈ U .
Se U ⊂ S abbiamo necessariamente che aS = min a ∈ U e quindi aS = aU .
Poiché gli elementi aS sono una base questo implica che S = U . �
Se S è proprio, ordineremo i suoi sottoinsiemi S1, . . . , Sn secondo l’ordine

crescente degli elementi aS , indichiamo allora ai := aSi abbiamo:

Teorema 24.4. Se S è proprio la base b := {a1, . . . , an} è non spezzata.

In questo modo si stabilisce una corrispondenza biunivoca fra basi non
spezzate e MNS propri.

DIM
Dalla osservazione a pagina ??, posto Ai := ∪j≥iSj , si ha che Ai è com-

pleto e decomposto dagli elementi massimali fra tali Sj .
Evidentemente, per definizione, ai è il minimo di Ai, basta quindi provare

che Ai = 〈ai, . . . , an〉 ∩∆.
Ovvero, essendo Ai completo, che 〈Ai〉 = 〈ai, . . . , an〉.
Facciamolo per induzione. Se i = 1 essendo S massimale si ha A1 = ∆ e

a1 è il minimo elemento in ∆.
Poichè a1 /∈ A2 dobbiamo avereA2 6= ∆ ed essendoA2 completo dim(〈A2〉) <

n.
Poichè evidentemente 〈A2〉 ⊃ 〈a2, . . . , an〉 dobbiamo avere 〈A2〉 = 〈a2, . . . , an〉.

A questo punto segue per induzione che 〈a2, . . . , an〉 è una base non spez-
zata in A2 e quindi, essendo a1 il minimo di ∆, che 〈a1, a2, . . . , an〉 è una
base non spezzata.

Dalla dimostrazione segue che le due costruzioni, di MNS associato ad una
base non spezzata e di base non spezzata associata ad un MNS proprio, sono
una l’inversa dell’altra e quindi la corrispondenza biunivoca è stabilita. �

Esempio spazio delle configurazioni dei numeri.
In questo esempio ∆ di identifica all’insieme delle coppie (i, j), i < j di

numeri ≤ n.
Fissiamo un ordinamento totale su ∆ imponendo: (i, j) ≤ (h, k) se

k − h < j − i e se k − h = j − i, se i ≤ h.

Lemma 24.8. In questo caso un MNS proprio S è un MNS di sottoinsiemi
di {1, 2, . . . , n} formati da almeno due elementi con la proprietà che, pren-
dendo per ogni sottoinsieme A la coppia c(A) := (i, j), i := min(A), j :=
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max(A) formata dal minimo e dal massimo in A si ottengono coppie dis-
tinte.

DIM Sia zA := zi − zj con (i, j) = c(A). Dire che S è proprio vuol dire
che gli n− 1 elementi zA sono linearmente indipendenti. Ovvero che, scelto
comunque un k, i vettori zk, zA al variare di A ∈ S generano lo spazio dei
zi.

Ragioniamo per induzione partiamo da A = {1, 2, . . . , n} ∈ S a cui è
associato zA = z1 − zn.

Per i sottoinsiemi massimali di S propriamente contenuti in A abbiamo
due possibilità.

O si riducono ad un unico elemento B con n−1 elementi o a due elementi
B1, B2 disgiunti con unione A.

Nel primo caso deve essere (essendo S proprio) o B = {2, . . . , n} ovvero
B = {1, 2, . . . , n− 1}.

Per induzione aggiungendo zn nel primo caso e z1 nel secondo si ottiene
facilmente la proprietá.

Se invece A = B1 ∪ B2 sempre per il fatto che S è proprio possiamo
assumere che 1 ∈ B1, n ∈ B2.

Per induzione lo spazio generato dai zC , C ⊂ B e z1 coincide col lo spazio
generato dagli zi, i ∈ B1, similmente per B2 e zn.

Se quindi aggiungiamo z1 a tutti gli zA, A ∈ S abbiamo anche zn =
z1 − (z1 − zn) e quindi tutti gli zi.

�
Vogliamo stabilire una corrispondenza biunivoca fra tali MNS propri e le

permutazioni di n elementi che fissano n, (provando in particolare che sono
(n− 1)!.

È meglio formulare questo enunciato in modo più astratto.
Dato un MNS proprio in un insieme totalmente ordinato S vogliamo as-

sociare ad esso una parola senza ripetizioni con tutti gli elementi di S che
termina con il massimo elemento di S.

Consideriamo dunque un MNS S dato da una sequenza {S1, . . . , Sn−1} di
sottoinsiemi di {1, . . . , n} con le precedenti proprietà.

Possiamo assumere che S1 = (1, 2, . . . , n). Sappiamo che S ′ := S − {S1}
ha 1 o 2 elementi massimali.

Trattiamo prima il caso di un unico elemento massimale che possiamo
assumere sia S2.

Essendo S proprio non può essere 1, n ∈ S2. Se 1 /∈ S2, deve essere
S2 = (2, . . . , n) altrimenti n /∈ S2, e S2 = (1, 2, . . . , n− 1).

Nel primo caso per abbiamo una parola p(S ′) con gli elementi 2, . . . , n che
termina con n associata. Definiamo allora p(S) := 1p(S ′).

Otteniamo in questo modo tutte le parole in 1, 2, . . . , n−1, n che iniziano
con 1 e terminano con n.
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Nel secondo caso, consideriamo S2 con l’ordinamento opposto (n−1, . . . , 2, 1).
Sempre per induzione abbiamo una parola p(S ′) in 1, . . . , n− 1 che termina
con 1. Poniamo p(S) = p(S ′)n.

Otteniamo tutte le parole in 1, 2, . . . , n− 1, n che terminano con 1,n.
Restano da determinare quelle in cui 1 appare all’interno della parola

precedente n.
Supponiamo ora di avere due elementi massimali (ciascuno con almeno

2 elementi) che possiamo assumere siano S2 e S3 la cui unione disgiunta è
{1, . . . , n}. Indichiamo con Si, i = 1, 2 i corrispondenti MNS indotti.

Inoltre, essendo S proprio, possiamo assumere che 1 ∈ S2, n ∈ S3.
Per induzione abbiamo due parole p(S2) per S2 relativo all’ordinamento

opposto a quello naturale, che quindi termina con 1, p(S3) per S3 relativa
all’usuale ordinamento e che termina con n. Poniamo p(S) = p(S2)p(S3).
Esattamente una parola del tipo rimanente.

È sostanzialmente evidente che questa costruzione si può invertire e che
in questo modo si è stabilita una corrispondenza biunivoca. In particolare
abbiamo (n − 1)! MNS propri che si possono ricostruire ricorsivamente a
partire dalle permutazioni. �

Esempio 24.9. 1. Prendiamo il MNS formato dai sottoinsiemi

{i, i+ 1, . . . , n}, i = 1, . . . , n− 1.

La permutazione ad esso associata è l’identità.
2. Prendiamo il MNS formato dai sottoinsiemi

{1, 2, . . . , i}, i = 2, . . . , n.

La permutazione ad esso associata è n− 1, n− 2, . . . , 1, n.
3. L’esempio ?? è proprio e la sua permutazione associata è: 3, 2, 1, 4, 5.

25: Residui e cicli

Possiamo ora completare la nostra analisi calcolando i residui.
Per comodità se b := {b1, . . . , bn} ⊂ ∆ è una base, denotiamo con:

ωb := d log(b1) ∧ · · · ∧ d log(bn)

Teorema 25.1. Date due basi ωb, ωc non spezzate si ha:

resSb
ωc =

{
1 se b = c

0 se b 6= c
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Dim Prima di tutto proviamo che resSb
ωb = 1.

Per definizione bi =
∏
Ai⊂B zB da cui d log(ai) =

∑
Ai⊂B d log(zB).

Quando espandiamo il prodotto otteniamo quindi una somma di prodotti
del tipo d log(zB1) ∧ d log(zB2) ∧ · · · ∧ d log(zBn) con Ai ⊂ Bi.

La unica applicazione non decrescente ed iniettiva di Sb in se stesso è la
identità.

Per cui tutti i monomi svaniscono eccetto per il monomio d log(z1) ∧
d log(z2) ∧ · · · ∧ d log(zn) che ha residuo 1.

Passiamo ora al secondo caso b 6= c. Questo segue immediatamente dal
seguente Lemma.

Lemma 25.1. 1. Se b 6= c, la base c non è adattata ad Sb.
2. Se una base c non è adattata ad un MNS S = {S1, . . . , Sn} si ha

resSωc = 0.

DIM 1. Sia c = {c1, . . . , cn} adattata a Sb, vogliamo provare che si ha
b = c.

Sappiamo che c1 = a1 = b1, è l’elemento minimo di ∆.
Sia A la componente irriducibile di ∆ contenente a1 che per definizione è

un elemento di Sb. Abbiamo quindi A = S1.
Affermo che pSb

(a1) = A.
Questo segue dal fatto che a1 = b1 e Sb è proprio.

Sia ∆′ := S2 ∪ · · · ∪ Sn, ∆′ è completo, S2, . . . , Sn coincide con il MNS
proprio Sb′ associato alla base non spezzata b′ := {b2, . . . , bn} di 〈∆′〉.

Inoltre chiaramente c′ = {c2, . . . , cn} è adattata a Sb′ , pertanto b′ = c′

per induzione, da cui b = c.
2. Dato a ∈ ∆, con pS(a) = A abbiamo dalla fomula ??:

a =
∏

B∈S, A⊂B
zB(cA +

∑
B∈SA,B 6=A

cB
∏

C∈S, B⊂C(A
zC), cA 6= 0.

Quindi d log(a) è la somma delle due 1-forme chiuse

(35) γA :=
∑

B∈S, A⊂B
d log zB, ψA := d log(cA+

∑
B∈SA,B 6=A

cB
∏

C∈S, B⊂C(A
zC).

Poiché cA 6= 0 esiste, in un intorno di 0, una determinazione olomorfa
log(cA+

∑
B∈SA,B 6=A cB

∏
C∈S, B⊂C(A zC), pertanto ψA è esatta ed olomorfa

in un intorno di 0.

Applichiamo la formula ?? ad ai ponendo pS(ai) = Ai, ψi := ψAi e γAi =
γi.

Sviluppiamo il prodotto delle forme γi + ψi per ottenere la forma ωc.
Otteniamo vari termini, quelli che contengono un fattore ψi sono esatte
poichè il prodotto di forme chiuse è una forma chiusa ed una forma chiusa
per una esatta è esatta.
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Il residuo di una forma esatta è 0. Resta il termine γ1 ∧ · · · ∧ γn = 0 in
quanto, essendo la base c non adattata a S, abbiamo Ai = Aj per due indici
distinti e quindi due fattori ripetuti nel prodotto. �

CONCLUSIONE Abbiamo provato per le basi non spezzate la formula
desiderata:

resb = resSb
.

Questo ultimo residuo resSb
ψ è il coefficiente di

∏
z−1
A dz1 ∧ . . . dzn, nello

sviluppo della forma ψ nelle coordinate zi associate a S.
Tale residuo si può quindi calcolare con un esplicito algoritmo.

ossservazione 25.2. La formula del Teorema ?? dimostra immediatamente
che le forme ωb sono linearmente indipendenti completando la dimostrazione
del Teorema ??.

Resta da discutere un’ultimo punto algoritmico.
Per il calcolo, dato un punto p ∈ C(A) bisogna determinare una grande

cella c per cui p ∈ c.
In generale la determinazione delle grandi celle è un problema molto com-

plesso ma per i nostri calcoli basta molto meno.
Prendiamo infatti semplicemente un punto q interno a C(A) e che non

giaccia su nessuno degli iperpiani generati da n − 1 vettori di ∆, a scelta
(questo non è complicato da fare) e consideriamo il segmento qp.

Questo segmento interseca gli iperpiani suddetti in un numero finito di
punti, quindi si può determinare un ε abbastanza piccolo per cui tutti i punti
tp+ (1− t)q, 0 < t < ε siano regolari.

Se prendiamo uno di questi punti q0 esso giace dunque in una cella per
cui p è nella chiusura.

A questo punto per ogni base non spezzata dobbiamo verificare in modo
semplice se q0 giace o meno nel cono generato dalla base.

Lezione.10 D−moduli Parte I

In questa lezione proviamo la indipendenza lineare dei monomi proposti
nel Teorema ?? usando un metodo generale che viene dalla Teoria dei
D−moduli.

26: Algebra di Weyl

Noi utilizzeremo solo i primi fatti elementari della Teoria dei D−moduli,
per essi una buona referenza è [?].
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Partiamo dall’algebra degli operatori differenziali a coefficienti polinomi-
ali, detta algebra di Weyl:

(36) W (n) := C[x1, . . . , xn,
∂x1

∂,
. . . ,

∂xn
∂]

.

È facile vedere che ogni elemento di W (n) si scrive in modo unico come
combinazione lineare degli elementi:

xh1
1 . . . xhn

n

∂k1

∂x1
. . .

∂kn

∂xn
, hi, kj ∈ N.

L’algebra W (n) è non commutativa, i suoi generatori soddisfano le re-
lazioni canoniche di commutazione (della meccanica quantistica):

(37) [xi,
∂xi
∂]

= xi
∂xi
∂−

∂xi
∂x i

= −1, [xi,
∂xj
∂]

= 0, ∀i 6= j,

[xi, xj ] = [
∂xi
∂,

∂xj
∂]

= 0, ∀i, j.

Osservazione: Usiamo la nozione di commutatore fra due elementi [a, b] :=
ab− ba in un’algebra qualunque.

Utilizzeremo spesso alcune semplici proprietà del commutatore:

Lemma 26.1.

[a, bc] = [a, b]c+ b[a, c], regola di Leibnitz

Se [a, b] = 1 allora [a, bn] = nbn−1, ∀n ≥ 1.

DIM [a, b]c+ b[a, c] = (ab− ba)c+ b(ac− ca) = abc− bca = [a, bc].
Per la seconda identità ragioniamo per induzione, per n = 1 è l’ipotesi,

altrimenti applichiamo induzione e la regola di Leibnitz.

[a, bn] = [a, b]bn−1 + b[a, bn−1] = bn−1 + b(n− 1)bn−2 = nbn−1.

Applicheremo questo lemma a a =
∂xi
∂,

b = xi oppure a a = −xi, b =
∂xi
∂,

ottenendo:

[
∂

∂xi
, xni ] = nxn−1

i , [xi,
∂

∂xi

n

] = −n ∂

∂xi

n−1

.

ossservazione 26.2. Non è necessario mettere in testa tutte le variabili e
poi tutte le derivate, in seguito sarà utile mettere in altri ordini variabili
e derivate anche alternando variabili con derivate. Dalle regole di com-
mutazione tutte queste sono basi ottenute con cambiamenti di base di tipo
triangolare.
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Per esercizio il lettore potrà dedurre la precedente osservazione anche dal
semplice fatto (trasformata di Fourier algebrica):

ESERCIZIO Per ogni i esiste un automorfismo fi : W (n) →W (n) definito
da:

fi(xj) = xj , fi(
∂

∂xj
) =

∂

∂xj
, ∀j 6= i, fi(

∂

∂xi
) = −xi, fi(xi) =

∂

∂xi

L’algebra W (n) opera (come operatori differenziali) sull’anello dei poli-
nomi C[x1, . . . , xn] ed è immediato osservare che: se f ∈ C[x1, . . . , xn], f 6=
0, W (n) opera anche sull’anello C[x1, . . . , xn, f

−1] delle funzioni razionali
con una potenza di f al denominatore.

Questi moduli sono importanti nella teoria generale (Teoria del polinomio
di Bernstein) ed hanno proprietà molto speciali.

Nel nostro caso vogliamo studiare il caso in cui d =
∏m
i=1 αi(x) è un

prodotto di forme lineari.
Questi ed alcuni loro sottomoduli e quozienti sono i soli D−moduli che

utilizzeremo.
Iniziamo con un esempio, prendiamo l’anello dei polinomi di Laurent R :=

C[x±1
1 , . . . , x±1

n ] .
Definiamo il sottospazio Rk come quello formato da tutti i polinomi di

Laurent che hanno al più k fra le variabili con esponente strettamente neg-
ativo.

Dalle regole di derivazione segue che Rk è un sottomodulo.
Consideriamo per un qualche k ≤ n il modulo Rk/Rk−1 che ha come base

le classi dei monomi in cui esattamente k fra tali variabili hanno esponente
strettamente negativo.

Inoltre, per ogni scelta di un sottoinsieme S di k fra tali variabili abbi-
amo il sottomodulo (Rk/Rk−1)S ⊂ Rk/Rk−1 che ha come base le classi dei
monomi in cui esattamente le k variabili in S hanno esponente strettamente
negativo.

Proposizione 26.3. Si ha che Rk/Rk−1 è la somma diretta dei moduli
(Rk/Rk−1)S, al variare di S fra i

(
n
k

)
sottoinsiemi di {x1, . . . , xn} con k

elementi.

Analizziamo uno di questi moduli, sia per esempio S = {x1, . . . , xk}.
RS ha dunque come base i monomi

∏k
i=1 x

−hi
i

∏n
i=k+1 x

hi
i (x1 . . . xk)−1, hi ≥

0.
Consideriamo l’elemento eS := 1

x1...xk
modulo Rk−1. Abbiamo:

(38)
k∏
i=1

x−hi
i

n∏
i=k+1

xhi
i (x1 . . . xk)−1 =

n∏
i=k+1

(−1)hihi!
n∏

i=k+1

xhi
i

k∏
i=1

∂hi

∂xi
(eS).

xieS = xi
x1...xk

∼= 0 modulo Rk−1, ∀i = 1, . . . , k.
∂

∂xi
eS = 0, ∀i = k +

1, . . . , n.
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Ne deduciamo:

Teorema 26.1. 1. Il modulo RS è generato dall’elemento eS (modulo ci-
clico).

2. L’annullatore in W (n) di eS è l’ideale sinistro generato dagli elementi

xi, ∀i = 1, . . . , k;
∂

∂xi
, ∀i = k + 1, . . . , n.

3. RS è un modulo irriducibile con base gli elementi
n∏

i=k+1

xhi
i

k∏
i=1

∂ki

∂xi
(eS), hi, ki ≥ 0.

DIM 1. Segue immediatamente dalla formula ??.

2. Sia IS l’ideale sinistro generato dagli elementi xi, ∀i = 1, . . . , k;
∂

∂xi
, ∀i =

k + 1, . . . , n. Chiaramente IS annulla eS . Consideriamo il modulo MS :=
W (n)/IS con il suo omomorfismo π : MS → RS che manda la classe di un
operatore p ∈ W (n) nell’elemento p(eS) (è ben definito poiché ISeS = 0).
Dobbiamo provare che π è un isomorfismo. Per questo basta provare che
MS è generato linearmente dalle classi degli elementi:

(39)
n∏

i=k+1

xhi
i

k∏
i=1

∂ki

∂xi
, hi, ki ≥ 0.

Dalla osservazione ?? l’algebra W (n) ha come possibile base i monomi:

M =
n∏

i=k+1

xhi
i

k∏
i=1

∂ki

∂xi

k∏
i=1

xhi
i

n∏
i=k+1

∂ki

∂xi

Poichè gli elementi x1, . . . , xk,
∂

∂xk+1
, . . . ,

∂

∂xn
commutano è chiaro che, se

uno degli esponenti hi, i = 1, . . . , k o uno degli esponenti ki, i = k+1, . . . , n è
maggiore di 0 il monomio M è nell’ideale IS . Restano dunque solo i monomi
desiderati.

3. Proviamo che RS è irriducibile. Abbiamo già visto che ha come base

le classi degli elementi
∏n
i=k+1 x

hi
i

∏k
i=1

∂hi

∂xi
(eS), hi ≥ 0.

Per provare che un modulo M su un anello R è irriducibile basta provare
che, dato comunque un elemento m ∈ M, m 6= 0 si ha che m genera M
ovvero Rm = M .

Chiamiamo N := Rm il sottomodulo che voglimo provare uguale ad M .
Prendiamo quindi una combinazione lineare m ∈ M a coefficienti non nulli

degli elementi
∏n
i=k+1 x

hi
i

∏k
i=1

∂hi

∂xi
(eS), hi ≥ 0. Basta provare che, nel

sottomodulo N , generato da m, vi è la classe di 1. Procediamo per induzione
sul massimo degli esponenti hi che appaiono in tali monomi. Se tale massimo
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è 0 si ha che m = ceS , con c una costante non nulla, e l’enunciato è evidente.
Altrimenti assumiamo, prima di tutto, che tale massimo h sia preso da una
delle variabili, ad esempio xhk+1. Abbiamo per definizione di modulo, che
∂

∂xk+1
m ∈ N .

Ora applicando le regole di commutazione
∂

∂xk+1
xhk+1 = xhk+1

∂

∂xk+1
−

hxh−1
k+1 il primo termine da luogo a termini che finiscono con l’operatore
∂

∂xk+1
e quindi sono 0 modulo IS , nel secondo termine si è abbassato il grado

direttivo in xk+1 mantenendo non nullo l’elemento se h > 0. Per induzione
dunqueN contiene un elemento in cui xk+1 non appare. Simile ragionamento

per gli altri termini. Ora passiamo al grado massimo in
∂

∂x1
sia esso m. Se

h > 0 usiamo la commutazione: xk+1
∂h

∂xk+1
=

∂h

∂xk+1
xk+1 − h

∂hs−1

∂xk+1
e

procediamo come prima arrivando infine a provare che eS ∈ N e quindi
N = M . �

Osserviamo cosa succede se, invece di considerare il modulo generato da
1

x1...xk
modulo Rk−1 studiamo quale è il modulo generato nell’algebra R.

Lasciamo per esercizio di verificare che tale modulo è l’insieme

C[x1, . . . , xn][(x1 . . . xk)−1]

di tutte le frazioni razionali che hanno al denominatore solo variabili estratte
fra le x1, . . . , xk. Tale modulo non è irriducibile ma ha una catena finita di
composizione i cui fattori irriducibili consistono in tutti i moduli MU al
variare di tutti i 2k sottoinsiemi U di S.

ESERCIZIO Usando gli automorfismi di pagina ?? dare una diversa di-
mostrazione della irriducibilità di MS riducendosi al caso dei polinomi.

È importante provare che due moduli MA,MB non sono isomorfi quando
A 6= B sono due insiemi diversi di variabili.

Per questo serve trovare un qualche invariante che li distingua. Nel nostro
caso si tratta di un invariante geometrico la varietàcaratteristica.

La possiamo definire per un modulo finitamente generato come segue:
Nella algebra di Weyl W (n) consideriamo per ogni k ≥ 0 il sottospazio

W (n)k formato da quegli operatori che sono di grado ≤ k nelle derivate.
Le regole di commutazione e le definizioni implicano che:

(40) W (n)0 ⊂W (n)1 ⊂ . . .W (n)k ⊂ . . . , W (n) = ∪∞i=0W (n)k,

W (n)hW (n)k ⊂W (n)h+k.
Queste proprietà in generale definiscono la nozione di algebra filtrata.

Definizione 11. Una filtrazione di una algebra R è una successione di sot-
tospazi Rk, k = −1, . . . ,∞ tale che:
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(41) R = ∪∞k=0Rk, RhRk ⊂ Rh+k, R−1 = 0.

Il concetto di algebra filtrata va paragonato con quello molto più restrit-
tivo di algebra graduata.

Definizione 12. Una algebra graduata, è una algebra R con una successione
di sottospazi Rk ⊂ R; k = 0, . . . ,∞ tale che:

(42) R = ⊕∞
k=0Rk, RhRk ⊂ Rh+k.

Un elemento di Rk si dice omogeneo di grado k.
Abbiamo che il prodotto di due elementi omogenei di gradi h, k è omoge-

neo di grado h+ k
Nel caso dell’algebra W (n) la precedente filtrazione viene anche detta

filtrazione di Bernstein.
Ad una tale nozione è legata quella di algebra graduata associata.
Sia dunque R = ∪Rk una algebra filtrata, vogliamo associare ad essa una

algebra graduata.
Intuitivamente l’idea è che, dato un elemento di Rh vogliamo pensarlo di

grado h e quindi trascuriamo elementi in R(h−1).
In pratica sostituiamo R con la somma diretta:

Gr(R) := ⊕∞
h=0Rh/Rh−1

dati due elementi a ∈ Rh, b ∈ Rk quando ne facciamo il prodotto lo con-
sideriamo solo modulo Rh+k−1 infatti vediamo che è ben definito il prodotto:

Rh/Rh−1 ×Rk/Rk−1 → Rh+k/Rh+k−1.

In questo modo definiamo l’algebra graduata associata.
La classe in Rh/Rh−1 di un elemento a ∈ Rh viene a volte detta il simbolo

di a, coerentemente con l’uso nella teoria degli operatori differenziali.

L’algebra graduata associata ad una filtrazione di un’algebra R va con-
siderata come una semplificazione o degenerazione di R.

Spesso è possibile ricostruire alcune proprietà di R a partire da proprietà
della più semplice algebra graduata.

Un caso particolarmente importante si ha quando R è non commutativa
ma gr(R) è commutativa, il che avviene se e solo se dati comunque elementi
a, b di grado di filtrazione h, k si ha che [a, b] ∈ Rh+k−1.

Questo avviene in particolare per la filtrazione di Bernstein!.

Lemma 26.4. L’ algebra graduata di W (n) relativamente alla filtrazione di

Bernstein è un anello di polinomi nelle variabi xi e ξi classe di
∂

∂xi
.
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Essenzialmente, poichè xi ha grado 0 e
∂

∂xi
ha grado 1, si ha che sia xi

∂

∂xi

che
∂

∂xi
xi hanno grado 1.

La loro differenza xi
∂

∂xi
− ∂

∂xi
xi = −1 ha grado 0 quindi nell’algebra

graduata le classi commutano.
Il fatto che tali classi generano polinomialmente l’algebra graduata è un

semplice esercizio e deriva dalla forma canonica degli operatori di W (n). �
Prendiamo ora un modulo M su un algebra filtrata R.

Definizione 13. Una filtrazione su M , compatibile con la filtrazione di R
,è una successione crescente di sottospazi 0 = M−1 ⊂M0 ⊂M1 ⊂Mk ⊂ . . .
che soddisfi:

∪kMk = M, RhMk ⊂Mh+k, ∀h, k.

Lemma 26.5. Lo spazio graduato gr(M) := ⊕∞
h=0Mh/Mh−1 è in modo

naturale un modulo graduato sull’algebra graduata.

DIM La lasciamo per esercizio.
Se M è un modulo finitamente generato su un algebra R possiamo definire

una filtrazione compatibile scegliendo generatori m1, . . . ,md per il modulo e
ponendo per definizione Mk :=

∑d
i=1Rkmi. Questa filtrazione dipende dai

generatori mi ma:

Lemma 26.6. Siano M1
k ,M

2
k le due filtrazioni indotte da due diversi insiemi

di generatori m1, . . . ,md; n1, . . . , ne. Allora esistono due interi positivi a, b
tali che, per ogni k si ha:

M1
k ⊂M2

k+a, M2
k ⊂M1

k+b

DIM Sia a un intero tale che ni ∈ M1
a , i = 1, . . . , e e b un intero tale che

mi ∈ M2
b , i = 1, . . . , d. Dalla definizione della filtrazione segue immediata-

mente l’asserto. �
Nel caso in cui l’algebra graduata è commutativa è utile considerare

l’ideale di Gr(R) che annulla gr(M).
Nel caso dell’algebra di Weyl questo è un ideale di un anello di polinomi,

la varietà dei suoi zeri è la varietà caratteristica.
Prima di discuterla ricordiamo alcuni dei fatti più elementari sulle varietà

affini.
Sia dato quindi un insieme di polinomi fi := fi(x1, . . . , xm), i = 1, . . . , k

in m variabili a coefficienti complessi (la teoria ovviamente si può fare in
modo molto più generale).

Definizione 14. La varietà affine definita dai polinomi fi, è l’insieme:

V (f1, . . . , fk) := {(a1, . . . , am) ∈ Cm | fi(a1, . . . , am) = 0, ∀i = 1, . . . , k.}
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I punti di V (f1, . . . , fk) sono quindi le soluzioni del sistema di equazioni
non lineari fi(x1, . . . , xm) = 0.

Si tratta quindi di una generalizzazione (molto complicata) della teoria
dei sistemi di equazioni lineari.

Osserviamo qualche prima proprietà, dati polinomi fi, i = 1, . . . , k e
gj , j = 1, . . . , h si ha:

V (f1, . . . , fk) ∩ V (g1, . . . , gh) = V (f1, . . . , fk, g1, . . . , gh),

V (f1, . . . , fk) ∪ V (g1, . . . , gh) = V (figj), i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , h.
Data la varietà V := V (f1, . . . , fk) è importante studiare l’insieme di tutti

i polinomi che svaniscono su V .
Ovvero l’insieme delle equazioni non lineari che si possono dedurre dai

polinomi f1, . . . , fk.

indichiamo con IV tale insieme, evidentemente gode delle seguenti pro-
prietà:

Se f, g ∈ IV si ha f + g ∈ IV , se f ∈ IV e g è un qualunque polinomio
fg ∈ IV .

Queste proprietà, in un anello commutativo, formano la definizione di
ideale.

Chiaramente dati polinomi gi abbiamo che
∑k

i=1 gifi svanisce su V (f1, . . . , fk)
ovvero

∑k
i=1 gifi ∈ IV .

È evidente che l’insieme degli elementi
∑k

i=1 gifi al variare degli gi è un
ideale e che ogni ideale contenente i polinomi fi contiene questi elementi.

Pertanto si dice che l’insieme degli elementi
∑k

i=1 gifi è l’ideale generato
dagli elementi fi e si denota con (f1, . . . , fk).

È essenziale notare che, in generale, non è vero che (f1, . . . , fk) = IV (f1,...,fk),

infatti se g è un polinomio e k un intero positivo, tali che gk =
∑k

i=1 gifi
anche g svanisce su V (f1, . . . , fk).

Il Teorema fondamentale è dovuto ad Hilbert ed è detto Teorema degli
zeri di Hilbert o Hilbert Nullstellensatz e dice:

Teorema 26.2. IV coincide con l’insieme di tutti gli elementi g per cui
esiste un intero positivo k e gk ∈ (f1, . . . , fk).

Teorema 26.3. Per l’algebra di Weyl la varietà caratteristica non dipende
dai generatori presi. Diviene quindi un invariante del modulo.

DIM Prendiamo due diversi insiemi di generatori m1, . . . ,md; n1, . . . , ne,
indichiamo con Gr1(M), Gr2(M) i due graduati associati.

Per definizione un elemento x ∈ Rk, x /∈ Rk−1 induce, nel graduato, un
elemento dell’annullatore di Gr1(M) (rispettivamente di Gr2(M)) se per
ogni h abbiano che xM1

h ⊂ M1
h+k−1 (rispettivamente se per ogni h abbiano

che xM2
h ⊂M2

h+k−1 ).



POLITOPI VOLUME E PUNTI INTERI 59

Ora nel primo caso abbiamo anche che per ogni intero positivo p abbiamo
che xp induce un elemento di grado kp, per induzione xpM1

h ⊂M1
h+pk−p da

cui:
xpM2

h ⊂ xpM1
h+b ⊂M1

h+b+pk−p ⊂M2
h+b+a+pk−p.

Prendendo p = a+ b+ 1 vediamo dunque che xa+b+1 induce un elemento
nell’annullatore di Gr2(M).

In definitiva detti I1, I2 i due ideali annullatori abbiamo che ogni elemento
di I1 elevato ad una opportuna potenza è in I2 e simmetricamente per I2.

Questo implica chiaramente che I1, I2 hanno la stessa varietà caratteris-
tica.

Per il modulo RS prima considerato l’ideale associato alla filtrazione che
viene dal generatore eS è l’ideale generato dagli elementi x1, . . . , xk, ξk+1, . . . , ξn
che quindi definisce un sottospazio.

Abbiamo invero una descrizione indipendente dalle coordinate lineari.
Quando cambiamo coordinate nelle variabili yi =

∑
j ai,jxj vediamo che

∂f

∂xi
=

∑n
j=1

∂f

∂yj

∂yj
∂xi

=
∑n

j=1 aj,i
∂f

∂yj
quindi

∂

∂yi
=

∑n
j=1 bi,j

∂

∂xi
dove la

matrice bi,j è l’inversa trasposta della matrice ai,j .
In termini più intrinseci se le xi sono coordinate di uno spazio V le ξi

sono coordinate duali nello spazio duale V ∗.

ossservazione 26.7. Le varietà caratteristiche sono contenute in V × V ∗

che in termini più globali e geometrici è il fibrato cotangente dello spazio V .

Nel caso di RS : la varietà di equazioni x1 = · · · = xk = ξk+1 = · · · = ξn =
0 è il fibrato conormale allo spazio di equazioni xi = 0, i = 1, . . . , k.

La definizione di fibrato conormale ad una sottovarietà V di una varietà
differenziabile W è la seguente.

Il fibrato cotangente a W è l’insieme delle coppie q, p con q ∈W e p una
forma lineare sullo spazio tangente Tq(W ) di W in q.

Il fibrato conormale ad una sottovarietà V di W è:
l’insieme delle coppie q, p con q ∈ V e p una forma lineare, sullo spazio

tangente Tq(W ) di W in q, la quale si annulla sullo spazio tangente di V in
q.

ossservazione 26.8. Per apprezzare questa definizione bisognerebbe studi-
are un po di formalismo Hamiltoniano e di geometria simplettica.

In questo ambito i fibrati conormali sono gli esempi più semplici di varieta
`Lagrangiane.

Possiamo ora finalmente provare la indipendenza lineare degli elementi di
??.

Abbiamo bisogno di alcuni fatti elementari di teoria dei moduli che si
trovano in tutti i libri di algebra astratta (cf. Appendice).
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Definizione 15. Ricordiamo che un modulo M si dice di lunghezza finita
se esiste una catena di sottomoduli:

M = M0 ⊃M1 ⊃ · · · ⊃Mk = 0

tali che Mi/Mi+1 sia irriducibile per ogni i.
Un modulo si dice semisemplice se è somma diretta di moduli irriducibili.

Fatto Un modulo semisemplice di lunghezza finita è somma diretta di un
numero finito di moduli irriducibili.

I teoremi base dicono:
• Teorema di Jordan H ölder. Date due catene massimali M = M0 ⊃
M1 ⊃ · · · ⊃ Mk = 0, M = M ′

0 ⊃ M ′
1 ⊃ · · · ⊃ M ′

h = 0 allora h = k e
i moduli Mi/Mi+1 che appaiono nella prima lista coincidono a meno
dell’ordine con i moduli M ′

i/M
′
i+1.

• Se un modulo M è somma diretta di irriducibili, si ha una decom-
posizione canonica in componenti isotipiche.

• Una componete isotipica di M è la somma di tutti i suoi sottomoduli
isomorfi ad un dato irriducibile. In pratica prima M viene decom-
posto in modo unico come somma diretta M = ⊕α∈AMα dove A è
la lista degli irriducibili Nα che appaiono come sottomoduli di M .

• OgniMα si può decomporre, ma in modo non canonico ed in generale
in un numero infinito di modi come somma diretta di moduli isomorfi
ad Nα.

• Se si sa che un modulo è somma, non necessariamente diretta, di
moduli irriducibili Ni allora ogni sottomodulo di M irriducibile è
isomorfo ad uno degli Ni.

L’esempio che studiamo è l’algebra R delle funzioni razionali nelle variabili
yi con al denominatore prodotti di potenze delle forme αi(y) in ∆.

Sappiamo dal Teorema ??, che ogni tale funzione si può sviluppare in ter-
mini in cui le forme distinte che appaiono al denominatore sono linearmente
indipendenti.

Poniamo Rk il sottospazio di R formato da quelle funzioni in cui le forme
distinte che appaiono al denominatore sono al più k. È evidente che i sot-
tospazi Rk sono dei sottomoduli. Vogliamo analizzare in dettaglio il modulo
Mk

∆ := Rk/Rk−1.
Dalla parte che abbiamo provato del Teorema ?? segue che Mk

∆ è somma
(non sappiamo ancora se sia diretta) delle immagini dei sottospazi RS,W al
variare di W nei sottospazi di dimensione k generati da forme di ∆ e di S
fra i circuiti non spezzati con k elementi e che generano W.

Inoltre dalle nostre analisi segue facilmente che la immagine in Mk
∆ dello

spazioRS,W coincide con il modulo irriducibileRS , Dobbiamo quindi provare
che la somma dei moduli RS al variare di W := 〈S〉 e di S fra i circuiti non
spezzati relativamente a W è diretta.

In questo caso due moduli RS , RT sono isomorfi se e solo se S e T generano
il medesimo spazio di forme lineari, ovvero corrispondono allo stesso spazio
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W . Per ogni tale W abbiamo dunque una componente isotipica Mk
∆(W ) e

Mk
∆ = ⊕WMk

∆(W ).
Se vogliamo decomporre poi una componente isotipica la decomponiamo

usando gli S che sono non spezzati su W . Il teorema finale, che prova anche
la indipendenza lineare ?? è dunque:

Teorema 26.4.
Rk/Rk−1 = ⊕W ⊕S RS

W varia fra i sottospazi di dimensione k generati da elementi di ∆ e S
varia fra i sottoinsiemi con k elementi di ∆ che generano W e che sono non
spezzati su W .

Prima di affrontare la dimostrazione di questo Teorema avremo bisogno
di vari Lemmi.

Definiamo come AS il sottomodulo generato da eS in R, sappiamo che,
scegliendo un sistema di coordinate z1, . . . , zn per cui S = z1, . . . , zk abbiamo
AS = C[z±1

1 , . . . , z±1
k , zk+1, . . . , zn].

Sia A0
S il sottospazio di AS formato da quelle frazioni in cui non tutte le

variabili zi, i = 1, . . . , k appaiono al denominatore. Chiaramente A0
S è un

sottomodulo e AS/A0
S è isomorfo ad RS .

Lemma 26.9. Ogni sottomodulo proprio di AS è contenuto in A0
S.

DIM Basta provare che, dato un elemento f ∈ AS non contenuto in A0
S il

sottomodulo N da esso generato è l’intero AS .
Dire che f /∈ A0

S vuol dire che contiene un termine in cui tutte le variabili
zi, i = 1, . . . , k appaiono con esponente negativo. Prendiamo prima di tutto
i termini in cui z1 appare con esponente −h con h massimo. Moltiplicando
per zh−1

1 questi termini appaiono con z1 in grado −1 e li scriviamo come
z−1
1 g im cui z1 non appare in g, mentre gli altri f0 hanno z1 in grado non

negativo. Applichiamo
∂

∂z1

k

per k abbastanza grande. In questo modo si

può ottenere:

∂f0

∂z1

k

= 0,
∂z−1

1 g

∂z1

k

= (−1)kk!z−k−1
1 g ∈ N.

Moltiplicando per [(−1)kk!]−1zk1 abbiamo che z−1
1 g ∈ N , ripetiamo la pro-

cedura su g e con le altre variabili ed otteniamo in N un elemento del tipo
f(zk+1, . . . , zn)(z1 . . . zk)−1 ∈ N .

Ora derivando opportunamente le variabili zk+1, . . . , zn abbiamo anche
(z1 . . . zk)−1 ∈ N . Poiché (z1 . . . zk)−1 genera AS abbiamo N = AS . �

Lemma 26.10. Dato un modulo ciclico su un algebra R generato da un el-
emento c prendiamone la somma diretta di d copie che chiamiamo Rci, i =
1, . . . , d e prendiamo una combinazione lineare p :=

∑d
i=1 λici con i λi

costanti e non tutti nulli. Allora il sottomodulo generato da p è isomorfo a
Rc.
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DIM Se a ∈ R annulla p si deve avere aλici = 0 per ogni i. Poiché almeno
un λi è non nullo si deve avere ac = 0. Viceversa ac = 0 implica ap = 0 e
quindi Rp = R/Ic = Rc dove Ic è l’annullatore di c. �

Lemma 26.11. Prendiamo una combinazione lineare non nulla p =
∑

i λieSi

di elementi eSi dove gli Si sono circuiti non spezzati che generano uno stesso
spazio W di dimensione k. Allora p /∈ Rk−1.

DIM Facciamo due riduzioni. Prima di tutto supponiamo che W sia
l’intero spazio ovvero k = n.

Sappiamo allora che Rk−1 è contenuto nello spazio generato dalle derivate
parziali ovvero, nel linguaggio delle forme differenziali che le forme fdy1 ∧
· · · ∧ dyn con f ∈ Rk−1 sono esatte.

Basta provare che la forma pdy1∧· · ·∧dyn non è esatta. Per questo basta
osservare che almeno uno dei suoi residui relativo ad una delle basi Si è non
nullo.

Dal Teorema (??) e suoi corollari si ha resSipdy1∧· · ·∧dyn = λidi dove di
è il determinante della matrice che esprime la base Si nella base y1, . . . , yn.

Dalle nostre ipotesi l’asserto segue.

Prendiamo ora come insieme ∆1 l’insieme unione degli elementi nei vari
Si. In questo caso fissiamo coordinate adattate z1, . . . , zn tali che W =
〈z1, . . . , zk〉 in modo che tutte le forme lineari α(y) ∈ ∆1 sono combinazioni
lineari solo delle prime k variabili.

Possiamo ora ridurci al caso precedente.
Sia d1 :=

∏
α(y)∈∆1

α(y), abbiamo un omomorfismo:

π : R = C[z1, . . . , zn][d−1
1 ] → C[z1, . . . , zk][d−1

1 ] = R′, π(zi) = zi,

∀i ≤ k, π(zi) = 0,∀i > k.

In tale omomorfismo se p si potesse esprimere come elemento di Rk−1 lo
stesso avverrebbe in R′ contraddicendo il caso precedente.

Ora il caso generale. Prendiamo C[z1, . . . , zn][d−1
1 ] ⊂ C[z1, . . . , zn][d−1].

Se per assurdo l’elemento p ∈ C[z1, . . . , zn][d−1]k−1 avremmo che il sotto-
modulo che esso genera è contenuto in C[z1, . . . , zn][d−1]k−1, in particolare
una copia del modulo irriducibile RS dovrebbe apparire in ogni serie di com-
posizione di C[z1, . . . , zn][d−1]k−1. Questo è assurdo poiché, per induzione i
moduli che formano una serie di composizione di C[z1, . . . , zn][d−1]k−1 hanno
come varietà caratteristica il fibrato conormale ad un sottospazio di codi-
mensione ≤ k − 1. �

Lemma 26.12. Nel modulo RS se un elemento u soddisfa alle equazioni

(43) xiu = 0, i = 1, . . . , k;
∂

∂xi
u = 0, i = k + 1, . . . , n

allora u è un multiplo di eS.
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DIM 1. Prendiamo un elemento della forma

f :=
∑

ch1,...,hn

n∏
i=k+1

xhi
i

k∏
i=1

∂hi

∂xi
(eS), hi ≥ 0.

Se appare una variabile xi, i = k + 1, . . . , n con esponente > 0 si vede im-

mediatamente che
∂f

∂xi
6= 0, se invece appare una derivata

∂

∂xi
, i = 1, . . . , k

con esponente > 0 si vede immediatamente che xif 6= 0. �

Possiamo ora dimostrare il teorema.
Da quanto dimostrato fino ad ora il quoziente Rk/Rk−1 è somma dei

moduli RS al variare di S,W .
Ora per W diversi abbiamo moduli non isomorfi in quanto con diversa

varietà caratteristica quindi ci riduciamo ad una componente isotipica e
dobbiamo far vedere che la somma degli RS con S non spezzato su W è
diretta.

Altrimenti dalla teoria dei moduli semisemplici possiamo da questa somma
estrarne una diretta che non contiene tutti gli addendi RS .

Ne segue che, in questa componente isotipica, lo spazio degli elementi che
soddisfano le equazioni (??) ha dimensione strettamente inferiore al numero
degli irrducibili RS associati agli S non spezzati.

Però dal Lemma (??), nessun elemento non nullo dello spazio vettoriale
generato dagli elementi eS ,che sono linearmente indipendenti, appartiene
alla filtrazione Rk−1. In questo modo abbiamo una contraddizione.

Lezione 11. Il caso aritmetico
27: Tori e caratteri

Trattiamo ora il caso di vettori a coordinate intere ed il problema di
contare i punti interi nei corrispondenti politopi.

Abbiamo già visto che anche questo è un problema di inversione anche se
di tipo discreto.

Conviene introdurre un linguaggio geometrico ben noto nella teoria dei
gruppi algebrici.

Definizione 16. (1) L’insieme Tn := (C∗)n delle n−uple di numeri
complessi non nulli è detto toro standard ad n−dimensioni è un
gruppo (algebrico) per moltiplicazione coordinata per coordinata.

(2) Un carattere di Tn è un omomorfismo algebrico χ : Tn → C∗.

Non è difficile provare che un tale carattere è necessariamente del tipo
χ : (x1, . . . , xn) 7→

∏n
i=1 x

hi
i , hi ∈ Z.

• Possiamo anche prendere questa come definizione di carattere.
• Il prodotto di due caratteri è ancora un carattere

∏n
i=1 x

hi
i

∏n
i=1 x

ki
i =∏n

i=1 x
hi+ki
i .

• È conveniente scrivere
∏n
i=1 x

hi
i := xh, h := (h1, . . . , hn) ∈ Zn.
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• Dunque xh+k = xhxk ed i caratteri, rispetto a tale prodotto sono
isomorfi al gruppo Zn.

• Abbiamo dunque: Le funzioni algebriche su Tn sono i polinomi di
Laurent nelle variabili xi, x−1

i . I caratteri xh, h ∈ Zn sono una base
di questo anello (questa è la parte algebrica della usuale analisi di
Fourier).

Quando non vi è possibilità di confusione scriveremo T = Tn. Denoteremo
l’anello delle funzioni algebriche su T :

(44) AT := C[x±1
i ],

In un toro l’analogo dei cambiamenti lineari sono i cambiamenti di base
per i caratteri.

• Data una matrice A := (ai,j) a coefficienti interi, la cui inversa (bi,j)
sia ancora a coefficienti interi (ovvero per cui det(A) = ±1).

• Possiamo definire nuove coordinate con i caratteri

yi =
n∏
j=1

x
ai,j

j , xi =
n∏
j=1

y
bi,j
j

Questo cambiamento di coordinate corrisponde ad un cambiamento di
basi (intere) nel gruppo dei caratteri Zn.

Dati m caratteri χi := xhi l’insieme X := {p ∈ T |χi(p) = 1} è un
sottogruppo algebrico di Tn che dipende solo dal sottogruppo Λ ⊂ Zn.

Infatti se χ(p) = 1, ψ(p) = 1 si ha χψ(p) = 1 ovvero l’insieme dei caratteri
che vale 1 su X è un sottogruppo.

Per studiarlo si può utilizzare il seguente fatto (che si dimostra in modo
elementare, cf. Appendice 3):

Teorema 27.1. Dato un sottogruppo Λ ⊂ Zn esiste una base di Zn il cui il
sottogruppo è generato da k elementi del tipo

(d1, 0, . . . , 0), (0, d2, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , dk, 0, . . . , 0), di ∈ N+.

Poichè in queste coordinate, chiamiamole ai i caratteri che generano Λ
sono adi

i , i = 1, . . . , k si ha:

In queste coordinate X è formato dalle n−uple di numeri (a1, . . . , an) per
cui adi

i = 1, i = 1, . . . , k.

La equazione xd = 1 definisce le d radici dell’unità e
2πik

d , 0 ≤ k < d.
Pertanto:
X ha d1d2 . . . dk componenti connesse date da:

(ζ1, . . . , ζk, ak+1, . . . , an)| ζdi
i = 1.
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e la sua componente connessa X0 passante per l’elemento 1 è il sottotoro di
dimensione n− k, con le prime k coordinate uguali ad 1.

• Non è difficile convincersi dunque che, i caratteri che valgono 1 su
X0 sono quelli in cui le ultime n− k coordinate sono 0.

• Tali caratteri ormano un sottogruppo Λ con Λ ⊂ Λ e Λ/Λ = ⊕ki=1Z/(di).
• Λ è anche caratterizzato come l’insieme degli elementi a ∈ Zn per

cui esiste un numero non nullo k con ka ∈ Λ (gli elementi di torsione
modulo Λ).

• Si ha inoltre Zn/Λ = Zn−k.

In questa Teoria dobbiamo pensare ad un toro come ad un analogo peri-
odico di uno spazio vettoriale ed ai sottotori come analoghi dei sottospazi.

Vediamo subito dunque una prima differenza, l’intersezione di sottotori
non è necessariamente connessa!

Un caso da considerare come importante è quando abbiamo n vettori hi a
coefficienti interi e linearmente indipendenti che possiamo considerare come
righe di una matrice intera A.

In questo caso X := {p ∈ T |χi(p) = 1} è un sottogruppo finito con
|det(A)| elementi.

Questo fatto è importante quando studiamo il problema dei punti interi,
associati ad una lista di vettori interi ai.

In questo caso ogni volta che estraiamo da tale lista una base (come spazi
vettoriali) questa determina una matrice intera, con determinante un intero
con un valore assoluto m e gli m punti del sottogruppo prima individuato.

Tutti questi punti di questi sottogruppi daranno contributi alle formule
che vogliamo sviluppare.

Le formule ?? ed ?? si riscrivono nel linguaggio dei tori come l’identità:

(45)
m∏
i=1

1
1− xαi

=
∑
b∈Zn

SA(b)xb.

Trattiamo subito un caso elementare, in cui prendiamo gli ai, i = 1, . . . , n
(righe di una matrice A) linearmente indipendenti e che quindi, secondo le
analisi fatte, generano un sottogruppo di indice |det(A)|.

Invertiamo:

(46)
n∏
i=1

1
(1− xai)bi

=
n∏
i=1

∞∑
h=0

(
bi − 1 + h

h

)
xhai =

∑
h1,h2,...,hn

n∏
i=1

(
bi − 1 + hi

hi

)
x

Pn
i=0 hiai

In definitiva il valore di SA(b) in questo caso è il polinomio
∏n
i=1

(
bi−1+hi

hi

)
sui vettori del cono positivo generato dalla base ai e di coordinate intere
rispetto agli ai.
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Se m := |det(A)| > 1, questi vettori non generano l’intero Zn, ma un
sottogruppo Λ di indice m.
SA(b) è 0 sulle altre classi laterali di Λ in Zn.
Siamo quindi in presenza, in più dimensioni, di un semplice esempio di

polinomio quasi periodico.
Per sviluppare il caso generale possiamo procedere, come nel caso del

volume, a cercare una opportuna espansione in frazioni parziali.
Vedremo che la teoria che abbiamo svolta per gli iperpiani si può gener-

alizzare a questo caso ma con alcune complicazioni non banali.
Prima di tutto generalizziamo la nozione di arrangiamento.

28: Arrangiamenti torici

Definizione 17. Dato un insieme finito ∆ = {a1, . . . , am}, di vettori a co-
ordinate intere, definiamo arrangiamento torico associato a ∆, la collezione
delle componenti connesse di tutte le intersezioni delle sottovarietà Hi ⊂ T
di equazione 1− xai = 0.

Le varietà Hi sono i luoghi dove la funzione generatrice ha poli e quindi
vorremo seguire una strategia analoga a quella degli iperpiani, sciogliere i
poli e calcolare opportuni residui.

Prima di tutto ricordiamo che fra queste componenti connesse ci sono i
punti di intersezione di n ipersuperficiHi relative ad n−elementi linearmente
indipendenti ai.

Tali punti verranno chiamati punti dell’arrangiamento ed il loro insieme
denotato con Π∆.

Per ogni p ∈ Π∆ denotiamo inoltre:

∆p := {a ∈ ∆ |xa(p) = 1.

ESEMPIO ∆ = {(1, 0), (0, 1), (1, 2)} i punti Π∆ := {(1, 1), (1,−1)} si ha
∆(1,−1) = {(1, 0), (1, 2)}.

Vi è una semplice idea geometrica da seguire. Intorno ad uno dei punti
dell’arrangiamento, in coordinate logaritmiche, i divisori delle equazioni 1−
xa con a ∈ ∆p appaiono come un arrangiamento di iperpiani.

Per questa configurazione la teoria svolta in [?] fornisce il richiesto modello
meraviglioso. Noi ci accontenteremo di seguire un approccio elementare
come nel caso degli iperpiani.

Quello che proveremo è il seguente:



POLITOPI VOLUME E PUNTI INTERI 67

• Per ogni p ∈ Π∆ possiamo considerare l’insieme ∆p con l’ordinamento
indotto da ∆ e quindi le basi non spezzate di ∆p che indicheremo
NBp.

• Per ogni coppia (p, b), p ∈ Π∆, b ∈ NBp definiremo un residuo
res(p,b)ψ per le n forme definito da un opportuno cambiamento di
coordinate intorno a p.

• Proveremo infine che la funzione SA(b) si può calcolare come somma
di alcuni di questi residui.

Procediamo in modo sistematico:
Fissata una base di Λ, che corrisponde ad un sistema di coordinate xi,

consideriamo la forma invariante

(47) ωT = d log x1 ∧ d log x2 ∧ . . . ∧ d log xn.

Questa forma dipende solo dalla orientazione di Λ in altre parole un cam-
biamento di base ha determinante ±1 e la forma ωT corrispondentemente
resta invariante o cambia di segno.

Consideriamo ora le funzioni algebriche sul toro con poli nelle Hi.
Queste si possono scrivere nella forma p(x1, . . . , xn)[

∏n
i=1 xi

∏m
j=1(1 −

xaj )]−k, con p(x1, . . . , xn) un polinomio.
Indichiamo tale algebra con:

(48) R∆ := AT [
m∏
j=1

(1− xaj )−1].

Come primo passo definiamo i residui res(p,b)ψ dove p ∈ Π∆ è un punto
dell’arrangiamento e b ∈ NBp una base non spezzata di ∆p.

La forma ψ sia del tipo fωT con f ∈ R∆.
Prendiamo prima di tutto p = (ζ1, . . . , ζn) nelle coordinate xi, dove le ζi

sono radici di 1 che dipendono da p.
Scriviamo coordinate locali logaritmiche, intorno a p, ponendo xi = ζie

θi .
Se b = (b1, . . . , bn) ∈ ∆ si ha

xb =
n∏
i=1

ζbii e
Pn

i=1 biθi .

Dire che b ∈ ∆p è equivalente a dire che
∏n
i=1 ζ

bi
i = 1.

Indichiamo con ζb :=
∏n
i=1 ζ

bi
i , (b, θ) :=

∑n
i=1 biθi.

Pertanto la funzione 1−xb = 1−ζbe(b,θ) si annulla nel punto di coordinate
θi = 0 se e solo se b ∈ ∆p.

In tal caso si ha 1−xb = −(b, θ)(1+
∑∞

k=1
1

(k+1)!(b, θ)
k) ovvero (1−xb)−1

è (
∑n

i=1 biθi)
−1 = (b, θ)−1 per una funzione olomorfa i termini della cui serie

di potenze possono essere esplicitati.
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Per quanto riguarda la forma ωT abbiamo d log xi = d log(ζieθi) = dθi e
quindi ωT = dθ1 ∧ dθ2 ∧ . . . ∧ dθn.

Ne deduciamo che una forma ψ = fωT con f ∈ R∆ è, in un intorno di
0 nelle coordinate logaritmiche θi, una forma olomorfa moltiplicata per una
possibile parte polare del tipo

∏
b∈∆p

(b, θ)−mb .

Per una tale forma abbiamo definito (cf. pagina ??) la nozione di residuo,
resSb

ψ rispetto ad una base non spezzata b.
Tale residuo è il coefficiente di

∏
z−1
i dz1 ∧ . . . dzn, nello sviluppo della

forma ψ nelle coordinate zi associate al nested set Sb che decompone b.
Definiamo quindi res(p,b)ψ := resSb

ψ.
Possiamo notare subito almeno una proprietà algebrica di questo residuo:

Proposizione 28.1. Data una funzione f ∈ R∆, ψ := fωT il residuo
res(p,b)x

cψ come funzione di c è un polinomio periodico.

DIM Nelle coordinate adattate zi la forma ψ ha una espressione ψ =
(
∏
i zi)

−mg(z1, . . . , zn)dz1∧ . . .∧dzn con g(z1, . . . , zn) olomorfa. Mentre per
xc, c = (c1, . . . , cn) abbiamo xc = ζce(c,θ). Nelle coordinate zi abbiamo
per (c, θ) una espressione del tipo

∑
i cipi(z) dove pi(z) sono polinomi in-

dipendenti da c. Calcoliamo il coefficiente di
∏
z−1
i nello sviluppo in serie

di
ζce

P
i cipi(z)(

∏
i

zi)−mg(z1, . . . , zn).

Sviluppando in serie e
P

i cipi(z) =
∑

h1,...,hn
ph1,...,hn(c1, . . . , cn)zh1

1 . . . zhn
n

dove ph1,...,hn(c1, . . . , cn) è un polinomio nelle ci.
Inoltre g(z1, . . . , zn) =

∑
h1,...,hn

ah1,...,hnz
h1
1 . . . zhn

n con ah1,...,hn costanti
pertanto il coefficiente di

∏
z−1
i è:

ζc
∑

(h1,...,hn)

am−1−h1,...,m−1−hnph1,...,hn(c1, . . . , cn)

chiaramente un polinomio periodico.
Una seconda osservazione utile è la seguente:
Sia b = (a1, . . . , an) una base non spezzata di ∆p consideriamo la forma

Ωb := d log(1− xa1) ∧ · · · ∧ d log(1− xan).
Nelle coordinate θi abbiamo 1 − xai = −(ai, θ)fi(θ) con fi(0) 6= 0. Per-

tanto d log(1− xai) = d log(ai, θ) + γi con γi esatta.

Proposizione 28.2. In coomologia dell’arrangiamento di iperpiani dato dai
caratteri di ∆p nell’intorno di p dunque la classe di Ωb coincide con la classe
della forma ωb = d log(a1, θ) ∧ · · · ∧ d log(an, θ).

Definizione 18. Data una cella c definiamo il residuo di Jeffrey–Kirwan,
relativo a c, di una funzione f ∈ R∆ come:
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(49) JK(c, f) = (−1)r
∑
p

∑
b

εbres(p,b)(fωT ),

dove p ∈ Π∆ varia nei punti dell’arrangiamento e b ∈ NBp nelle basi non
spezzate di ∆p per cui c ⊂ C(S).
εb è 1, se b è equiorientata rispetto alla orientazione scelta e, -1 altrimenti.

ossservazioni 28.3. 1. Si osservi che JK(c, f) non dipende dalla orien-
tazione.

2. Dalla Proposizione (??) segue che res(p,b)(fωT ) è il coefficiente in
coomologia della classe di Ωb.

Il Teorema finale sarà dunque il seguente:

Teorema 28.1. 1. Dato un vettore b ∈ C(A)∩Zn il numero SA(b) coincide
con JK(c, xbQm

i=1(1−xai )
) dove c è una grande cella con b nella chiusura di c.

2. I residui res(p,b)( xbQm
i=1(1−xai )

ωT ) si possono calcolare con formule analoghe
a quelle sviluppate per il volume.

Per arrivare a questo teorema dovremo sviluppare sia la teoria dello
sviluppo in frazioni parziali che quella dei residui. Questa ultima è ricon-
dotta alla teoria già nota, dalla definizione data a pagina ??.

Lezione 12. La funzione SA(b)
Per procedere allo studio della funzione generatrice SA(b) abbiamo bisogno

di una opportuna espansione in frazioni parziali.
Si tratta di una espansione che avviene non nell’anello delle coordinate

R∆ ma piuttosto, in un linguaggio geometrico, nell’anello di un toro che lo
riveste.

Tale toro T ′ è definito tramite i suoi caratteri che fissiamo come il reticolo
frazionario m−1Zn per qualche opportuno intero m.

Ovvero le coordinate xi del toro iniziale T si esprimono come ymi dove le
yi sono coordinate del toro T ′ che riveste T .

Iniziamo con una serie di identità che proviamo in alcuni lemmi.

29: Varie identità

Lemma 29.1.

(50)
n

1− xn
=

n∑
i=0

1
1− ζix

, ζ := e2πi/n.
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DIM Prendiamo una variabile ausiliaria t e deriviamo rispetto a t

ntn−1

tn − xn
dt = d log(tn − xn) = d log(

n−1∏
i=0

(t− ζix))

=
n−1∑
i=0

d log(t− ζix)) =
n−1∑
i=0

1
(t− ζix)

dt.

Ora poniamo t = 1 nei coefficienti di dt. �

Lemma 29.2.

(51) 1−
r∏
i=1

zi =
∑

∅(I⊂{1,...,r}

(−1)|I|+1
∏
i∈I

(1− zi)

(52) 1−
n∏
i=1

xi =
∑

I({1,2,...,n}

∏
i∈I

xi
∏
j /∈I

(1− xj).

DIM Si dimostrano per induzione su r. Il caso r = 1 è chiaro. In generale,
usando l’ipotesi induttiva abbiamo:

Per la prima:∑
∅(I⊂{1,...,r}

(−1)|I|+1
∏
i∈I

(1− zi) =
∑

∅(I⊂{1,...,r−1}

(−1)|I|+1
∏
i∈I

(1− zi)−

∑
I⊂{1,...,r−1}

(−1)|I|+1
∏
i∈I

(1− zi)(1− zr) = 1−
r−1∏
i=1

zi

+(1− (1−
r−1∏
i=1

zi))(1− zr) =

= 1−
r∏
i=1

zi

�
Per la seconda:
Spezziamo la somma in 3 termini: I = {1, . . . , n− 1}, I ( {1, . . . , n− 1}

ed n ∈ I. Otteniamo
n−1∏
i=1

xi(1− xn) + (1−
n−1∏
i=1

xi)(1− xn) + xn(1−
n−1∏
i=1

xi) = 1−
n∏
i=1

xi.

Una variazione di questa formula è la seguente:
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Lemma 29.3. Sia t =
∏h
i=1 zi

∏r
i=h+1 z

−1
i allora:

(53) 1− t =
∑

∅(I⊂{1,...,h}

(−1)|I|+1
∏
i∈I

(1− zi)− t
∑

∅(I⊂{h+1,...,r}

(−1)|I|+1
∏
i∈I

(1− zi)

DIM Questa è immediata dal Lemma precedente osservando che:

1− t = 1−
h∏
i=1

zi − t(1−
r∏

i=h+1

zi).

�
Finalmente otteniamo:

Lemma 29.4. (1) Sia t =
∏h
i=1 zi

∏r
i=h+1 z

−1
i con 0 ≤ h ≤ r. Allora

(54)
1∏r

i=1(1− zi)
=

∑
∅(I⊂{1,...,h}

(−1)|I|+1

(1− t)
∏
i/∈I(1− zi)

−

∑
∅(I⊂{h+1,...,r}

(−1)|I|+1t

(1− t)
∏
i/∈I(1− zi)

.

Se a ∈ C∗ ed a 6= 1
1∏r

i=1(1− zi)(1− at)
= − 1

(a− 1)
∏r
i=1(1− zi)

(55)
a

a− 1
(

∑
∅(I⊂{1,...,h}

(−1)|I|+1

(1− at)
∏
i/∈I(1− zi)

−

∑
∅(I⊂{h+1,...,r}

(−1)|I|+1t

(1− at)
∏
i/∈I(1− zi)

).

DIM La prima relazione segue da (??) dividendo per

(1− t)(1− z1)(1− z2) · · · (1− zr).

Per la seconda scriviamo:
a(1− t)

(a− 1)(1− at)
=

1
(1− at)

+
1

a− 1

e poi moltiplichiamo la (??) per a(1−t)
(a−1)(1−at) ottenendo:

1∏r
i=1(1− zi)

(
1

(1− at)
+

1
a− 1

) =

(56)
a

(a− 1)

( ∑
∅(I⊂{1,...,h}

(−1)|I|+1

(1− at)
∏
i/∈I(1− zi)

−
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∑
∅(I⊂{h+1,...,r}

(−1)|I|+1t

(1− at)
∏
i/∈I(1− zi)

)
.

�

30: Esponenti razionali

Per analizzare la nostra funzione vogliamo presentare una espansione in
frazioni parziali seguendo una strada simile a quella di ??.

Invece di considerare solo vettori a coordinate intere consideriamo anche
vettori a coordinate razionali.

Definizione 19. Diremo che un tale vettore b ∈ Q è compatibile con ∆ se
esiste un n ∈ N con nb ∈ ∆. Diremo anche che una coppia ζ, b ovvero il
monomio ζxb, è compatibile con ∆ se esiste un n ∈ N con

ζn = 1, nb ∈ ∆ ⇐⇒ (ζxb)n = xa, a ∈ ∆.

Per enunciare il risultato principale abbiamo bisogno di generalizzare, a
questo contesto, la nozione di circuito non spezzato.

Un circuito non spezzato è una sequenza (ζ1, b1), . . . (ζk, bk) di elementi
ammissibili e tali che:

(2)(1) bj =
aij

nj
, i1 < i2 < . . . , < ik.

(2) I bj siano linearmente indipendenti.
(3) Non esiste e ≤ k, un as ∈ ∆, s < ie ed interi m > 0, pj , j = e, . . . , k

con:

(xa)m =
k∏
j=e

(ζjxbj )pj .

Ovvero ma =
∑k

j=e pjbj ,
∏k
j=e(ζj)

pj = 1.
Sia

S := {(ζ1, b1), . . . , (ζM , bM )}
una sequenza di elementi compatibili con ∆.

Sia, per ogni j = 1, . . . ,M , cj ∈ ΓQ tale che esista 0 ≤ nj ≤ mj , mj > 0,
con mjcj = njbj e poniamo c := c1 + · · ·+ cM . Allora:

Teorema 30.1. In R possiamo scrivere l’elemento
xc∏M

i=1(1− ζixbi)
come combinazione lineare con coefficienti costanti di elementi della forma

1
(1− η1xd1)h1 · · · (1− ηrxdr)hr
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con h1, . . . , hr ≥ 0 e {(η1, d1), . . . (ηr, dr)} un circuito non spezzato formato
da coppie compatibili con ∆.

DIM Sia DS :=
∏M
i=1(1− ζix

bi).
Prima ci riduciamo al caso c = 1. Invero, per ogni j si prenda dj ∈ ΓQ

con mjdj = bj .
Abbiamo che cj = njdj .
Prendiamo anche una radice mj-sima di ζj , sia ηj e scriviamo:

(57) 1− ζjx
bj = 1− (ηjxcj )mj =

mj−1∏
s=0

(1− exp(2πis/mj)ηjxcj )

Notiamo che per ogni s, la coppia (exp(2πis/mj)ηj , cj) è compatibile con
∆.

Ora sostituiamo nella nostra sequenza S la coppia (ζj , bj) con la sequenza
{(exp(2πis/mj)ηj , cj)}, s = 0, . . . ,mj − 1.

Otteniamo una nuova sequenza

S ′ = {(µ1, d1, ), . . . , (µN , dN )}
con N = m1 +m2 + · · ·+mM elementi e con DS′ = DS .

In questa uguaglianza, abbiamo sostituito (ζj , bj) con una sequenza di mj

coppie ciascuna con la seconda coordinata cj .
Poiché cj = njbj e nj ≤ mj , abbiamo che c = ε1d1 + · · · + εNdN con

εi ∈ {0, 1} per ogni i.
Conclusione
• In definitiva xc

DS
è un prodotto di fattori o del tipo 1

1−µkx
dk

oppure
xdk

1−µkx
dk

• Chiaramente:
xdk

1− µkxdk
=

1− (1− µkx
dk)

µk(1− µkxdk)
= µ−1

k (
1

1− µkxdk
− 1)

Sviluppando il prodotto abbiamo una combinazione lineare di termini del
tipo desiderato.

Il caso c = 0
Essendoci ridotti al caso c = 0, proviamo l’asserto per 1/DS .
Se la sequenza delle coppie che appaiono al denominatore è un circuito

non spezzato non vi è nulla da provare.
La prima condizione non è verificata

Altrimenti, assumiamo che la prima condizione nella definizione di un
circuito non spezzato non è verificata i.e.:

vi è un a := as ∈ ∆, ed elementi distinti (ζi1 , bi1) < · · · < (ζit , bit) in S
con as < bi1 e:

(58) (xa)m(ζi1x
bi1 )n1 · · · (ζitxbit )nt = 1

per opportuni interi non nulli m,n1, . . . nt.
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In particolare abbiamo, poiché gli elementi a e bj sono caratteri:

(59) ma+ n1bi1 + · · ·+ ntbit = 0

¡1-7¿ Sia p = |mn1 . . . nt|, e definiamo

f0 :=
|m|a
p

, f1 :=
|n1|bi1
p

, . . . , ft :=
|nt|bit
p

¡1-8¿ La relazione (??) diviene:

(60) ε0f0 + · · ·+ εtft = 0.

con εj ∈ {1,−1}.
Applichiamo, per ogni 1 ≤ s ≤ t, la formula ??, sostituendo al posto di x

il monomio ηsxfs , e con n = p/|ns|. Dove ηs è una radice n-esima di ζis .
¡1-9¿ Si ha in particolare (ηsxfs)p/|ns| = ζisx

bis che fornisce:

(61)
1

1− ζisx
bis

= n−1
n∑
i=0

1
1− ηi+1

s xfs
.

¡1-11¿ Sostituiamo in 1/DS ogni fattore 1

1−ζisx
bis

con la precedente somma.

Otteniamo una espressione di 1/DS come combinazione lineare di pt ter-
mini ciascuno della forma 1/DS′ dove S ′ è ottenuto da S sostituendo ogni
coppia (ζis , bis) con una coppia (ηs, fs), dove, come prima ηs è una radice
p/|ns|-sima di ζis .

In particolare S ′ ha la stessa cardinalità di S e la sequenza di elementi in
∆ correspondente agli elementi in S ′ e S coincide.

¡1-11¿Fissiamo uno di questi insiemi S ′. Allora è univocamente determi-
nata una radice p/|m|-esima η0 dell’unità per cui:

(62) (η0x
f0)ε0(η1x

f1)ε1 · · · (ηtxft)εt = 1.

Possiamo applicare la formula (??) del Lemma ??.
Otteniamo 1/DS′ espresso come: combinazione lineare di elementi della

forma 1/DS′′ dove:
(1) o la cardinalità di S ′′ è strettamente minore di quella di S ′,
(2) o è la stessa ma S ′′ è ottenuto da S ′ rimovendo una coppia (ηs, fs)

ed inserendo una coppia precedente (η0, f0).

Iterando questo procedimento si ottiene il risultato.
La seconda condizione non è verificata

Assumiamo che la seconda condizione nella definizione di un circuito non
spezzato non è verificata i.e.: vi sono elementi distinti (ζi0 , bi0) < · · · <
(ζit , bit) in S con bi0 , bi1 , . . . , bit linearmente dipendenti. i.e.

(63) n0bi0 + · · ·ntbit = 0

per opportuni interi n0, . . . , nt.



POLITOPI VOLUME E PUNTI INTERI 75

Possiamo anche assumere che

(64) ζn0
i0
· · · ζnt

it
6= 1

altrimenti possiamo ripetere la discussione precedente con a = bi0 .
Come prima, poniamo p = |n0 . . . nt|, e prendiamo gli elementi , dh :=
bih

p/|nh| per ogni h = 0, . . . , t. La relazione (??) implica

(65) ε0d0 + · · ·+ εtdt = 0, εi = ±1.

Applichiamo come prima il Lemma (??), sostituendo ad x l’elemento
ηsx

ds , n = p/|ns|, con ηs una radice n-esima di ζis , per ogni 0 ≤ s ≤ t.
Sostituendo in 1/DS , otteniamo uno sviluppo di 1/DS come combinazione
lineare di pt+1 termini ciascuno della forma:

1/DS′ , dove S ′ è ottenuto da S sostituendo ogni coppia (ζis , bis) con una
coppia (ηs, ds), ηs è una radice p/|ns|-esima di ζis .

Dalla relazione (??) deduciamo che:

(66) (η0x
d0)ε0 · · · (ηtxdt)εt = αx0 = α 6= 1.

Possiamo ora applicare la formula (??) del Lemma ?? (con t = (η0d0)−ε0)
e esprimere 1/DS′ come combinazione lineare di elementi della forma 1/DS′′
dove la cardinalità di S ′′ è strettamente minore di quella di S ′.

Una semplice induzione completa la prova della Proposizione. �
La formula di inversione

Completiamo la dimostrazione della formula di inversione, nel caso arit-
metico, seguendo molto da vicino la dimostrazione data in [?].

La situazione è la seguente:
• abbiamo una forma lineare φ con 〈φ, αi〉 > 0, ∀i.
• Ponendo vi := αi

〈φ,αi〉 , i vettori Ψ := {vi} generano lo spazio vettoriale
r−dimensionale V e giacciono nell’iperpiano affine Π di equazione
〈φ, x〉 = 1.

• L’intersezione del cono C(Ψ) = C(∆) con Π è il politopo convesso
Σ inviluppo dei vettori vi.

• Ogni cono, generato da k + 1vettori indipendenti in Ψ (o di ∆),
interseca Π in un simplesso k dimensionale.

In definitiva abbiamo una configurazione di coni ottenuta proiettando
una configurazione di simplessi e vi è un semplice dizionario per esprimere
proprietà di coni in termini di simplessi e viceversa.

È ben noto che Σ è unione di simplessi con vertici vettori indipendenti di
Ψ.

È naturale definire regolare un punto in Σ che non è contenuto in nessun
simplesso r − 2 dimensionale (o nel cono corrispondente).

Le componenti connesse dell’insieme dei punti regolari vengono dette in
[?] le grandi celle.
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Completiamo l’insieme delle celle con le celle nel bordo ottenendo una
stratificazione di Σ in celle e una stratificazione S di C(∆) in coni poliedrali.

Ricordiamo che da [?], Teorema 5.5 abbiamo.

Proposizione 30.1. Due elementi di C(∆) sono nello stesso cono di S se
e solo se sono contenuti nello stesso insieme di coni simpliciali generati da
basi non spezzate.

ossservazione 30.2. Vi sono due aspetti interessanti di questo enunciato:
• mentre S è definito intrinsecamente, le basi non spezzate dipendono

da un ordinamento totale di ∆.
• Il secondo è la prova che le grandi celle sono convesse.

Fissiamo una volta per tutte una orientazione dello spazio vettoriale Λ⊗Z
Q e prendiamo la r-forma invariante ωT definita in (??).

Vogliamo lavorare ora su un toro U che riveste T :
il caso più importante è il toro T1/m che ha come gruppo dei caratteri

m−1Λ.
In coordinate:
• data una base di coordinate xi per T possiamo scegliere una base di

coordinate yi per U con xi = ymi .
• Dato un carattere a ∈ Λ si ha 1 − xa = 1 − (ya)m =

∏m−1
i=0 (1 −

ζiya), ζ = e2πi/m.

La definizione (??) del residuo di Jeffrey–Kirwan: relativo ad una cella
c, si applica anche alle funzioni f ∈ RU come:

JK(c, f) = (−1)r
∑
P

∑
b

εbresb,P (fωU ),

dove:
• P varia sui punti dell’arrangiamento in U che sono le controimmagini

dei punti dell’arrangiamento in T
• e b sulle basi non spezzate in ∆P per cui c ⊂ C(b).

ossservazioni 30.3. • Si osservi che JK(c, f) non dipende dalla scelta
della orientazione.

• Segue dalla Proposizione ?? che JK(c, χ−1f), come funzione di χ,
è un polinomio periodico sulla cella c.

Confronto fra residui
Dobbiamo confrontare due nozioni di residuo.

Lemma 30.4. Se π : U → T è un rivestimento di grado n:

π∗(ωT ) = nωU
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DIM Dalla teoria dei divisori elementari, vi è una base orientata µ1, . . . , µr
del gruppo dei caratteri M di U ed interi positivi n1, . . . , nr tali che n =∏
i ni e µn1

1 , . . . , µnr
r è una base del gruppo dei caratteri Λ di T .

Usando queste due basi l’asserto è chiaro. �

• Sia ψ = fωT , f ∈ R∆ una forma su T .
• Sia P ∈ U un punto e Q = π(P ),
• sia data una base non spezzata di caratteri b := (a1, . . . , an), ai ∈

∆P ⊂ ∆ ⊂ Λ.
Poichè Λ ⊂ M abbiamo anche che ∆P = ∆Q ha quindi senso e vale

l’enunciato:

Corollario 30.5.
resb,Pπ

∗(ψ) = resb,Qψ

DIM Componiamo con π l’applicazione che descrive un intorno di P in
coordinate logaritmiche.

Dalla proposizione (??), i numeri resb,Qψ sono i coefficienti della classe di
ψ rispetto alle classi delle forme Ωb(T ) = d log(1−xa1)∧ · · · ∧ d log(1−xan)

(notare che abbiamo aggiunto T nella notazione).
Basta dunque osservare che π∗(Ωb)(T ) = Ωb(U). �

Lemma 30.6. Sia π : U → T un rivestimento finito di T di grado m. Sia
f ∈ RT allora f ◦ π ∈ RU , e

(67) JK(c, f) = JK(c, f ◦ π)

DIM Un circuito non spezzato b associato ad un punto P in T è anche
associato ad ogni punto in π−1(p) in U .

In questo modo otteniamo tutti i punti in U associati a b.
Dalla definizione di residuo locale e dal Lemma ??, deduciamo che, se

Q ∈ π−1(P )
resb,Q(fωU ) = m−1resb,P (fωT ).

Poiché m = |π−1(P )| tutto segue. �
Consideriamo una base non spezzata b := {a1, . . . , an} ⊂ ∆, elementi

compatibili {(ζ1, b1), . . . , (ζn, bn)}, con nibi = ai, ζ
ni
i = 1.

Sia m il minimo comune multiplo degli ni e poniamo U := T1/m. U è un
toro che riveste T e su cui gli elementi bi sono caratteri.

Sia µ =
∏
i(x

bi)ki con 0 < ki ∈ N e la funzione su U :

γ :=
1∏k

i=1(1− ζixbi)
, i = 1, . . . , n.

Lemma 30.7. (1) Il coefficiente di µ nella espansione in serie di γ è:

(68) (−1)rεb
∑
P

resb,P (µ−1γω),
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dove P giace nell’insieme E finito dei punti di U definiti dalle
equazioni 1− ζix

bi = 0, i = 1, . . . , n.
In particolare se k < r entrambi i termini sono zero.
Il coefficiente di µ nella espansione in serie di γ è:

(2) Se b :=
∑

i kibi è regolare e c è l’unica cella contenente b,

(−1)rεb
∑
P

resb,P (µ−1γω) = JK(c, µ−1γ).

Dove la somma è sull’insieme dei P in E. Se b :=
∑

i kibi è
regolare e c è l’unica cella contenente b.....

DIM 1) Poniamo ψi = xai una base di caratteri per un toro S rivestito
da T .

Dal Lemma ?? la parte destra della formula (??) è indipendente dal toro
su cui i caratteri ψi sono definiti.

Per definizione lo stesso è vero per il coefficiente di µ.
Possiamo quindi ridurci al toro S per cui b è una base del gruppo dei

caratteri.
In questo caso, vi è un unico punto P associato a b.
Inoltre ω = εSd logψ1 ∧ · · · ∧ d logψr.

Ora possiamo separare le variabili e ridurci al caso 1 dimensionale.
Questo è un caso elementare del knapsack problem

(si veda §1.1 o [?]).

2) Applichiamo prima di tutto la Teoria svolta nel caso in cui ∆ si riduca
alla sola base b e la cella sia C(b) (un caso degenere).

In U e nelle coordinate yi con xi = ymi i punti di questo arrangiamento
sono quelli per cui ymai = 1, ∀i.

Vediamo allora che:

JK(C(b), µ−1γ) = (−1)rεb
∑
P

resb,P (µ−1γω).

Per ridurci al caso degenere basta provare che, se (b′, Q) non è una delle
coppie (b, P ), ψi(P ) = 1, allora resb′,Q(γω) = 0.

Se Q 6= P almeno uno dei fattori 1 − aiψi è olomorfo in Q e la forma di
cui dobbiamo calcolare il residuo è esatta.

Supponiamo ora che P = Q vogliamo di nuovo usare il caso degenere.
Consideriamo, in coordinate logaritmiche intorno a P , la forma µ−1γω.
È evidente che tale forma ha poli sono negli iperpiani (ai, θ) = 0 cor-

rispondenti ai caratteri ψi.
In questo arrangiamento di iperpiani abbiamo una sola classe di coomolo-

gia nel corrispondente aperto Ab:
quella della forma d log(a1, θ) ∧ · · · ∧ d log(an, θ),
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pertanto in tale arrangiamento e per definizione, la classe di coomologia
della forma µ−1γω coincide con:

resb,P (µ−1γω)d log(a1, θ) ∧ · · · ∧ d log(an, θ).

L’aperto complementare dell’intero arrangiamento contiene l’aperto Ab e
pertanto anche in questo aperto la classe di coomologia della forma µ−1γω
coincide con resb,P (µ−1γω)d log(a1, θ) ∧ · · · ∧ d log(an, θ).

Questo è equivalente a dire che gli altri residui sono tutti nulli. �
Il Teorema principale

Teorema 30.2. Sia

f :=
1∏

(a,χ)∈∆(1− aχ)ha,χ
, ha,χ ∈ N

Se β è nella chiusura di una cella c:

(69) cβ = res(β−1fω) = JK(c, β−1f)

DIM Usando il Lemma ??, possiamo passare ad un rivestimento finito U
di T .

¡3,2¿ Per un opportuno rivestimento possiamo trovare un carattere ξ tale
che βξ giace nell’interno di c e la funzione ξf ha una espansione come nella
Proposizione ??.

Fatto questo, ci riduciamo a dimostrare la identità per ogni singolo ter-
mine di questa espansione. Scriviamo β−1f = (βξ)−1ξf .

Conclusione Poiché ogni termine della espansione di ξf soddisfa le ipotesi
del precedente lemma con µ = βξ il risultato segue. �

Osservazioni: Dall’osservazione dopo la definizione ?? segue che, nelle
condizioni precedenti, cβ come funzione di β è un polinomio periodico.

Questo polinomio ha anche una notevole proprietà di continuità.
Infatti, se β è nel bordo di due differenti celle, vi sono due possibili poli-

nomi periodici su queste celle che coincidono sulla intersezione delle loro
chiusure, in particolare su β.

Lezione.13 Frazioni parziali su un toro

31: Frazioni parziali

Abbiamo già notato una difficoltà.
Dati k caratteri a1, . . . , ak linearmente indipendenti, essi generano un sot-

togruppo Λ che non coincide con la sua chiusura (rispetto alla torsione) Λ.



80 NOTE DI CLAUDIO PROCESI.

Cambiando le coordinate il sottogruppo Λ può essere generato dai carat-
teri corrispondenti ai monomi xdi

i , i = 1, . . . , k.

Lemma 31.1. Vogliamo provare che l’anello AT /(1 − xd11 , . . . , 1 − xdk
k ) si

decompone in una somma diretta di d1d2 . . . dk anelli e determinare gli ele-
menti unità di tali anelli (gli idempotenti primitivi).

Idempotenti primitivi
Trattiamo prima di tutto il caso: C[x, x−1]/(1− xd) = C[x]/(1− xd).

Sia ζ := e
2πi
d , l’omomorfismo π : p(x) 7→ (p(1), p(ζ), . . . , p(ζh), . . . , p(ζd−1)

stabilisce un isomorfismo fra C[x]/(1− xd) e Cd.
Consideriamo i d elementi eh(x) := 1

d

∑d−1
j=0 ζ

−hjxj , 0 ≤ h < d abbiamo:

eh(ζk) =
1
d

d−1∑
j=0

ζ(−h+k)j =

{
0 se h 6= k

1 se h 6= k

Segue che eh(x) è un rappresentante dell’h+ 1−esimo idempotente prim-
itivo eh di C[x]/(1− xd) = Cd.

Da questo si vede facilmente che:

Lemma 31.2. i prodotti:

eh1,...,hk
(x1, . . . , xk) :=

k∏
i=1

ehi
(xi), 0 ≤ hi < di

sono rappresentanti dei d1d2 . . . dk idempotenti primitivi di

AT /(1− xd11 , . . . , 1− xdk
k ) = Ad1d2...dk

Tn−k
.

Esplicitamente questo isomorfismo si può ottenere con l’applicazione di
coordinate p(x1, . . . , xn) 7→ p(ζh1

1 , ζh2
2 , . . . , ζhk

k , xk+1, . . . , xn).
NOTA I rappresentanti che abbiamo costruito dipendono dal sistema di

coordinate scelto per normalizzare la presentazione di Λ.
Si noti che: Nel quoziente C[x]/(1 − xd) si ha xeh = ζheh mentre per il

rappresentante:

xeh(x) =
1
d

d−1∑
j=0

ζ−hjxj+1 =
1
d

d−1∑
k=1

ζ−h(k−1)xk + xd = xd − 1 + ζheh(x).

x−1eh(x) = x−1(xd − 1) + ζ−heh(x).

(70)
d−1∑
h=0

eh(x) =
1
d

d−1∑
j=0

[
d−1∑
h=0

ζ−hj ]xj = 1.

Da cui in generale per un elemento eh1,...,hk
(x1, . . . , xk):

xieh1,...,hk
(x1, . . . , xk) = ζhi

i eh1,...,hk
(x1, . . . , xk) + (xdi

i − 1)
∏
j 6=i

ehj
(xj).
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Ci sarà utile una semplice variazione di questa analisi, prendiamo k numeri
non nulli αi e consideriamo AT /(α1 − xd11 , . . . , αd − xdk

k ).

Per ogni i abbiamo di possibili numeri βi,j , j = 1, . . . , di con βdi
i,j = αi.

Abbiamo facilmente che:

(71) AT /(α1−xd11 , . . . , αd−x
dk
k ) = ⊕j1,j2,...,jkAT /(β1,j1−x1, . . . , βk,jk−xk).

La dimostrazione si può fare scegliendo per ogni i un particolare βi con
βdi
i = αi e facendo il cambiamento di coordinate xi := βiyi per cui ci si

riduce al caso precedente.
È conveniente pensare in modo geometrico.
• Dati k caratteri a1, . . . , ak linearmente indipendenti, che generano

un sottogruppo Λ, la sottovarietà W dove essi valgono 1 dipende
solo da Λ.

• W è formata da d componenti W1, . . . ,Wd, disgiunte dove d è l’indice
di Λ in Λ.

• Gli elementi ei(x) prima definiti hanno la proprietà di valere 1 sulla
componente Wi e 0 sulle altre component.

Naturalmente questo non determina univocamente la funzione ei(x) ma
solo a meno di funzioni che svaniscono su W = ∪di=1Wi.

Possiamo ora provare il primo lemma di riduzione utile per arrivare a
formulare il teorema di espansione in frazioni parziali.

Questo lemma è l’analogo periodico del lemma (??):

Lemma 31.3. Data una lista di elementi ai ∈ Zn (con possibili ripetizioni)
Ψ = {a1, . . . , am}, il prodotto

m∏
i=1

1
(1− xai)

può essere scritto come combinazione lineare di elementi
xγ

(1− xai1 )h1 · · · (1− xair )hr

dove:
• (aik) ∈ Ψ per ogni k = 1, . . . , r
• {ai1 , . . . , air} sono linearmente indipendenti.

Prova del Lemma
DIM Con una semplice induzione possiamo assumere che Ψ = {a0, . . . , ar}

con a0, . . . ar linearmente dipendenti e a1, . . . ar linearmente indipendenti e
che {a0, . . . , ar} generino (cambiando coordinate) Zr.

La difficoltà può essere data dal fatto che invece {a1, . . . , ar} possono
generare un sottoreticolo di un qualche indice finito m.
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Questo dipende dal fatto che la relazione di dipendenza sarà del tipo
ma0 =

∑r
i=1 ciai, m, ci ∈ Z.

Scegliamo (come nel paragrafo precedente) rappresentanti ei(x) ∈ AT
degli idempotenti primitivi ei di AT /(1− xa1 , . . . , 1− xar).

In questo anello avremo xa0ei = βiei con βi ∈ C∗. Per definizione degli
elementi ei(x) (cf. ??), abbiamo 1 =

∑
i ei(x) quindi:

1
(1− xa0) · · · (1− xar)

=
∑
i

ei(x)
(1− xa0) · · · (1− xar)

.

Analizziamo dunque un termine
ei(x)

(1− xa0) · · · (1− xar)
.

Abbiamo che (1 − xa0)ei(x) =
∑r

j=1 cj(1 − xaj ) + (1 − βi)ei(x), cj ∈ AT ,
separiamo due casi.

Primo caso βi = 1
Se βi = 1, abbiamo (1− xa0)ei(x) =

∑r
j=1 cj(1− xaj ) e sostituendo:

ei(x)
(1− xa0) · · · (1− xar)

=

∑r
j=1 cj(1− xaj )

(1− xa0)2(1− a1a1) · · · (1− xar)
otteniamo una somma di termini in cui nel denominatore qualche fattore

1− xaj è sparito.
Secondo caso βi 6= 1

Se βi 6= 1, abbiamo ei(x) = (1− βi)−1[(1− xa0)ei(x)−
∑r

j=1 cj(1− xaj )]

ei(x)
(1−xa0) · · · (1−xar)

= (1− βi)−1
(1−xa0)ei(x)−

∑r
j=1 cj(1−xaj )

(1− xa0) · · · (1− xar)
,

e tutto segue per induzione. �
Questa non è ancora la forma finale in cui vogliamo sviluppare in frazioni

parziali. Vogliamo ulteriormente operare una una riduzione sui termini xγ

nel numeratore.
Supponiamo di prendere n elementi indipendenti a1, . . . , an che generano

in Zn un sottoreticolo di indice m. Scegliamo m rappresentanti di tale
sottoreticolo ξ1, . . . , ξm.

Prendiamo ora una qualunque frazione del tipo
xγ∏n

i=1(1− xai)hi
.

Scriviamo γ = ξi +
∑n

j=1 cjaj , cj ∈ Z. Vogliamo manipolare la frazione:

x
Pn

j=1 cjaj∏n
i=1(1− xai)hi

.

Per questo notiamo che per una variabile t abbiamo:
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t

1− t
=

1
1− t

− 1,
t−1

1− t
=

1
1− t

+ t−1.

Ne segue per induzione (applicata a t = xai ) che:

Lemma 31.4. x
Pn

j=1 cjajQn
i=1(1−xai )hi

si può espandere come combinazione lineare a

coefficienti costanti di termini del tipo 1Qn
i=1(1−xai )ki

, ki ≤ hi più termini del

tipo xβQn
i=1(1−xai )ki

in cui però almeno uno dei ki = 0.

Questo Lemma non fornisce ancora una forma normale delle frazioni
parziali e lo riprendiamo in seguito.

Per completare la costruzione di una espressione in frazioni parziali per
ogni funzione di R∆ := AT [(

∏m
i=1(1− xai)−1] ci serve una nozione ulteriore.

Prendiamo dunque un insieme di elementi linearmente indipendenti S := b1 :=
ai1 , . . . , bd := aid , estratto dalla lista ∆ := {a1, . . . , am)}.

Fissiamo inoltre una componente W della varietà di equazioni 1 − xbi =
1, i = 1, . . . , d.

Definizione 20. Diremo che S è un circuito non spezzato su W se S è un
circuito non spezzato relativamente al sottoinsieme:

∆W := {ai ∈ ∆ |xai = 1, su W}.

Dato un tale S, possiamo scegliere coordinate per i caratteri e quindi
coordinate z1, . . . , zn per il toro in modo tale che:

• il reticolo generato da S := b1, . . . , bd abbia indice finito mS nel
reticolo in cui le ultime n− d coordinate sono nulle,

• ovvero i monomi xbk nelle nuove coordinate sono della forma zci nelle
prime k coordinate zi.

Chiameremo le coordinate zd+1, . . . , zn un insieme di coordinate comple-
mentari.

I mattoni della decomposizione
Abbiamo visto che l’anello C[z±1

1 , . . . , z±1
d ]/(1−zc1 , . . . , 1−zcd) = ⊕mS

i=1Cei
con ei idempotenti primitivi ed abbiamo dato un metodo per costruirne

dei rappresentanti ei(z).

• Sia AS = C[z±1
d+1, . . . , z

±1
n ] l’ anello dei polinomi di Laurent nelle

ultime coordinate.
• Dato S ed uno degli idempotenti ei sia W la componente irriducibile

di xbi = 1 che corrisponde ad ei.
• Useremo anche la notazione eW = ei(x).
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Definizione 21. Definiamo

RS,W := {f ∈ R∆ | f =
geW∏d

j=1(1− xbj )mj
| g ∈ AS , mj > 0, ∀j.}

Questi spazi sono i mattoni per costruire la espansione cercata.

Teorema 31.1. (1) Lo spazio RS,i ha come base i monomi

z
hd+1

d+1 . . . zhn
n ei(z)∏d

j=1(1− xbj )mj
|hi ∈ Z, mj > 0, ∀i, j.

(2) R∆ = ⊕SRS,W al variare di W e di S fra i circuiti non spezzati
relativamente a W.

1) DIM Dimostriamo almeno una parte del teorema lasciando di comple-
tarlo nella Lezione ??, sezione ??.

Poniamo ui := xbi . Gli elementi u1, . . . , ud, zd+1, . . . , zn sono chiaramente
algebricamente indipendenti ossia generano un anello di polinomi.

Quindi anche gli elementi 1 − u1, . . . , 1 − ud, zd+1, . . . , zn generano un
anello di polinomi e RS è contenuto nell’anello dei polinomi di Laurent in
tali variabili.

Tali polinomi hanno come base tutti i monomi nelle variabili con esponenti
interi.

I monomi proposti sono dunque parte di questa base e quindi linearmente
indipendenti.

2) Applichiamo prima di tutto il lemma (??) da cui segue che ogni funzione
in R∆ si può scrivere come combinazione lineare di espressioni

f =
g∏d

j=1(1− xbj )mj
| g ∈ AT , mj > 0, ∀j

e S := b1 := ai1 , . . . , bd := aid linearmente indipendenti.

Per un dato termine gQd
j=1(1−xbj )mj

facciamo il precedente cambiamento

di variabili z1, . . . , zn e, sviluppando, riduciamoci al caso in cui g =
∏n
i=1 z

hi
i

è un monomio.

Ora applichiamo il Lemma (??) ed arriviamo ad una somma di termini del
tipo f = gξQd

j=1(1−xbj )mj
| g ∈ AT , mj > 0, ∀j con S := b1, . . . , bd linearmente

indipendenti che generano un qualche reticolo Λ, ξ un rappresentante di Λ/Λ
e g un monomio nelle variabili complementari.

Utilizziamo ora il fatto che lo spazio vettoriale che ha come base i rapp-
resentanti ha anche come base gli elementi eW al variare di W fra le compo-
nenti di xbi = 1, i = 1, . . . , d e riscriviamo la somma come termini del tipo
f = geWQd

j=1(1−xbj )mj
| g ∈ AT , mj > 0, ∀j.
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Ora sia S := b1, . . . , bd un circuito spezzato relativamente a W compo-
nente della varietà V di equazioni xbi = 1. Esiste e con 1 ≤ e ≤ d ed un b
che precede be, . . . , bd è linearmente dipendente da essi e vale 1 su W .

Osserviamo che eb è costante sulle componenti connesse della varietà Ve
di equazioni xbi = 1, i = e, . . . , d in particolare deve valere 1 su quella unica
componente Z che contiene W .

Consideriamo dunque un rappresentante eZ (relativo a be, . . . , bd )e che
vale 1 su Z e 0 sulle altre componenti della varietà Ve.

Segue che l’elemento eW eZ coincide con eW come funzione sulla varietà
V . Ovvero eW = eW eZ +

∑
i ci(1− xbi), ci ∈ AT .

Pertanto l’elemento eWQd
j=1(1−xbj )

= eW eZQd
j=1(1−xbj )

modulo termini in cui al-

meno uno dei fattori (1−xbj ) è cancellato dal denominatore possiamo quindi
sostituire per induzione ed assumere che eW = eW eZ .

Abbiamo che (1 − xb)eZ svanisce su tutta la varietà Ve e quindi si può
scrivere come:

(1− xb)eZ =
d∑
i=e

gi(1− xbi), gi ∈ AT

Ne segue che:

eW∏d
j=1(1− xbj )

=
eW (1− xb)eZ

(1− xb)
∏d
j=1(1− xbj )

=
eW (

∑d
i=e gi(1− xbi))

(1− xb)
∏d
j=1(1− xbj )

è una somma di termini in cui al denominatore un fattore (1 − xbi) viene
sostituito da un fattore (1− xb).

Ora ordinando lessicograficamente le sequenze linearmente indipendenti
b1, . . . , bd estratte da ∆, abbiamo provato che una frazione in cui appare al
denominatore una sequenza spezzata può essere sostituita con una somma
in cui appaiono al denominatore sequenze strettamente inferiori lessicografi-
camente.

Iterando questa procedura arriviamo dunque ad avere al denominatore
solo sequenze non spezzate.

Pertanto i monomi che proponiamo generano linearmente lo spazio.
Il fatto che siano una base, ovvero che la somma sia diretta verrà provato

in ??.

ossservazione 31.5. In una sezione successiva dovremo effettuare un cam-
biamento di base su R∆ a partire da questa base trovata.

Il cambiamento sarà triangolare relativamente ad un ordinamento parziale
che ora precisiamo.

Presi due elementi M1 :=
z

hd1+1
d+1 ...zhn

n ei(z)Qd1
j=1(1−xbj )mj

, M2 :=
w

hd2+1
d+1 ...whn

n ei(w)Qd2
j=1(1−xcj )nj

diremo

che:
M1 < M2 se d1 < d2 ovvero se d1 = d2 e

∑
jmj <

∑
i ni.
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I cambiamenti di base triangolari sono quelli che rimpiazzano un monomio
M con un multiplo non nullo di M più una somma di monomi strettamente
inferiori in questo ordinamento.

La precedente espansione in frazioni parziali fornisce un algoritmo per
calcolare i coefficienti dello sviluppo di una funzione in R∆:

F :=
f∏m

i=1(1− xai)mi
=

∑
b∈C(A)

SF (b)eb.

Infatti espandendo in frazioni parziali ci si riduce ai termini del tipo
xbQd

i=1(1−bi )mi
con i bi linearmente indipendenti per cui si ha:

(72)
n∏
i=1

xb

(1− xbi)mi
=

∑
h1,h2,...,hn

n∏
i=1

(
mi − 1 + hi

hi

)
x

Pn
i=0 hibi+b

Il tipo di funzioni che otteniamo è dunque la somma di funzioni che sono
polinomiali sui punti di un traslato di un reticolo che giacciono sul traslato
di un cono.

Nel caso della funzione generatrice ( f = 1) però il teorema è molto
più preciso in quanto abbiamo visto che SA(b) è un quasi polinomio sulla
chiusura di ogni cella. Questo è anche una specie di continuità in versione
discreta.

32: Frazioni parziali finali

Per le analisi che vogliamo fare conviene riformulare il Teorema di espan-
sione in frazioni parziali ?? in modo diverso. Vogliamo definire una nuova
serie di spazi che decompongono R∆ ciascuno con una base precisa e in-
fine (la nuova condizione) ciascuno stabile rispetto alla azione di tutte le
derivate.

Riprendiamo le notazioni del Teorema ?? Prendiamo dunque una lista
S := {b1, . . . , bd} estratta da ∆. Una componente irriducibileW della varietà
di equazioni xbi = 1 e sia ei l’idempotente che corrisponde a W . Useremo
anche la notazione eW = ei(x). Sia z1, . . . , zd, zd+1, . . . , zn un sistema di
coordinate adattate ad S.

Anche se la discussione vale in generale possiamo restringerci al caso in
cui S sia un circuito non spezzato su W .

Definiamo il seguente anello di operatori differenziali:

DS := C[
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zd
, z±1
d+1, . . . , z

±1
n ].
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Osserviamo che, dato che le variabili sono distinte questa algebra di op-
eratori è commutativa.

Inoltre DS è un modulo sull’algebra di tutti gli operatori differenziali a
coefficienti costanti.

Definiamo
ZS,W := DS

eW∏d
j=1(1− xbj )

.

Teorema 32.1. (1) ZS,W è un DS modulo libero con base l’elemento
eWQd

j=1(1−xbj )
.

(2) ¡2,6-¿Abbiamo una decomposizione in somma diretta:

R∆ = ⊕W,SZS,W
al variare di W nelle componenti dell’arrangiamento e di S nei

corrispondenti circuiti non spezzati.

DIM 1) La chiave consiste nel capire come opera un monomio negli oper-

atori
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zd
sull’elemento eWQd

j=1(1−xbj )
.

Una prima derivata fornisce:

∂

∂zi

eW∏d
j=1(1− xbj )

=

∂

∂zi
eW∏d

j=1(1− xbj )
+

d∑
j=1

∂xbj

∂zi

eW∏i−1
h=1(1− xbh)(1− xbj )2

∏d
h=j+1(1− xbh)

.

Calcoliamo in parte
d∑
j=1

∂xbj

∂zi

eW∏i−1
h=1(1− xbh)(1− xbj )2

∏d
h=j+1(1− xbh)

Espandendo questa derivata, otteniamo un termine dominante un multiplo
non nullo di eWQi−1

h=1(1−xbh )(1−xbj )2
Qd

h=j+1(1−xbh )
più altri termini che possiamo

considerare inferiori in un opportuno ordinamento degli elementi che sono
una base di R∆.

Questo prova la prima parte.
2) Per provare la seconda parte ci baseremo sulla teoria dei D− moduli

in una prossima Lezione.

Il residuo totale e la coomologia di grado massimo
Per capire il residuo totale e la coomologia di grado massimo osserviamo

che:
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Proposizione 32.1. DS è somma diretta del sottospazio generato appli-
cando le derivate e dello spazio 1-dimensionale generato da

∏n
i=d+1 z

−1
i .

Come corollario ne deduciamo per induzione che:

Corollario 32.2. un complemento allo spazio generato applicando derivate
agli elementi di R∆ ha come base gli elementi:

ωS,W :=
n∏

i=d+1

z−1
i

eW∏d
j=1(1− xbj )

.

Pertanto le classi delle forme ωS,WωT sono una base della coomologia.

Lezione 14. D−moduli II

33: Moduli

Per capire la indipendenza lineare della espansione in frazioni parziali nel
caso torico svilupperemo un’analogo torico della teoria dei D−moduli di ??.

L’algebra degli operatori differenziali che vogliamo utilizzare è l’algebra
degli operatori con coefficienti le funzioni regolari sul toro, ovvero in coordi-
nate i polinomi di Laurent C[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. Chiamiamo tale algebra l’algebra

di Weyl periodica pensando al cambiamento di coordinate xi = eθi ,) e deno-
tarla W̃ (n).

W̃ (n) ha come base gli elementi:

xh1
1 . . . xhn

n

∂k1

∂x1
. . .

∂kn

∂xn
, hi ∈ Z, ki ∈ N.

ossservazione 33.1. Non è necessario mettere in testa tutte le variabili e
poi tutte le derivate, in seguito sarà utile mettere in altri ordini variabili
e derivate anche alternando variabili con derivate. Dalle regole di com-
mutazione tutte queste sono basi ottenute con cambiamenti di base di tipo
triangolare.

Prendiamo ora d monomi xai dove S := {a1, . . . , ad} ⊂ Zn è un insieme
di d− vettori a coordinate intere e linearmente indipendenti.

Consideriamo ora gli operatori lineari differenziali a coefficienti costanti
che annullano tali monomi:

(73) DS := {
n∑
j=1

αj
∂

∂xj
|

n∑
j=1

αj
∂xai

∂xj
= 0, i = 1, . . . , d}
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Lemma 33.2. (1) DS è uno spazio vettoriale di dimensione n− d.

In un sistema di coordinate adattate zi per cui i vettori ai hanno
le ultime n− d coordinate uguali a 0 abbiamo che DS ha come base

gli operatori
∂

∂zi
, i = d+ 1, . . . , n.

DIM Evidentemente 2 =⇒ 1 e quindi proviamo 2.
In un tale sistema abbiamo che i monomi associati ad S sono della forma

d∏
i=1

z
aij

i , j = 1, . . . , d

con la matrice aij a determinante non nullo.
Si ha

n∑
j=1

αj
∂

∏d
i=1 z

aij

i

∂zj
=

d∑
j=1

αjai,j

d∏
i=1

z
aij

i z−1
j .

Pertanto se D :=
∑n

j=1 αj
∂

∂zj
∈ DS si deve avere

d∑
j=1

αjai,jz
−1
j = 0, ∀i.

Essendo la matrice degli ai,j invertibile questo vuol dire cheD =
∑n

j=d+1 αj
∂

∂zj
.

(2)• Preso S = {a1, . . . , ad} come prima sia Λ o ΛS per precisione, il
reticolo che essi generano.

• Prendiamo d numeri αi ∈ C che pensiamo anche come un carattere
moltiplicativo φ : Λ → C∗, φ(ai) = αi.

• Vogliamo ora definire un D−modulo NS,φ associato ad S e a φ. Per
definizione questo è il

W̃ (n) modulo ciclico generato da un elemento uS soggetto alle relazioni:

(74) xauS = φ(ai)uS , ∀a ∈ S, DuS = 0, ∀D ∈ DS .

Lemma 33.3. (1) NS,φ dipende solo dal reticolo Λ e da φ.
Lo denoteremo NΛ,φ

(2) NΛ,φ è irriducibile se Λ = Λ.

(3) In generale NΛ,φ = ⊕ψNΛ,ψ, dove ψ varia fra gli m = [Λ : Λ] carat-
teri moltiplicativi ψ : Λ → C∗ che estendono φ.

(4) NΛ,ψ è irriducibile con varietà caratteristica la varietà di equazioni
xa = ψ(a), a ∈ Λ.
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DIM 1. Evidentemente se xauS = φ(a)uS , xbuS = φ(b)uS si ha xa+buS =
φ(a+ b)uS . Poiché inoltre anche DS dipende solo da Λ questo primo enun-
ciato è chiaramente vero.

2. Supponiamo prima di tutto che Λ = Λ, possiamo dunque scegliere
coordinate zi tali che NΛ,φ = W̃ (n)/I dove I è l’ideale sinistro generato

dagli elementi zi − αi, i = 1, . . . , d;
∂

∂zj
, j = d+ 1, . . . , n.

Prima di tutto dimostriamo che modulo questo ideale sinistro gli elementi
della forma

(75) xh1
d+1 . . . x

hn
n

∂k1

∂x1
. . .

∂kd

∂xd
, hi ∈ Z, ki ∈ N

generano linearmente il modulo.
Indichiamo con uS la classe di 1.
Possiamo scegliere come base di W̃ (n) i monomi:

xh1
d+1 . . . x

hn
n

∂k1

∂x1
. . .

∂kd

∂xd
xh1

1 . . . xhn
d

∂kd+1

∂xd+1
. . .

∂kn

∂xn
, hi ∈ Z, ki ∈ N.

In questa base vediamo che:

xh1
d+1 . . . x

hn
n

∂k1

∂x1
. . .

∂kd

∂xd
xh1

1 . . . xhn
d

∂kd+1

∂xd+1
. . .

∂kn

∂xn
us = 0

se per qualche i > d si ha ki > 0. Se invece tutti questi numeri sono nulli
abbiamo:

xh1
d+1 . . . x

hn
n

∂k1

∂x1
. . .

∂kd

∂xd
xh1

1 . . . xhn
d us =

xh1
d+1 . . . x

hn
n

∂k1

∂x1
. . .

∂kd

∂xd
αh1

1 . . . αhn
d us

Per vedere allo stesso tempo che i precedenti elementi sono una base e
che il modulo è irriducibile prendiamo un elemento p combinazione lineare
con coefficienti non tutti nulli degli elementi (??). Basta mostrare che il
sottomodulo P generato da p è tutto NS .

La dimostrazione ora è del tutto simile a quella di ?? .
Moltiplicando p per un monomio

∏n
i=d+1 x

N
i possiamo supporre che gli

esponenti hi siano non negativi.
Ordiniamo gli elementi con l’ordine lessicografico sugli esponenti e ragio-

niamo per induzione. Se appare in p la variabile xk k > d con esponente

massimo h > 0 moltiplichiamo p per
∂

∂xk
ottenendo un elemento q ∈ P nel

modulo generato da p.

Sappiamo che
∂

∂xk
xhk = hxh−1

k +xhk
∂

∂xk
ma spostando

∂

∂xk
a destra di xk

otteniamo un elemento nell’ideale I e quindi 0 nel modulo.
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Pertanto q si esprime come una nuova combinazione lineare in cui l’esponente
di xk è diminuito.

Per induzione facciamo sparire tutte le variabili xk e poi moltiplicando
per xi, i ≤ d anche le derivate ottenendo uS ∈ P e quindi P = NΛ,φ.

3. In coordinate adattate Λ è generato dai vettori kiei, i = 1, . . . , d dove
gli ei sono i vettori della base canonica ed i numeri ki sono interi positivi.

Se φ(kiei) = αi possiamo estendere φ ad un carattere moltiplicativo di
Λ se poniamo ψ(ei)ki = αi. Questo si può fare in esattamente

∏d
i=1 ki

modi diversi. Per ognuno di tali modi abbiamo un modulo NΛ,ψ e vogliamo
definire un morfismo :

π : ⊕ψNΛ,ψ → NΛ,φ

e provare che π è un isomorfismo.
Prima di tutto consideriamo il generatore uΛ,ψ di NΛ,ψ, questo verifica ev-

identemente le equazioni soddisfatte da uΛ,φ e quindi abbiamo un morfismo
πψ : NΛ,φ → NΛ,ψ per ogni ψ.

Dalla formula (??) segue che possiamo scegliere i rappresentanti degli
idempotenti che appaiono nella corrispondente decomposizione ottenendo
elementi eψ(z) per cui eψ(z)uΛ,φ soddisfa le equazioni di uΛ,ψ. Otteniamo
pertanto morfismi iψ : NΛ,ψ → NΛ,φ da cui

i : ⊕ψNΛ,ψ → NΛ,φ

lasciamo al lettore di verificare che i, π sono isomorfismi inversi.
L’asserto sulla varietà caratteristica segue le stesse linee della dimostrazione

del caso degli iperpiani, le equazioni (zi−βi)u =
∂

∂zj
u = 0, i = 1, . . . , d; j =

d+1, . . . , n si trasformano in zi−βi = ξj = 0, i = 1, . . . , d; j = d+1, . . . , n
che definiscono il fibrato conormale alla varietà di equazioni zi−βi = 0, i =
1, . . . , d. Lo lasciamo anche al lettore.

Lezione 15. Indipendenza lineare
Usando la struttura di D−modulo di R∆ la teoria della base canonica

si riduce a provare che i vettori vS,W con S un circuito non spezzato sono
linearmente indipendenti. Prendiamo una base b1, . . . , bk di Σ e costruiamo
coordinate adattate z1, . . . , zn in modo tale che yb1 , . . . , ybk siano monomi
nelle prime k coordinate zi.

Prendiamo un punto di coordinate zi = ai nella componente W e coordi-
nate locali zi = aie

θi in modo tale che per ogni vettore b si ha zb = abe(b,θ)

e localmente b ∈ ∆W se e solo se ab = 1 e (b, θ) = 0. W è data quindi
localmente nelle coordinate θ dalle equazioni lineari (b, θ) = 0, b ∈ ∆W .

Prendiamo lo spazio trasversale a W di parametri zi = aie
θi , i ≤ k, zi =

ai, i > k. E calcoliamo sulle k forme riducendoci al caso degli iperpiani.
Lezione 16. Coomologia

Abbiamo visto, nella lezione sulle forme diffrenziali, la coomologia di De
Rham e la nozione di algebra differenziale graduata.

La coomologia ha in generale un aspetto formale algebrico.
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Formalmente un complesso di cocatene è una successione di gruppi abeliani
, ma nel nostro caso più semplicemente spazi vettoriali, Ci con operatori,
detti differenziali, di : Ci → Ci+1 e con la proprietà di+1 ◦ di = 0,∀i.

Usualmente si tralascia l’indice i nei differenziali che si indicano semplice-
mente con d.

Si danno le definizioni:
• Zi(C) := {a ∈ Ci | d(a) = 0 i cocicli
• Bi(C) := {d(a) | a ∈ Ci−1) i cobordi.

Per ipotesi Bi(C) ⊂ Zi(C) e si pone:

• H i(C) = Zi(C)/Bi(C) la coomologia.
Particolarmente importante è il caso in cui vi sia una moltiplicazione

ovvero ⊕iCi sia un algebra graduata.

Definizione 22. Si parla di algebra differenziale graduata quando, vi sia la
seguente compatibilità fra moltiplicazione e differenziale:

d(ab) = d(a)b+ (−1)ia d(b), a ∈ Ci

In questo caso si vede immediatamente che i cocicli sono un sottoanello
ed i cobordi un ideale dei cocicli.

Ne segue che la coomologia è essa stessa un algebra graduata.

Lezione 16. Coomologia

Vogliamo ora provare come, dalla decomposizione che abbiamo ottenuti
per gli anelli delle funzioni di un complemento di iperpiani in uno spazio vet-
toriale V oppure di un arrangiamento torico in un toro T , si possa calcolarne
la coomologia (almeno a coefficienti complessi).

In entrambi i casi partiamo da un insieme ∆ di vettori.

Nel primo caso ∆ := {α1, . . . , αN} sono vettori complessi, pensati come
forme lineari αi(y) a cui corrispondono gli iperpiani αi(y) = 0.

Nel secondo caso ∆ := {a1, . . . , aN} sono vettori interi, a cui corrispon-
dono sottogruppi di codimensione 1 (non necessariamente connessi) xa = 1.

Il complementare dell’arrangiamento
Useremo le seguenti notazioni:
Per gli iperpiani:

A∆ := {p ∈ V |αi(p) 6= 0, ∀i ∈ ∆}
Per il toro:

T∆ := {p ∈ T |xai(p) 6= 1, ∀i ∈ ∆}
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Funzioni sul complementare dell’arrangiamento
Indichiamo con: AV (= C[y1, . . . , yn] in coordinate), l’anello delle fun-

zioni (polinomi) su V .

AT (= C[x±1
1 , . . . , x±1

n ] in coordinate), l’anello delle funzioni (polinomi di
Laurent) su T .

Per gli iperpiani le funzioni su A∆:

R∆ := AV [d−1], d =
∏
αi∈∆

αi(y)

Per il toro le funzioni su T∆:

R(T )∆ := AT [d−1], d =
∏
ai∈∆

(1− xai).

In entrambi i casi siamo partiti da una coppia (W,S) dove:

• W è una componente dell’arrangiamento.
– Nel caso degli iperpiani W è un sottospazio intersezione degli

iperpiani dati.
– Nel caso del toro W è una componente connessa di una inter-

sezione di varietà del tipo xa = 1 con a fra i caratteri dati.
• S è una base non spezzata su W .

– Nel caso degli iperpiani questo vuol dire che S è una base non
spezzata per l’insieme degli αi ∈ ∆ che svaniscono su W .

– Nel caso del toro questo vuol dire che S è una base non spezzata
per l’insieme degli ai ∈ ∆ per cui xai = 1 su W .

La decomposizione
Fissata una coppia (W,S) con |S| = k e W di codimensione k, abbiamo

fatto
una scelta di coordinate z1, . . . , zn tali che:

• zi = αi(y), i = 1, . . . , k per gli iperpiani.
• xai , i = 1, . . . , k è un monomio nelle zi, i = 1, . . . , k per il toro.

In corrispondenza abbiamo un
anello commutativo di operatori differenziali:

• S∆ := C[
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zk
, zk+1, . . . , zn] per gli iperpiani.

• S(T )∆ := C[
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zk
, z±1
k+1, . . . , z

±1
n ] per il toro.

Infine abbiamo scelto un
elemento particolare.

• aW,S := 1Qk
i=1 zi

per gli iperpiani.

• bW,S := eW,SQk
i=1(1−xai )

per il toro.
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Dove eW,S ∈ C[z±1
1 , . . . , z±1

k ] è una funzione che vale 1 su W e 0 sulle altre
componenti connesse della varietà di equazioni xai = 1.

Il Teorema fondamentale che abbiamo provato è:

Teorema 33.1. (1) R∆ = ⊕W,SS∆aW,S
(2) S∆aW,S è stabile per gli operatori differenziali a coefficienti costanti.

Per il toro:
(3) R(T )∆ = ⊕W,SS(T )∆bW,S
(4) S(T )∆bW,S è stabile per gli operatori differenziali a coefficienti costanti.

Da questo ne traiamo una conseguenza per la coomologia.
Consideriamo le due algebre esterne di forme differenziali:

EV := C[dx1, . . . , dxn], ET := C[d log(x1), . . . , d log(xn)]

Descriviamo le: forme differenziali
• ΩAV

l’algebra delle forme differenziali algebriche su AV .
• ΩAT

l’algebra delle forme differenziali algebriche su AT
Naturalmente queste sono algebre differenziali rispetto alla usuale dif-

ferenziazione d.
Abbiamo:

Lemma 33.4.
ΩAV

= R∆ ⊗ EV

ΩAT
= R(T )∆ ⊗ EV = R(T )∆ ⊗ ET .

Da tutti questi fatti deduciamo che:

Teorema 33.2. Il complesso delle forme differenziali si decompone nella
somma diretta di complessi:

ΩAV
= ⊕W,SS∆aW,S ⊗ EV

ΩAT
= ⊕W,SS(T )∆bW,S ⊗ EV .

Per calcolare la coomologia (almeno come spazio vettoriale) basta quindi
calcolarla per i blocchi

S∆aW,S ⊗ EV , S(T )∆bW,S ⊗ EV .

La coomologia dei blocchi
Vedremo ora usando un fatto standard, La formula di Künneth che la

coomologia dei blocchi è piuttosto semplice in effetti:
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Teorema 33.3. La coomologia di S∆aW,S ⊗EV è di dimensione 1 generata
dalla classe di

aW,Sdz1 ∧ · · · ∧ dzk = d log(z1) ∧ · · · ∧ d log(zk)

Quella di S(T )∆bW,S ⊗ EV è il modulo libero
sull’algebra generata dalle forme d log(zi), i = k + 1, . . . n
dalla classe della forma bW,Sd log(z1) ∧ · · · ∧ d log(zk).

Per dimostrare questo teorema iniziamo dal caso più semplice, al quale ci
ricondurremo.

Prendiamo il complesso delle forme algebriche si C∗ ovvero la retta meno
lo 0.

La coomologia dei blocchi
È il più semplice arrangiamento di iperpiani.
L’anello delle sue coordinate è l’anello C[x, x−1] dei polynomi di Laurent

che decomponiamo come somma di due pezzi, i polinomi e le parti polari:

C[x, x−1] = C[x]⊕ x−1C[x−1]

Entrambi i pezzi sono moduli sull’anello C[ ddx ] degli operatori differenziali
a coefficienti costanti.

Però sono due moduli molto diversi (in qualche modo duali).
• L’operatore d

dx : C[x] → C[x] è suriettivo con nucleo lo spazio 1-
dimensionale dei polinomi costanti.

• L’operatore d
dx : x−1C[x−1] → x−1C[x−1] è iniettivo con immagine

x−2C[x−1].
• Infatti x−1C[x−1] è un modulo libero di rango 1 generato da x−1

sull’anello C[ ddx ].
La coomologia dei blocchi

• Quindi il complesso delle forme algebriche si decompone nella somma
dei due complessi:

•
C(x) : C[x] d−−−−→ C[x]dx,

Ĉ(x) : x−1C[x−1] d−−−−→ x−1C[x−1]dx
• Dalla discussione fatta abbiamo:

H0(C(x)) = C1, H1(C(x)) = 0,

H0(Ĉ(x)) = 0, H1(Ĉ(x)) = Cd log(x).

La formula di Künneth
La formula di Künneth descrive la coomologia di un complesso che si

ottenga, a partire da due complessi C,D con una operazione di composizione
detta prodotto tensoriale .
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Noi lo discutiamo nel caso più semplice, in cui i complessi siano formati
da spazi vettoriali.

Si danno le definizioni:
• Il complesso C ⊗D è in grado i per definizione ⊕h+k=iCh⊗Dk, per

il differenziale prendiamo la definizione:
• d(a⊗ b) := d(a)⊗ b+ (−1)ha⊗ d(b), a ∈ Ch
• Si ha evidentemente che

Zi(C)⊗ Zj(D) ⊂ Zi+j(C ⊗D),

Bi(C)⊗ Zj(D) + Zi(C)⊗Bj(D) ⊂ Bi+j(C ⊗D)
• Da questo abbiamo una applicazione indotta:

H i(C)⊗Hj(D) → H i+j(C ⊗D).

La formula di Künneth
La formula di Künneth afferma che in questo modo (per gli spazi vettoriali

solamente) abbiamo un isomorfismo:

⊕i+j=nH i(C)⊗Hj(D) → Hn(C ⊗D).

Evidentemente questa formula si può iterare.
Prendiamo ora n variabili x1, . . . , xn e lo spazio Ak dei polinomi in cui le

variabili x1, . . . , xk appaiono con esponenti strettamente negativi mentre le
rimanenti variabili con esponenti non negativi.

È allora chiaro che le forme algebriche Ω(Ak) a coefficienti in Ak sono un
sottocomplesso isomorfo al prodotto tensoriale di complessi:

Ω(Ak) := C(x1)⊗ · · · ⊗ C(xk)⊗ Ĉ(xk+1)⊗ · · · ⊗ Ĉ(xn)

La formula di Künneth
Dalla formula di Künneth segue che:

H i(Ω(Ak)) = 0, ∀i 6= k, Hk(Ω(Ak)) = Cd log(x1) ∧ · · · ∧ d log(xk).

Nel caso del toro invece abbiamo che il complesso S(T )∆bW,SbW,S⊗ET =

C[
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zk
, z±1
k+1, . . . , z

±1
n ]bW,S ⊗ ET è prodotto tensoriale:

C[
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zk
]bW,S ⊗ ET1 ⊗ C[z±1

k+1, . . . , z
±1
n ]⊗ ET2

Dove EV1 risp. EV2 sono le algebre esterne generate dagli elementi dz1, . . . , dzk
risp. dzk+1, . . . , dzn. Ora,

• il complesso C[
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zk
]bW,S ⊗ EN1 è isomorfo al prodotto dei

complessi Ĉ(zi), i = 1, . . . , k
• quindi la sua coomologia è 1-dimensionale, in grado k e generata

dalla classe di bW,Sdz1 ∧ · · · ∧ dzk



POLITOPI VOLUME E PUNTI INTERI 97

• mentre il complesso C[z±1
k+1, . . . , z

±1
n ]⊗ET2 è il complesso delle forme

algebriche sul toro di coordinate zk+1, . . . , zn
• e quindi la sua coomologia è l’algebra ET2 algebra esterna negli ele-

menti d log(zk+1), . . . , d log(zn).
�

La struttura moltiplicativa-iperpiani

Abbiamo visto che la coomologia è un’algebra ed è quindi interessante
discutere la sua struttura moltiplicativa.

Iniziamo con il caso degli iperpiani ∆ = {α1, . . . , αN} e quindi della
coomologia del complemento A∆.

È utile cambiare la normalizzazione e definire le forme ωi := 1
2πid log(αi).

Dal teorema della sezione precedente abbiamo che le classi di tali forme
generano la coomologia.

In effetti è vero qualcosa di molto più preciso.
Dalla formula ??egue che, dati elementi αi1 , . . . , αik linearmente indipen-

denti si ha: Relazioni fondamentali

k∑
h=1

(−1)hωi1 ∧ · · · ∧ ωih−1
∧ ωih+1

∧ · · · ∧ ωik = 0

Consideriamo dunque formalmente un’algebra esterna Λ(ψ1, . . . , ψN ), gen-
erata da elementi simbolici ψi, i = 1, . . . , N e in essa l’ideale I∆ generato
dagli elementi

R(i1, . . . , ik) :=
k∑

h=1

(−1)hψi1 ∧ · · · ∧ ψih−1
∧ ψih+1

∧ · · · ∧ ψik .

Indichiamo con Λ∆ l’algebra Λ(ψ1, . . . , ψN )/I∆.
Questa algebra è detta algebra di Orlik-Solomon dagli autori che l’anno

scoperta e studiata.
Sia ora E∆ la sottoalgebra dell’algebra delle forme differenziali, generata

dagli elementi ωi.
È una sottoalgebra dell’algebra dei cocicli, e finalmente H∆ l’algebra di

coomologia di A∆.
Da tutte le analisi fatte abbiamo omomorfismi

ρ : Λ∆ = Λ(ψ1, . . . , ψN )/I∆ → E∆, ρ(ψi) := ωi

π : E∆ → H∆.

π associa ad una forma in E∆ la sua classe di coomologia.
Abbiamo il Teorema fondamentale di Orlik-Solomon:
• Sia ρ che π sono isomorfismi.
• L’algebra Λ∆ ha una base formata dalle classi dei prodotti ψi1∧· · ·∧
ψik corrispondenti ai circuiti non spezzati αi1 , . . . , αik .
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A questo punto la dimostrazione di questo Teorema è facile. Già sappiamo
che H∆ è generata dalle classi degli elementi ωi e che le classi dei prodotti
ωi1 ∧ · · · ∧ ωik corrispondenti ai circuiti non spezzati αi1 , . . . , αik sono una
sua base.

Pertanto è sufficiente provare che, le classi modulo I∆ dei prodotti ψi1 ∧
· · · ∧ψik corrispondenti ai circuiti non spezzati αi1 , . . . , αik generano linear-
mente Λ∆.

Per questo abbiamo un algoritmo, se ψi1 ∧ · · · ∧ ψik corrisponde ad un
circuito spezzato αi1 , . . . , αik esiste un e ≤ k ed un indice i < ie con
αi, αie , . . . , αik linearmente dipendenti.

A tale dipendenza è associata la relazioneR(i, ie, . . . , ik) = −[ψi∧R(ie, . . . , ik)+
ψie ∧ · · · ∧ ψik ]

Quindi in Λ∆ al prodotto ψi1 ∧ · · · ∧ ψik possiamo sostituire:

−ψi1 ∧ · · · ∧ ψie−1 ∧ ψi ∧R(ie, . . . , ik)

che è una somma di monomi lessicograficamente inferiori.
Iterando l’algoritmo si arriva ad esprimere ogni monomio in termini di

monomi associati a circuiti non spezzati. �

La struttura moltiplicativa-tori

Nel caso degli arrangiament torici la situazione è molto più complicata ed
in generale la struttura moltiplicativa non è stata esplicitata.

Vi è un caso importante in cui la Teoria è simile al caso degli iperpiani,
il caso unimodulare.

Questo è il caso in cui vi è un unico punto dell’arrangiamento, ovvero ogni
base dello spazio vettoriale dei caratteri estratta da ∆ è anche una base del
reticolo dei caratteri.

Abbiamo già visto che una interessante classe di esempi unimodulari viene
dai grafi ed i networks.

In questo caso la teoria svolta implica che le classi degli elementi ψi :=
d log(xi), ωai := d log(1− xai) con ai ∈ ∆ generano la coomologia.

Dati comunque elementi indipendenti β1, . . . , βk ∈ ∆ ed un elemento β ∈
∆ da essi dipendenti:

Lemma 33.5. si deve avere una relazione del tipo β =
∑k

i=1 εiβi, εi = ±1.

DIM Completiamo β1, . . . , βk ad una base con elementi βk+1, . . . , βn ∈ ∆.
Se per assurdo un coefficiente ad esempio il primo avesse modulo m > 1 si
avrebbe la base β, β2, . . . , βk, βk+1, . . . , βn ∈ ∆ estratta da ∆ che genera un
sottoreticolo di indice m. �

Inoltre abbiamo una base della coomologia descritta a partire da circuiti
non spezzati.

Pertanto possiamo cercare di determinare le relazioni e dimostrare un
Teorema analogo a quello di Orlik-Solomon.

È necessario quindi trovare le relazioni.
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Iniziamo con alcune identità simboliche:
Poniamo, per i = 1, . . . , n, ωi := d log(1− xi), ψi := d log xi. Poniamo

θ = d log(1−
n∏
i=1

xi) =
∏n
i=1 xi

(1−
∏n
i=1 xi)

n∑
j=1

ψj .

Usiamo la relazione ??:

(76) 1−
n∏
i=1

xi =
∑

I({1,2,...,n}

∏
i∈I

xi
∏
j /∈I

(1− xj).

Ricordiamo la prova:
Spezziamo la somma in 3 termini: I = {1, . . . , n− 1}, I ( {1, . . . , n− 1}

ed n ∈ I. Otteniamo
n−1∏
i=1

xi(1− xn) + (1−
n−1∏
i=1

xi)(1− xn) + xn(1−
n−1∏
i=1

xi) = 1−
n∏
i=1

xi.

Da cui ∑
I({1,2,...,n}

1
(1−

∏n
i=1 xi)

∏
i∈I

xi
(1− xi)

=
1∏n

i=1(1− xi)
.

Che riscriviamo nel linguaggio delle forme differenziali moltiplicando per
dx1 ∧ · · · ∧ dxn:

Preso un sottoinsieme proprio I = {i1 < · · · < it} in {1, . . . , n} sia J =
{j1 < · · · < in−t} il suo complemento, si ha

1
(1−

∏n
i=1 xi)

∏
i∈I

xi
(1− xi)

dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

(−1)sI

∏n
i=1 xi

(1−
∏n
i=1 xi)

ωi1 ∧ ωi2 ∧ · · · ∧ ωik ∧ ψj1 ∧ · · · ∧ ψjn−k
=

(−1)sIωi1 ∧ ωi2 ∧ · · · ∧ ωik ∧ ψj1 ∧ · · · ∧ ψjn−k−1
∧ θ

con sI la parità della permutazione (i1, . . . , it, j1, . . . , in−t).
Definiamo allora le n-forme:

ΦI = (−1)sIωi1 ∧ · · · ∧ ωit ∧ ψj1 ∧ · · · ∧ ψjn−t−1 ∧ θ

Abbiamo quindi la identità

(77)
∑

I({1,2,...,n}

ΦI = ω1 ∧ · · · ∧ ωn.

Poniamo ora per s = 0, . . . n,

θ(s) = d log(1−
s∏
i=1

x−1
i

n∏
j=s+1

xj) =
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i=1 xi

(1−
∏s
i=1 x

−1
i

∏n
j=s+1 xj)

[−
s∑
j=1

ψj +
n∑

j=s+1

ψj ]

Per trovare una relazione coinvolgente θ(s) basta fare la sostituzione di
variabili xi 7→ x−1

i , 1 ≤ i ≤ s.
In generale osserviamo che

d log(1− x−1) = d log
x− 1
x

= −d log(x)− d log(1− x).

Quindi, la sostituzione di xi con x−1
i per i = 1, . . . , s, corrisponde, nella

formula (??) alla sostituzione di ωi con −ωi − ψi. Questo ci da una nuova
identità che denoteremo con (??’). �

Preso un elemento γ qualunque nel reticolo dei caratteri, poniamo per
coerenza ωγ := d log(1− xγ), ψγ := d log(xγ).

Consideriamo dunque formalmente un’algebra esterna Λ(ωa1 , . . . , ωaN , ψa),
generata da elementi simbolici ωai , i = 1, . . . , N, ψa, a ∈ Λ.

Per gli elementi ψa supponiamo che a → ψa è un isomorfismo lineare da
Λ al gruppo additivo da essi generato.

Ovvero che valgano le identità ψma+nb = mψa + nψb, a, b ∈ Λ, m, n ∈ Z

Prendiamo in tale algebra l’ideale I∆ generato dai seguenti elementi:
Presi fra gli elementi di ∆, k elementi indipendenti β1, βk sia β =

∑k
i=1 βi ∈

∆.
Completiamo ad una base del reticolo con elementi βk+1, . . . , βn.

Sostituendo nella espressione R :=
∑

I({1,2,...,n} ΦI − ω1 ∧ · · · ∧ ωn ad xi

l’elemento xβi abbiamo che ωi viene sostituito a ωβi
e θ a ωβ.

La relazioneR diviene un elementoR(β, β1, βk) ∈ Λ(ω1, . . . , ωN , ψ1, . . . , ψn).

Più in generale se β =
∑k

i=1 εiβi, εi = ±1, β ∈ ∆ possiamo ugualmente
fare una sostituzione, utilizzando la regola ω−a = −ψa − ωa ed ottenere un
elemento che chiameremo ancora R(β, β1, βk).

Come nel caso degli iperpiani possiamo considerare: l’ideale I∆ generato
da:

• Gli elementi ψma+nb −mψa − nψb.
• Gli elementi ωai1

∧ · · · ∧ ωaik
∧ ψa quando a è nel reticolo generato

dagli ai.
• gli elementi R(β, β1, βk) per tutte le relazioni di dipendenza β =∑k

i=1 βi fra elementi di ∆, con i βi linearmente indipendenti.
Indichiamo con Λ∆ l’algebra Λ(ψ1, . . . , ψN )/I∆.
Sia ora E∆ la sottoalgebra dell’algebra delle forme differenziali, generata

dagli elementi ωi, ψa.
È una sottoalgebra dell’algebra dei cocicli, e finalmente H∆ l’algebra di

coomologia di T∆.
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Da tutte le analisi fatte abbiamo omomorfismi

ρ : Λ∆ = Λ(ωa1 , . . . , ωaN , ψa)/I∆ → E∆, ρ(ψa) := d log(xa),

ρ(ωa) := d log(1− xa).
π : E∆ → H∆.

π associa ad una forma in E∆ la sua classe di coomologia.
Abbiamo il Teorema fondamentale di presentazione
• Sia ρ che π sono isomorfismi.
• L’algebra Λ∆ ha una base formata dalle classi dei prodotti ωai1

∧· · ·∧
ωaik

∧ ψaj1
∧ · · · ∧ ψajt

dove ai1 , . . . , aik è un circuito non spezzato
e aj1 , . . . , ajt sono elementi di ∆ parte di n − k elementi scelti per
completare ai1 , . . . , aik ad una base.

A questo punto la dimostrazione di questo Teorema è facile.
Già sappiamo che H∆ è generata dalle classi degli elementi ωai , ψa e che le

classi degli elementi ωai1
∧ · · ·∧ωaik

∧ψaj1
∧ · · ·∧ψajt

, proposti nel teorema,
sono una sua base.

Pertanto è sufficiente provare che, le classi modulo I∆ di tali elementi
generano linearmente Λ∆.

Preso un elemento qualunque ωai1
∧ · · · ∧ ωaik

∧ ψbj1 ∧ · · · ∧ ψbjt
abbiamo

due algoritmi di riduzione.
Prima di tutto tale prodotto modulo I∆ è 0 se gli elementi bjh non sono

linearmente indipendenti modulo il reticolo generato dagli elementi ais .
Inoltre, se ωai1

∧· · ·∧ωaik
corrisponde ad un circuito spezzato ai1 , . . . , aik

esiste un e ≤ k ed un indice i < ie con ai, aie , . . . , aik linearmente dipendenti.
A tale dipendenza è associata la relazione R(ai, aie , . . . , aik).
Tale relazione permette di esprimere il prodotto ωai1

∧ · · · ∧ ωaik
come

somma di altri termini i quali o contengono meno fattori ωa ovvero sono
lessicograficamente inferiori.

Iterando l’algoritmo si arriva ad esprimere ogni monomio in termini di
monomi associati a circuiti non spezzati. �
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Appendice 1, Polinomi ciclotomici

Nelle formule che abbiamo studiato otteniamo serie a coefficienti interi
espresse tramite calcoli su radici della unità.

Calcolare con tali radici è un caso speciale del calcolo con numeri algebrici.

Numeri algebrici
• Un numero α si dice algebrico se soddisfa una equazione f(α) = 0

con f(x) un polinomio a coefficienti razionali,
• Se dobbiamo calcolare espressioni razionali in un numero algebrico
α dobbiamo conoscere il polinomio monico minimo soddisfatto da α
(che è irriducibile ed anche unico).

• Se f(x) = xn+a1x
n−1+· · ·+an−1x+an abbiamo che ogni espressione

razionale in α si normalizza in modo unico come un polinomio in α
di grado < n a coefficienti razionali.

In termini più astratti si ha che i numeri 1, α, . . . , αn−1 sono una base del
campo Q(α) generato da α.

Regole di calcolo
Vi sono due regole di calcolo, la prima evidente consiste nella sostituzione

αn = −(a1α
n−1 + · · ·+ an−1α+ an).

La seconda permette di calcolare, dato un elemento g(α) 6= 0 con g(x) un
polinomio a coefficienti razionali, la espressione polinomiale per g(α)−1.

Per questo vi è un algoritmo standard basato sulla divisione Euclidea che
fornisce due polinomi a(x), b(x) con a(x)g(x) + b(x)f(x) = 1. Sostituendo
ad x il numero α ed utilizzando il fatto che f(α) = 0 si ha g(α)−1 = a(α).

Con questi principi di calcolo è necessario calcolare il polinomio minimo
soddisfatto da una radice m−esima della unità ζ = e2πi/m (o come vedremo
di una del tipo e2kπi/m con k < m e primo con m.

Un tale numero è detto radice primitiva della unità.
Le radici primitivem−esime della unità sono dunque tante quanti i numeri

naturali minori di m e primi con m.
Il numero φ(m) di tali numeri viene detta funzione φ di Eulero e si calcola

facilmente usando i seguenti fatti:
φ(ab) = φ(a)φ(b) se a, b sono primi fra loro.
φ(pk) = (p− 1)pk−1 se p è primo.

Il polinomio minimo soddisfatto dalle radici primitive m−esime della
unità viene detto polinomio ciclotomico m−esimo e denotato con φm(x).

Il polinomio φm(x) si può calcolare ricorsivamente dalla formula:

xm − 1 =
∏
d |m

φd(x).

(La espressione d |m significa d divide m.)
Esempio:
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Se m = p è primo φp(x) = xp−1 + xp−2 + . . .+ x+ 1.
φ4(x) = x2 + 1, φ6(x) = x3 + 1.
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Appendice 2, Moduli

Abbiamo usato la teoria dei moduli nel caso della algebra di Weyl.
In termini molto semplici una algebra R può essere descritta o intrinse-

camente ovvero come algebra di oeratori su uno spazio vettoriale, essenzial-
mente un modulo è una incarnazione di R come algebra di operatori.

In termini più formali un modulo è un omomorfismo p : R→ End(V ) da
R alla algebra di tuttti gli endomorfismi di uno spazio vettoriale V .

In un linguaggio equivalente un modulo è una moltiplicazione:

p : R× V → V, indicata (r, v) 7→ rv,

che soddisfi i seguenti assiomi:
p è bilineare. 1v = v per ogni v ∈ V , e (rs)v = r(sv) per ogni r, s ∈ R e

v ∈ V .
Il più naturale fra tutti i moduli è l’anello stesso R in cui la moltiplicazione

p coincide con la usuale moltiplicazione nell’anello. Tale modulo è anche
detto rappresentazione regolare.

Con i moduli si possono fare varie operazioni, la somma diretta di due
moduli M,N è lo spazio delle coppie (m,n), m ∈M, n ∈ N con r(m,n) :=
(rm, rn).

Un sottomodulo N ⊂M di un modulo M è un sottospazio vettoriale che
soddisfi rn ∈ N, ∀r ∈ R, ∀n ∈ N , in altre parole N è stabile rispetto agli
operatori indotti da R.

Una costruzione importante è il modulo quoziente M/N .
Si tratta di un nuovo spazio vettoriale che si ottiene da M identificando

tutti i vettori di N a 0 ovvero ponendo m1 = m2 se m1 −m2 ∈ N . Se N è
un sottomodulo la azione di R su M induce in modo naturale una azione su
M/N .

Possiamo costruire moduli, a partire dal modulo R con somme dirette e
quozienti.

Si dice modulo libero una somma diretta R⊕I (finita od infinita) di copie di
R. Formalmente dato un insieme I il modulo R⊕I è l’insieme delle funzioni
f : I → R con la proprietà che f(i) = 0 tranne un numero finito di elementi
(condizione vuota se I è finito).

Dato un moduloM ed un insiememi, i ∈ I di elementimi ∈M indicizzati
da I abbiamo una applicazione:

π : R⊕I →M, π(f) =
∑
i∈I

f(i)mi.

Si dice che gli elementi mi generano M se π è suriettiva.
In questo caso M è isomorfo a R⊕I/K dove K = {f ∈ R⊕I |π(f) = 0} è

il nucleo di π, detto anche modulo delle relazioni fra gli elementi mi.
Un caso particolarmente importante è quando M è generato da un unico

elemento m. In questo caso il modulo si dice ciclico. Il modulo delle relazioni
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di un modulo ciclico è un ideale sinistro I di R, I = {r ∈ R | rm = 0} detto
anche annullatore di m. Si ha M = R/I.

Vi sono classi importanti di moduli che abbiamo visto. Prima di tutto i
moduli irriducibili ovvero moduli M che non contengano alcun sottomodulo
N che non sia 0 ovvero M . Si vede immediatamente che un modulo ir-
riducibile è necessariamente ciclico e l’annullatore di ogni suo elemento non
nullo è un ideale sinistro massimale.

I moduli semisemplici o completamente riducibili sono le somme dirette
di moduli irriducibili.

Abbiamo già menzionato alcuni teoremi fondamentali sui moduli come
il teorema di struttura dei moduli semisemplici ed il teorema di Jordan–
Hölder.
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Appendice 3, Reticoli

Studiamo un semplice aspetto della teoria dei gruppi abeliani finitamente
generati.

Prendiamo come reticoli i sottogruppi di Zn per un dato n,
È facile provare che un tale reticolo è finitamente generato. Si può quindi

dare un tale reticolo con un insieme finito di generatori che possono essere
quindi esibiti tramite una matrice A ad elementi interi ed n×m.

Cambiare una base di Zn corrisponde a moltiplicare A a sinistra per una
matrice B invertibile n×n a coefficienti interi ottenendo una nuova matrice
BA mentre un modo per cambiare generatori corrisponde a moltiplicare A
a destra per una matrice C invertibile m×m a coefficienti interi ottenendo
una nuova matrice AC.

Le moltiplicazioni a sinistra per matrici intere invertibili sono descritte in
modo più algoritmico tramite una sequenza di: operazioni elementari sulle
righe

• Scambiare due righe.
• Cambiare segno ad una riga.
• Sommare ad una riga una altra riga moltiplicata per un intero.

In modo simile, le moltiplicazioni a destra per matrici intere invertibili
sono descritte tramite una sequenza di operazioni elementari sulle colonne.

Ora l’algoritmo fondamentale consiste nel:
(1) permutare righe e colonne in modo tale che a1,1 6= 0 sia il minimo

elemento (in valore assoluto) non nullo nella matrice .
(2) Cambiare se necessario segno in modo che a1,1 > 0.
(3) Per ogni i = 2, . . . , n, se ai,1 6= 0 fare la divisione Euclidea ai,1 =

a1.1q + r, |r| < a1,1.
(4) Sommare alla i−esima riga la prima moltiplicata per −q.
(5) Fare lo stsso tipo dei passi 3. e 4. ma sulle colonne.
(6) Tornare al passo 1 e iterare.

Si arriva ad una nuova matrice A′ in cui si ha ai,1 = 0 = a1,i, ∀i > 0.
A questo punto si comincia ad operare con lo stesso algoritmo sulla ma-

trice ottenuta eliminando la prima riga e prima colonna di A.
Alla fine abbiamo una matrice che ha tutti elementi 0 fuori della diagonale

ai,i. Posto di := ai,i si ha inoltre che per un qualche k i primi k fra i di sono
positivi ed i rimanenti nulli.

Con ulteriori operazioni elementari è possibile inoltre normalizzare ulte-
riormente i di in modo che d1 | d2 | d3 | . . . | dk.

Non è difficile provare che tali di sono invarianti di A, precisamente∏h
i=1 di è il massimo comun divisore dei determinati (non nulli) di tutti

i minori h× h estratti da A.
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Appendice 4, Trasformata di Laplace

Nello spazio Rn abbiamo definito la trasformata di Laplace tramite la
formula:

L(f)(y) :=
∫

Rn

e−(y,x)f(x)dx.

A parte eventuali normalizzazioni questa trasformata va confrontata con la
Trasformata di Fourier

f̂(y) =
1√
2π

n

∫
Rn

ei(y,x)f(x)dx.

La principale differenza, specialmente per i nostri calcoli, sta nel fatto che,
mentre nella trasformata di Fourier il nucleo ei(y,x) ha modulo 1 nella trasfor-
mata di Laplace il nucleo può andare a 0 o ad ∞, esponenzialmente.

La principale proprietà che useremo della trasformata di Fourier è che
preserva la norma L2 ovvero il:

Teorema di Plancherel:∫
|f̂(y)|2dy =

∫
|f(x)|2dx.

Nei casi di nostro interesse possiamo legare la trasformata di Laplace a
quella di Fourier come segue. Se la funzione f(x) ha supporto in un cono
puntuto ed ivi ha un andamento polinomiale possiamo definire la trasformata
di Laplace non solo per y reale nell’interno del cono duale ma anche per
z = y + iu complesso. Ora tale funzione risulta olomorfa in z nella regione
della spazio complesso con parte reale in tale cono duale. Ad y fissato si ha
inoltre:

L(f)(y − iu) :=
∫
e−(y−iu,x)f(x)dx = ĝ(u), g(x) := e−(y,x)f(x).

In particolare dal Teorema di Plancherel segue che, se la trasformata di
Laplace di f è 0, anche f è zero. Il che ci permette di parlare di inversa
della trasformata di Laplace.
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