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Esercizio 1. Sian > k e sia Gi(R"™) l'insieme dei sottospazi vettoriali k-dimensionali di R™. Seguen-
do i suggerimenti dati pit avanti, dimostrare che Gi(R™) ha una struttura di varieta differenziabile
compatta e connessa di dimensione k(n — k).

Esercizio 2. Sia E(R") = {(p,v) € Gx(R")xR" | v € p} esian : Ex(R") — Gi(R"™) 'applicazione
(p,v) — p. Dimostrare che la terna (Ei(R"™), 7, Gx(R™)) & un fibrato vettoriale reale di rango k e
ce.

Esercizio 3. Ripetere 'esercizio 1 nel caso complesso, dimostrando quindi che G(C"™) ¢ una varieta
complessa. Dimostrare che il fibrato universale E(C™) & un fibrato olomorfo.

Esercizio 4. Sia X uno spazio topologico e {U,}qaeca un ricoprimento. Supponiamo che per ogni
coppia (a, 3) € A x A sia assegnata una funzione continua

9ap : Ua NUg — GL(k,R)

e che questa collezione di mappe verifichi le seguenti proprieta:

1) gaa(m) = Idkxk VYm € Ua

2) 9o © 93y = gay in Us NUgNU,.

Sia E l'unione disgiunta dei U, x R*: introduciamo una relazione d’equivalenza R in E come
segue

Uy x R¥ 5 (z,e)R(y, f) € Upg x RFsz=yef = gag(x)e

Sia F lo spazio quoziente dotato della topologia indotta e sia 7w : £ — X la mappa che associa alla
classe d’equivalenza di (z,e) il punto z € X.
Verificare che (E,m, X) ¢ un fibrato vettoriale (continuo) di rango k.
Esercizio 5. Siano (E,7g, X) e (F,mp, X) due fibrati vettoriali C*°. Sia ¢ : E — F' un morfismo
di fibrati e supponiamo che ¢|g, sia un isomorfismo per ogni € X. Verificare che ¢ ¢ allora un
isomorfismo di fibrati (e cio¢ ¢ ¢ anche un diffeomorfismo).

Suggerimenti per I’esercizio 1.
Costruzione di una topologia su G;(R")

Consideriamo l'insieme Vi (R™) delle k-ple di vettori linearmente indipendenti di R™.

Esercizio 1.1.

Verificare che Vi,(R™) & un aperto del prodotto cartesiano R™x (k) xR™.

Suggerimento. Vi (R™) é linsieme delle matrici reali k X n con rango uguale a k; trovare un’appli-
cazione continua F : Myxn,(R) — RN, con N opportuno, tale che Vi(R") = F~1 (RN \ 0).

Consideriamo ’applicazione suriettiva

q: Vi(R") — G(R")



che alla k-pla (v1,...,v) associa il sottospazio Span(vl, ...,Uk) e dotiamo G (R™) della topologia
quoziente 7.

Alternativamente, possiamo considerare l’insieme VkO(R") delle k-ple di vettori ortonormali e la
suriezione gy = q|V£(Rn). Possiamo anche dotare G (R"™) della topologia quoziente rispetto a g :
V2(R™) — Gi(R™); sia Ty questa topologia.

Esercizio 1.2.

Verificare che T = Ty.

Suggerimento. Considerate il sequente diagramma

i Gram—Schmid
VOR") — Vi(Rm) SLamzochmicl 0 gn)

| | [
G(R") — Gr(R") — Gr(R")

Dimostrate che questo diagramma é commutativo (& banale) e costituito da applicazioni continue.
Servitevene per concludere [’esercizio.

Esercizio 1.3.
Verificare che V2(R™) & un compatto di My, (R™).
Esercizio 1.4.
Dimostrare che G(R™) é di Hausdorff.
Suggerimento. Basta dimostrare che due qualsiasi puntiY, Z € Gi(R™)sono separati da una funzione
continua. Fissato w € R™, consideriamo p,(X) = d(w,X)?%. Verificare che py, : GL(R") — R ¢
continua. Considerate poi w € Z\'Y e concludete [’esercizio.
Conclusione: G;(R"™) ¢ uno spazio topologico di Hausdorff compatto.
Ulteriori proprieta topologiche
Esercizio 1.5.
Dimostrare che G(R™) é connesso.

Suggerimento. Dimostrate che Gp(R™) é connesso per archi. Presi X ed Y in Gi(R™) occorre
trovare un cammino che li congiunge. Cercate di utilizzare il fatto che

GL(n,R)T :={A € GL(n,R) | det(A) > 0}

¢ connesso per archi.
Osserviamo che ci sono anche altri metodi per dimostrare che Gi(R™) é connesso.

Esercizio 1.6.

Dimostrare la sequente Proposizione: Siano X ed Y spazi topologici, con X a base numerabile.
Supponiamo che esista un’applicazione continua f : X — Y che sia suriettiva ed aperta. Allora Y
¢ a base numerabile.

Esercizio 1.7.
Dimostrare che G(R™) é a base numerabile.



Suggerimento. Dato che VE(R™) ¢ a base numerabile (¢ un aperto di R"x *¥) xR"), basta dimostrare
che q ¢ aperta. *
Costruzione di una struttura differenziabile su G;(R")

Fissiamo Xy € Gi(R™): vogliamo dimostrare che esiste un intorno aperto U di Xy omeomorfo a
R¥(=k) " Ricordiamo che possiamo scrivere R” = X, & XOL. Sia

U={Y e G,(R") | Y N Xy =0} .

Esercizio 1.8.
Dimostrare che U é un aperto di Gi(R™).
Suggerimento. Se {x1,...,x,_r} & una base di Xd‘, dimostrate dapprima che

q_l(U) = {(yl, 7yk) | (yl, cs Yk L1, --wxn—k) € VR(RH)} )

verificate poi che ¢~ Y(U) ¢é aperto costruendo un’applicazione continua F : Vi, (R") — R tale che
g ' (U) = F71(R\ {0}).
Indichiamo con 7 e 7 le proiezioni ortogonali di Xy & XOJ- su Xg e Xol rispettivamente.

Esercizio 1.9. Per ogni Y € U, si ha che m|ly : Y — Xy & un isomorfismo di spazi vettoriali.
Suggerimento: basta dimostrare che & iniettiva.

Rimane quindi definita ’applicazione

S: U — Hom(Xo,Xg)
Y — WL’yO(ﬂ'ly)il

Fissiamo poi una base V := {v1, ...,vx} in Xo ed una base U := {uy, ..., u,_} in Xg; rimane allora
definito un isomorfismo di spazi vettoriali (quindi, in particolare, un omeomorfismo)

dyy : Hom(Xo, Xg) — RE=R)

®y y ¢ l'applicazione che associa ad un’applicazione lineare X — Xd- la sua matrice associata con
base di partenza V e base di arrivo U.
Sia Ty y := ®y y o 5; denoteremo spesso questa applicazione semplicemente con T'.

Esercizio 1.10. Verificare che T' ¢é continua. B
Suggerimento: potete ad esempio cercare T : ¢~ (U) — Rk continua tale che Toq=T.

Inoltre T ¢ biiettiva; infatti ®y y € ovviamente biiettiva; S & anche biettiva, con inversa data,
per ogni ¢ € Hom(Xp, Xy ), da

S7Hp) = Span(z1 + @(1), ..., T + P(T1))

Vediamolo per k = 1, cio¢ per lo spaazio proiettivo (voi dovrete fare il caso generale). Notiamo che V' (R™) = R™\0
e che R\ 0 = GL(1,R) agisce per omeomorfismi su V' (R™). Notiamo anche che

qfl(Q(’U)) = Uxz£0AV = Une@rL(1,R) AV
Ne segue che se A ¢ aperto in V!(R™) = R™\ 0 allora
q ' (q(A) = Uxear(1,r)AA

che ¢ aperto in quanto unione di aperti. Per definizione si ha allora che g(A) ¢ aperto.



Esercizio 1.11. Verificare lespressione di S™1; verificare che linversa di T ¢é continua.

In conclusione, ogni X € Gj(R") possiede un intorno coordinato omeomorfo a R¥("—%) ed &
quindi una varieta topologica (connessa e compatta) di dimensione k(n — k).

Rimane da verificare che due carte locali sono C'°°-compatibili sulla loro intersezione.

Osservazione. Sia Y € U. Fissiamo una base {vi,...,v;} di Xp; allora, esiste un’ unica base
{y1, .., yx} di Y tale che 7(y;) = v; e vale l'identita y; = v; + S(Y")v;.

Consideriamo, allora, due intorni coordinati U e U’ tali che U N U’ # ();
U={Y|YnXxt=0},U ={Y|YnX) =0}

Osserviamo preliminarmente che le carte che abbiamo introdotto in U e U’ rispettivamente di-
pendono dalla scelta delle due basi in X, X+ ¢ X', (X’ )L; é chiaro pero che se dimostriamo che
le due carte U e U’ sono C*-compatibili per scelte particolari delle basi, allora le carte saranno
C>®-compatibili per scelte arbitrarie delle basi 2. Questa osservazione preliminare ci permette di
scegliere basi opportune, che semplificano la dimostrazione della C'°°-compatibilita.

Fissiamo quindi Y € UNU’. Sia V = {vy,...,v;} una base di X e sia U = {uy,...,u,_} una
base per X*. Indichiamo con v la proiezione su X’ di v; + S(Y)v;. {v],...,v,} ¢ una base di X' e
rimane definita un’applicazione lineare invertibile 1) : X — X’ tale che ¥ (v;) = v}; ¢ = 7’|y oy 71,
dove 7|y ¢ la proiezione di Y su X e 7’|y quella su X', entrambe isomorfismi per quanto osservato
in precedenza. Consideriamo la base V' = {v],..., v} di X’ e sia U’ un’arbitraria base ortonormale
di (X")*.

Esercizio 1.12 Verificare che le carte (U, Ty y) e (U', T5y 1) sono C*-compatibili. In altri termini,
consideriamo T(UNU') e T"(UNU"), due sottoinsiemi aperti di RF™—*) = My—yxi(R); dimostrate
che Uapplicazione T' o T~ :

M- iyxk(R) 2T(UNU) 32 A—T oT Y (A) e T'UNU") € M,_pyxx(R)

dipende in maniera C*° dai coefficienti della matrice A.
Ora mettete tutto insieme e concludete 'esercizio 1 dimostrando che

La Grassmanniana Gi(R™) ha una struttura di varieta differenziabile connessa compatta di dimen-
sione k(n — k).

2Questa & una semplice conseguenza della formula che lega le matrici associate ad una stessa applicazione lineare
quando si scelgano basi di partenza ed arrivo differenti



