Algebra Lineare. a.a. 2003/03. Prof. P. Piazza
Soluzioni per 1’esame del 3 Febbraio 2003

Soluzione esercizio 1.
Notiamo innanzitutto che

U = Span -4 |, 2

e che questi due vettori costituiscono una base per U. Equazioni cartesiane per U
si ottengono riducendo con Gauss

1 1 T
-4 2 Y
3 -3 | z

ed imponendo la compatibilita L. Si ottiene I’equazione
r+y+2=0.

Procedendo analogamente si ottiene l’equazione cartesiana per V:
r—4y+3z2=0

Quindi equazioni cartesiane di U NV sono

z+y+2=0
r—4y+32=0

Risolvendo il sistema si ottiene
Base diUNV: {(7,-2,-5)}.

Soluzione esercizio 2.
Sfruttando la lineritd di F' abbiamo:

F(l,0,0) = F(]-a]-’]-) - F(Oala]-) = (05_131)
1 1
F(O,I,O) = §F(05171) + EF(O,l,—l) = (172a_1)

1 1
F(OJOJ 1) = §F(071:1) - §F(07 15_1) = (0)150)

Quindi la matrice associata ad F' nella base canonica &

0 1 0
A=| -1 2 1
1 -1 0

Soluzione esercizio 3.
Il polinomio caratteristico di A &

pa(A) = (3 = 1)%
Quindi gli autovalori di A sono A = 1, con molteplicita algebrica 2, e A = —1, con

molteplicita algebrica 2. Risolvendo i sistemi di equazioni lineari omogenee con
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matrici associate (A — Id) e (A + Id) si ottengono basi degli autospazi Vi(F4) e
V_1(F4) rispettivamente. Si trova:
Base di I/1(‘FA) {(15 07 0; 0)7 (OJ 07 1; 1)}7
Base di V_1(F4) : {(0,1,0,0),(0,0,1,-1)}.
Ne deduciamo che
my(1) =mqe(1), my(—1) =ma(-1);

ne segue che F4 e diagonalizzabile e una base di autovettori ¢ data da

{(17 07 07 0)7 (07 07 17 1)7 (07 17 07 0)7 (07 07 17 _1)}'

Soluzione esercizio 4. Scegliamo per f , un qualsiasi vettore non nullo di W, per
esempio

fi=i+]
Se iz = xi +yj + zk si deve avere
z—y+2=0
z+y=0.
Risolvendo il sistema otteniamo
f,=i—j—2k

(O un qualsiasi suo multiplo non nullo.) ? II vettore f,edatodatf Af,, dovet
¢ tale che [[tf, A i2||2 = 12. Calcolando si ottiene

[y =2i—2j+2k.
(O il suo opposto.)

Soluzione esercizio 5. La linearita di 7" segue dalle properieta di linearita del
prodotto scalare .Calcolando si ottiene

Quindi la matrice associata a T nella base {4, j, k} &

1/2 0 —1/2
A= 0o 1 0
~-1/2 0 1/2
Avendo la matrice A otteniamo facilmente basi per Ker(T') e Im(T'):
Base di Ker(T): {(1,0,1)},

2In alternativa, potevano fissare una qualsiasi base di W, ad esempio
9,=t+j e g,=j+k
e poi porre
f=9, f2:g2_Mf1
L X < < i1’£1 >=

3si poteva anche riconoscere subito che I’applicazione 7" ¢ la proiezione ortogonale sul piano
perpendicolare a u e abbiamo verificato a lezione che una tale applicazione ¢ lineare



Base di Im(T): {(1,0,-1),(0,1,0)}.

Soluzione esercizio 6.
Vettori direttori di r e s sono dati da
(37_27 _3)7 (17_171)

rispettivamente. Questi due vettori sono 2 vettori di giacitura del piano; ne segue
che I’equazione del piano &

z—1 y—1 2-1

det 3 -2 -3 |=0
1 -1 1

e cioe

Sr+6y+2z—12=0
In alternativa: i parametri di giacitura di un piano parallelo ad r ed s sono dati da

(det =2 3| |3 -3 3 —2>

-1 1 11 |odet) g 4

e percio ’equazione cartesiana del piano per Py = (1,1,1) parallelo ad r ed s &
5x—1)+6(y—1)+2—-1=0

ovvero
50 +6y+2—-12=0

Soluzione esercizio 7.
Un vettore direttore di r &

v=3i—2j— 3k.
Equazioni parametriche di r sono date da

z=-143t
y=1-—2¢
z2=2-3t

Sia P(t) € r il punto che corrisponde al parametro t; il vettore
PyP(t) = (3t —1)i — 2tj + (2 — 3t)k
rappresenta il vettore direttore della retta per Py e P(t). Imponendo a tale vettore
di essere perpendicolare a v otteniamo ’equazione 22t — 9 = 0. Quindi un vettore
direttore della retta passante per P, incidente r ed ortogonale a r &
51 — 185 + 17k
ed equazioni parametriche della retta cercata sono date da
T =51
y=1-—18t
z =17t
Eliminando la ¢ abbiamo equazioni cartesiane
18z 4+ 5y =5
172 — 52 =0
La retta cercata poteva anche ottenersi come intersezione del piano per Py ortogo-
nale ad r e del piano per r e F.



