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Esercizio 1. Determinare ’intersezione dei seguenti due sottospazi di R®:

1 1 1 1
U = Span 11,10 , W = Span 0 |,]5
1 1 -1 1

Soluzione. Iniziamo con ’osservare che U & generato da due vettoriin R3. Gener-
icamente due vettori in R® sono linearmente indipendenti, per cui la dimensione at-
tesa di U & due. Con ragionamento analogo la dimensione attesa di W & anch’essa
due. La somma U +W & generata da quattro vettori di R®. Genericamente, quattro
vettori di R® generano tutto R2, per cui la dimensione attesa per U + W & 3. Ne
segue che la dimensione attesa per l'intersezione UNW ¢ 2+ 2 —3 = 1. Ovvero
prima ancora di fare alcun calcolo quel che ci aspettiamo & che l'intersezione di U e
W sia un sottospazio di R® di dimensione uno. E’ possibile che questa aspettativa
venga smentita dai calcoli; se questo accase significa che i dati del problema non
sono affatto generici, bensi molto particolari. Passiamo ora a determinare effetti-
vamente l'intersezione tra U e W. Per prima cosa estraiamo delle basi dai sistemi
di generatori proposti, utilizzando Ialgoritmo di Gauss. Per il sottospazio U si ha

1 11 1 1 1
1 01 0 -1 0

Si tratta di una matrice di rango due, per cui i generatori di U costituiscono ef-
fettivamente una base e dimU = 2 come atteso. Continuando con I’eliminazione
gaussiana possiamo determinare una base di U con un maggior numero di zeri, e
dunque piu comoda per i calcoli:

111_)101
010 010

ovvero
1 0
U = Span 01,1 = Span (e, €,)
1 0
Procedendo in modo perfettamente analogo per W troviamo
1 0 -1 1 0 -1
1 5 1 0 5 2
da cui
1 0
W = Span 0 |,|5 = Span <i17i2)
-1 2

e dimW = 2 come atteso. Per determinare l'intersezione U N W, osserviamo che
un vettore v € U N W & un vettore di U e dunque si scrive v = z1e; + T2e, ma &
anche un vettore di W per cui si scrive v = y; f LTy f . Otteniamo cosi il sistema

{ v =1x1e) + Tae,
v=yf, +y2f,
1



che & equivalente al sistema

V=181 + T26,
r1e) + 226y —tn f —va2f, =0

La prima equazione di quest’ultimo sistema puo essere letta come una formula per
v in termini di z1, z2, 4, €5, mentre la seconda equazione & un sistema lineare omo-
geneo nelle variabili 21, 22,y1,y2. Risolvendo questo sistema omogeneo, estraendo
z1, T2 dalla soluzione e sostituendo nella formula v = z1e; + z2€, troviamo esplici-
tamente i vettori v dell’intersezione. La matrice associata al sistema, rispetto alle
variabili 21, z2, —y1, —y2 €

10 1 010
01 0 5|0
10 -1 210
Risolviamo questo sistema con il solito algoritmo di Gauss:
10 1 010 10 1 010 101 0|0
01 0 5(0|l—-|01 0 510 010 5 |0
10 -1 210 00 -2 2|0 001 -1/0
100 1 10
-0 1 0 5 |0
001 -1/0
Ritraducendo questa matrice in un sistema (ricordando che le variabili sono, nell’ordine

x1,%2, —Y1, —Y2) troviamo

1 —y2=0
ro — 5y2 =0
—y1+y2=0
ovvero
I = t
I = 5t
y=t
y2 =1
In particolare (z1,xz2) = (¢,t) per cui
1
v=te +te, =tle; +ey) =t| 1
1
e dunque
1
UNW = Span 1
1

edimU NW =1 come atteso.

Esercizio 2. Determinare ’intersezione dei seguenti tre sottospazi di R?:

1 1 2 1 1 2
1 0 1 0 5 5
U = Span 11119 , V =Span 1ltil o
1 0 2 0 b) 4



W = Span

SO O =
SO =O
= o oo

Soluzione. Ragionando in modo perfettamente analogo a quanto fatto per ’esercizio
precedente si vede che U, V e W hanno dimensione attesa uguale a tre, U NV ha
dimensione attesa due e (U N V) + W ha dimensione attesa quattro. Per cui la
formula di Grassmann ci dice che la dimensione attesa per l'intersezione UNV NW
€ 24+3—4 = 1. Per determinare esplicitamente l'intersezione UNV NW cominciamo
con lestrarre delle basi “comode” dai sistemi di generatori dati:

1111 1 1 1 1 1 1 11
1010|—-|0 -1 0 -1|—=-]0 1 01
21 2 2 0 -1 0 0 0 -1 0 0
1111 1110 1010
/010 1|—>|{010O0|—=-10100
0 0 01 0 0 01 0 0 01
dunque
1 0 0
0 1 0
U:Span 1 ’ 0 ) 0 :Spa‘n (gla§27§3)
0 0 1
Mediante eliminazione gaussiana sui generatori di V' otteniamo
10 -1 0 10 -1 0 10 -1 0
15 1 5|—-]05 2 5|—=|05 2 5
25 0 4 05 2 4 00 0 -1
10 -1 0 10 -1 0
-0 5 2 5|—>]05 2 0
00 0 1 00 0 1
ovvero
1 0 0
0 5 0
V = Span 111210 =Span<i1,i2,I3)
0 0 1
Infine il sistema di generatori dato per W & gia ridotto:
1 0 0
0 1 0
W = Spa‘n ol’lol’]o0 = Spa‘n (gl’g2’23)
0 0 1

Procedendo come nell’esercizio precedente, determinare un vettore v e UNV NW
porta al sistema

= T16; + T2ey + T3€3
nf, +yf, +ysf,
=4, + 224, + 239,

SIS
I



4

ovvero al sistema

V=216, + X269 + T3€3
r1€) + Toey + w33 —Y1f, —y2f, —ysf, =0
T1€) + Taey + T3ez — 219, — 229, — 239, = 0

e di nuovo la prima equazione puo essere letta come una formula per v mentre
le altre due equazioni sono un sistema lineare omogeneo. La matrice associata a
questo sistema omogeneo, nelle variabili x;,x2, 3, —y1, —y=2, —Y3, —21, —22, —23 €

100 1 0000 O0]0
010 0 5 000O0O0]0
100 -12 000 0]0
001 0 O010UO0O0]0
100 0 O0O0OT1O00]0
010 0 O0O0OO0OT1O0]0
100 0 O0O0OOOO0]O0
001 0 O0O0O0O0T1)0

Possiamo risolvere questo sistema mediante il solito algoritmo di Gauss:

100 1 0O0O0O0O0])O0
010 0 5 00O0O0f|O0
000 -22000O01{0
5 001 0 010O0O0f{O0
000 -1 001 0O0f{O0
010 0 O0O0O0OT1TCO0O]|O0
000 -1 000O0O0f|O0
001 0 0O0O0OO0OT1T]{O0
100 1 0 0O0O0 0|0
010 0 5 O0O0O0O0]0
000 1 -1000O0O0]0
5 001 0 0 1 0O0O0]0
000 -1 0 O010O0]0
000 O -5 001O0]0
000 -1 0 O0O0O0OO0O]|O0
001 0 0 O0O0O0T1]0
100 1 0 0 0O0 O0}O0
010 0 &5 0 0O0O0]0
001 0 O 1 00 010
N 000 1 -1 0 0O0TUO0]0
0 00 -1 0 0 1 0O0])0
0 00 0 -5 0 01 0]0
0 00 -1 0 0 0O0O0]O0
000 0 O -1001)0
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Ritraducendo questa matrice in un sistema lineare (e ricordando che le variabili

sono, nell’ordine, 1,2, T3, —y1, —Y2, —Y3, —21, —2Z2, —23) troviamo

1'1:0
1'2:0

Z‘3—Z3=0

0
0

—ys+23=0
—Z1:0
. —Z2:0

—
—Y2




ovvero

( .'13120
.'13220
.’E3=t
y1=0

§ ¥2=0
ys =t
21:0
22:0

L 23=t

In particolare (z1,z2,z3) = (0,0,t) da cui

= o oo

e dunque

o O O

UNnVNW = Span

1
e l'intersezione di U, V e W ha dimensione uno, come atteso.

Esercizio 3. Dimostrare che, dati tre sottospazi U, V,W di R", si ha
UnNnV)+UnNW)CUN(V+W)

e mostrare con un esempio che in generale ’inclusione & stretta, ovvero che in

generale si ha
UnWV)+UnW)£Un((V+W).

Soluzione. Siav € (UNV)+({UNW) allorav=v, +v, conv, e UNV e
vy € UNW. Poiché v; € UNYV, in particolare v; € U; analogamente v, € U, e
dunque v = v; +wv, € U. D’altra parte v; € UNV implica v; € V; allo stesso modo
vy € UNW implica v, € W. Dunque v = v; +v, € V + W. Pertantov € U e
veV+W,ovverov € UN(V +W). Abbiamo cosi dimostrato che ogni elmento di
UnV)+(UNW) giacein UN(V + W), ovvero (UNV)+UNW) CUN((V +W).
Per dimostrare che in generale I’inclusione & stretta basta considerare i seguenti tre

= S = S 5 = S

Si ha, evidentemente UNV = U NW = {0} e dunque (UNV) + (UNW) = {0},
maV+W=R edunque UN(V+W)=UNR2 =U.




