Algebra Lineare. Gruppo I-Z. Prof. P. Piazza
Soluzioni del compito pomeridiano del 11/12/02

Soluzione esercizio 1. L’applicazione Fy : R® — R’ & definita da una matrice
non-singolare. Ne segue che F4 & iniettiva e suriettiva. Inoltre F4 ha 5 autovalori
distinti: ne segue che esistono 5 autovettori linearmente indipendenti, ne segue che
F4 & diagonalizzabile (esiste una base di autovettori).

Soluzione esercizio 2. Per definizione
F(]-: 1) = _2(17 1) = (_27 _2) ) F(_170) = 3(_170) = (_370) -

F' ¢ allora univocamente determinata dalle condizioni date perché ¢ lineare e perché
¢ nota sui vettori v; = (1,1) e v, = (—1,0) che sono una base di R?. La matrice
associata ad F nella base {v;,v,} &

Schematicamente:

A associata a {v;,v,} {v;,v5}.
Vogliamo trovare

B associata a {e;,e,} {e;,es}-

Sia M la matrice che ha come colonne le coordinate della base canonica {e;,e,}
rispetto alla base {v;,v,}: quindi

|Q1 €y |:| UV Uy |M
Sappiamo che
B=M"1AM
Noi non conosciamo M ma conosciamo M ~! perché conosciamo M’ tale che
!
lv, v =] e e |M,

1 -1

. N
(infatti M —‘ 1 0

‘) e sappiamo che M’ = M1, da cui

e quindi, in definitiva,

1 0 0 3

B:‘l —1H—2 0‘ 0 1‘
La matrice B & ovviamente diagonalizzabile (questo era chiaro sin dal principio
dato che B & la matrice associata ad un’applicazione diagonalizzabile).

Soluzione esercizio 3. Calcolando il polinomio caratteristico si scopre che A am-
mette gli autovalori reali Ay = 1, A, = 0 con molteplicita algebrica rispettivamente
2 e 2. Si ha poi

r1+2x4=0
To+x3 =0

.’L'1—.’L'4:0
.’L'2—.’L'3:0

V= fze® { b W=feer|{ }

1



Questi autospazi hanno entrambi dimensione 2. Per il criterio di diagonalizzabilita
! ne segue che A & diagonalizzabile. A & quindi coniugata alla matrice diagonale

1 000

0
A_0
0

OO =

0
0
0

o O O

inoltre dato che
1= Spa'n((]-a 0,0, 1)7 (Oa 1,1, 0)) , Vo= Span((la 0,0, _1): (07 1,-1, 0)) )

vediamo che una matrice diagonalizzante e data da

1 0 1 0
01 0 1
M= 01 0 -1
10 -1 O

Ne segue che che A = M~YAM e quindi che
A1224 _ pral224pp-1

Soluzione esercizio 4. Il polinomio caratteristico di A4 & A2 + 2\ + 2 che ha radici
A1 = —14+ie Az = —1 —1i. Ne segue che A non & diagonalizzabile su R. D’altra
parte A e diagonalizzabile su C dato che ammette 2 autovalori distinti. La matrice
diagonale alla quale A & coniugata ¢ la matrice
-1+ 0

0 —1—1
La matrice diagonalizzante M e la matrice che ha come colonne le coordinate degli
autovettori di F§. Dato che Vo141 = {(21,22) € C? |21 —ize = 0} = C(1,—i) e
V_1-: = C(1,4) concludiamo che una matrice diagonalizzante per A &
1 1

—t 1

A=

Soluzione esercizio 5. Due matrici coniugate hanno lo stesso polinomio carat-
teristico; cio implica, ovviamente, che se due matrici hanno polinomi caratteristici
diversi, allora non sono coniugate. Ne segue, calcolando tali polinomi caratter-
istici, che le uniche matrici che possono essere coniugate sono A e A4. Si ha
Py, () = Pa, () = A2 — 5) + 6 che ha radici distinte \; = 2, Ay = 3. Quindi 45 &
coniugata alla matrice diagonale A con

’

A=lg 3

A, & anche coniugata alla matrice A e quindi (con piccolo ragionamento) Ay &
coniugata a A4, come volevasi.

20‘

1(i) radici del pol. carat. reali; (ii) molteplicita algebrica=molteplicitd geometrica.



