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1) viave=-VoAvy (pr.a anticommutative o.alternante);

9y (avi)Ave=vy Afavsy) =a(viA vV, (pr.a’ associativa con

la moltiplicazione per uno scalare a);

3) (ViV} A W=V AW Y AN, WA(Vy +¥p) WAV F WAV,

(pr.a distributive rispetto all’addizione vettoriale).

Le 1),2) sonoimmediate tenuto contodelle 2°,30.3.1,30.3.2
(con riguardo allo spazio).

_Per stabilire la 3) (e basta provare una delle due rela-
zioni, poiche' 1’una segue dall’altra tenuto conto di 1), pre-
mettiamo due osservazioni. _

Consideriamo il prodotto WAV essendo ¥ un versore {u=1),
e pensiamo 1 vettori u,v, @AV applicati in (0. Siha allora ov-
viamente:

{6.9.1) Se ulv, il vettore uAV si
ottiene (fig.5) facendo rotare v di unan-
golo retto intorno alla retta orientata

per O di versore u, nel verso di rotazio-

ne positivo associato alla orientazione

Fig.'5

dello spazio (si ricordi 2°,n.31.2, e si
tenga conto che le terne (w,v,uav), (V.,uA v,u)} sono equiver-
sel.

Se v non € ortogonale ad ¥, possiamo decomporre V in un
vettore v'L u e in un vettore auHu (v=v'+an), come si ‘ha su-

bito dalla fig.6. Tenuto conto che l’area

o__. v .
u - del parallelogramma costruito suW,V ugua-
Y glia quella del parallelogramma (rettan-
ar et golo) costruito su u,v' e che le due cop-

pie di vettori sono equiverse sul piano,

s1 ha:

{6.2.2) uav=uAa(vi +au)=uav'.

Fig. 6
Cio posto, per provare la 2% delle

3), poniamo W =bu ove u ¢ un versore paralleloaWw e b uno sca-




=
3
i)
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lare. Bastera' dimostrare larelazione che si ottiene sostituen-
do uw a w, giacche si passa poil al caso generale tenendo conto
di 2}.

Si ha:

uA (v, +v.“2) =g A (v tamevh vamu)

n

un[(vi+v}) +(ag +ay)ul,

dove @¢,,6, sono scalari,vilu, vhiLlu e guindi anche (vi¥vy)Llu.
Tenuto conto di 6.2.1 i vettori WAV UAVS, wA(VSrvh)

si ottengono risp. da vi,V5, Vi Vs con la stessa rotazione di

un angolo retto intorno alla retta orientata di versore 4,quin-

di:

| BA(viivh) =u.Avi +u AV

Avuto riguardo a 6.2.2 si ha percio®

mA{vitvy)

wA{vitvy;)

1]

WAV +uAVS

=uA(vite,u) tuA(vitd,m)

WAV, +U AV

lLe proprieta’ dimostrate consentono, anche per l’operazio-
ne di prodotto vettoriale, il calcolo agevole e non dissimile

dal calcolo algebrico ordinario, fatta eccezione per la pro-
B . p
prieta’ anticommutativa 1), -alla quale occorre porre particola-

re attenzione,

6.3. Vogliamo esprimere . il prédotto vettoriale mediante
le coordinate dei vettori.

Osserviamo in primo luogo the per i versori 1i,J,k del ri-
ferimento RC sussistono le relazioni seguenti,immediata conse-
guenza della definizione di prodotto vettoriale edel fatto che
le terne ordinate di vettori (ijk}, (iki), (ki}) sono equiver-
se (2°,n.31.1); l
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Tn primo luoge si pone come al n.30.2 1la definizione di
riferimenti dello spazio RA(OLIK),RA(0'1°J'k’) equiversi ocon-
traversi,ovvero di terne ordinate di vettors: indipendenti (ijk),
(i’j’k") equiverse o contraverse, a seconda che sia p031t1vo o
negativo il segno del determinante della matrice (a ) (B, k=1,

2.3) della corrispondente trasformazione di coordinate {o del
corrispondente cambiamento di base).

Una orientazione dello spaZié 'si definisce allora dsso-
ciando allo spezio unae classe o l’altra di rffarimenti RA(Oijk)
tra loro eguiversi. . -

Inalterate restanc le proposizioni 30.3,1,30.3.2 (e le lo-
ro dimostrazioni), se riferiterallo spazio,

Cosi’ p.es. ne segue che il riferimento RA(Oij%) & equi-
verso a BA(O, -i,-),%)e contraverso a flA(0, -1, §,K),RA(0,-1,-§, -k ).

Dalla proposizione 30.3.2 segue ora altresi’ che eseguendo
sur verseri di un riferimento RA(Oi)k) una permutazione pari o
disparti si ottiene un riferimento risp. equiversc o contraver-
€0, 351 tratta di una immediata conseguenza del fatto che upa
permutazione di classe pari o dispari puo’ ottenersi con un nu-
mero di1 scambi risp. pari o dispari.Percio AA{0ilk) e equiver-
so a RA(Ojki), RA(Okij} e contraverso a RA(Okji), RA(0Oiky),

RA(OFik).
Anche inelterata resta la proposizione 30.3.3 se riferita

allo spazie.

Qualche avvertenza occorre pero per quanto concerne il tra-
“sporte allo SpﬂZlO ‘della necessita’ della condizione espressa
da 30.3.3. Si comincera’ col far variare, senza degenerazione,
il rlferlmentoBA(Olj) portandolo nel riferimento RA{0Y;") gia-
cente sullo stesso piano di RA(0i’j’)}, in guisa inoltre, come
® sempre possibile inbase al n.30.5, che RA(0I°§") e BA(OL"317)
siano equiversi su tal piano., Tenuto conto della prop031z1one‘
30.3.3 stessa per il casc del piano,si puo’ anzi far si’ che ri-

7

B . .
sulti i=1', 3", Simultaneamente si sara’ fatto variare 1l

. B . .
versore H portandole in %" in modo che i versori della terna




(2°

,31.1,32.2,31.3)

variahile si conservlno sempre indipendenti. Si riconosce al-
¢
lora (analogamente al caso del piano) che k ,R" devono trovar-

. E’ allora

v . - it 0 .
ossibile far variare ancors k ortandolo a coincidere con k'’
P n

si-di necessita’ da una stessa parte del piano 0i’j

senza degenerazione della terna.s

3.2, e cbnsi&erazioni del n.30.4 possonc anch®esse e-
stendersi allo spazio se pure in mode meno immediato. Vi ac-
cenniamo rapidamente.

Fissato un riferimento BA{O1ik), si consideri 1'asse z o-
rientato eil fascio di semipiani di asse z (cioe’ 1'insieme dei
semipiani aventi per origine l'asse z). Si con-
sideri in tale fascio il verso di rotazione che
da’, per intersezione col piano xy, il verso di
rotazione positivo ivi definito da BA(Q11) (n.
30.4).

Il riferimento RA(Oilk) puo associarsi co-
si’ ad un verso di rotazione intorno ad un asse

_orientato (cfr.fig.18), che si dice positivo ri-

spetto al riferimento.

Facendo variare nello spazio e6n continui-

‘ta’ i1l riferimento BA, si ottengono versi di ro-

Fig. 18

tazione intorno ad assi orientati che si dicone
concordi con quello di partenza. Quindi si ha che un’orienta-
zione dello spazio puo’anche assegnarsi mediante una classe di
versi di rotazione concordi interno ad assi ortentatt.

" Cambiando il verso di rotazione intorno all’asse, oppure
cambiando il verso dell'asse di rotazione, si dttengono‘ovvia-
mente.versi di rotazione intorno ad assi orientati discordi ri-
spetto a quelli assegnati, .cice’ associabili a riferimenti con-

traversi col riferimenvo RA.

81.3. Per estendere allo spazio quanto detto alun. 30.5 per
il piano,occorrerebbe con31derare lo spazio immerso inuno spa-

zio di dimensione superiore.
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