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Soluzione per gli esercizi di preparazione. Parte 2.
L’esercizio 1 ¢ molto semplice. Diamo la soluzione del 2

Soluzione esercizio 2.

(2.1) Sia A la matrice che definisce T. B subito visto che A ha rango 2 e quindi
Im(7T) ha dimensione 2. Notiamo poi che v; & la somma delle prime due colonne di A
e che v, ¢ la somma della seconda e terza colonna di A. Ne segue che vy, v, € Im(T);
essendo non paralleli ne segue che sono una base di Im(7).

(2.2) Sia {v;,v,} la fissata base di Im(7"). Per semplificare la notazione, poniamo
T|w = T'; sia A’ la matrice associata a 7" nella base {v;,v,}. Per determinare A’
basta esprimere

T'vy =avy + Puy,  T'vy = vy + du,

perché allora, per definizione di matrice associata ad un endomorfismo in una fissata
base, si avra:

r_ | @ Y
a=|2 ’
Si ha
1 0 1 1 2
Tv,=Tv, =Av; =1 1 0 21=1]3
0 1 -1 1 1
e, analogamente, T'v, = (1, 3,2). Rimane quindi da esprimere (2,3,1) e (1,3,2) in

funzione di v; v4: impostando i due semplici sistemi

2=a+20 1=~v+26
3=2a+p0 3=2v+9
l=a-p 2=~v-9§

e risolvendo in «, 3 e v, d si trova

A,_‘4/3 5/3 ‘

1/3 —1/3

(2.3) Calcolando il polinomio caratteristico det(A’ — AId) si verifica che 7" ha gli
autovalori reali e distinti ed e quindi diagonalizzabile.

Soluzione esercizio 3.
(3.1) W ha equazioni x; — 23 = 0 = x5 — 24.
(3.2) (U)* ha equazioni

r1+x3=0
I2+I4:0
1+ 2o —23—24=0

e ne segue che (U)* =R(—1,1,1,—1). Ne segue che hy, = £(—1,1,1,—1)
(3.3) Immediato.
(3.4) Consideriamo la base ortogonale G = {gl,gz,ﬁl + ho,hy —hy} esia Fla
base ortonormale associata. Denotiamo con £ la base canonica. Dalla definizione
1



2

di T segue subito che

100 0
000 O
M;(T):oooo
000 —1

Sia C' la matrice del cambiamento di base, dalla base canonica alla base F: C =
M&(Idga); questa ¢ la matrice che ha come j-ma colonna le coordinate di f nella

base £. Siha C~' = CT perché le due basi sono ortonormali. Dalla formula magica

si ottiene:
ME(T) = C- ME(T) - CT

e cioe
0 0 1 0
0 0 0 O
ME(T) = 1 000
0 0 0 O

(3.5) dimKer(T') = dim Im7T = 2
(3.6) V = Span(e;, e5). Esaminando la matrice Mg (T) scopriamo che Te; = e,
e Te; = e;. Ne segue che V & invariante e T|y & una biezione.



