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1. Lezione 1.

1.1. Definizione di fibrato vettoriale.

Definizione 1.  Un fibrato vettoriale C*° di rango k & una terna (E,m, M), dove E e M sono
varieta C°, 7 : F — M & un’applicazione C*° suriettiva, tale che per ogni m € M

(i) lafibra E,, = 7! (m) ha una struttura di spazio vettoriale di dimensione k;

(ii) esiste un intorno U di m e un diffeomorfismo ¢y : 771 (U) — U x R* tale che
per ogni m' € U

a) U (Eny) € {m'} x R*
b) ¢ulp ,: Em — {m'} x RF & un isomorfismo di spazi vettoriali.

La varieta M e detta base del fibrato; la varieta E e detta spazio totale del fibrato.
Gli intorni U sono detti intorni banalizzanti, i diffeomorfismi ¢y banalizzazioni locali.
Se per ogni m € M 'intorno U puo essere scelto uguale ad M, il fibrato vettoriale si dice banale.

Notazione. Denoteremo spesso il fibrato (E, 7, M) con (E — M), oppure, semplicemente con E.
Definizioni analoghe.

e Fibrati vettoriali nella categoria degli spazi topologici e applicazioni continue.
e Fibrati vettoriali su C.

e Se M ed FE sono varieta complesse (quindi le carte ¢, : U, — C™ hanno valori in C" e le
funzioni di transizione 1z 0 ;! : ¥o (Us) € C" — 95 (Ug) € C" sono biolomorfe) allora (E,r, M)
& un fibrato vettoriale complesso olomorfo se ogni banalizzazione locale oy : 771 (U) — U x CF ¢
biolomorfa.

1.2. Funzioni di transizione.

Dalla definizione segue che M ammette un ricoprimento {U,} con intorni banalizzanti, che
chiameremo ricoprimento banalizzante. Per ogni coppia di aperti U,,Ug del ricoprimento, con
Uoa NUg # 0, e per ogni m € U, N Ug 'applicazione

_ -1 .
9ap (m) = Qu,|g,, © <90U5‘{m}ka> -
{m} x R¥ = {m} x R¥

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.
Allora possiamo pensare alle gog (m) come applicazioni
9ap : Ua NUg — GL (k,R).
Queste vengono dette funzioni di transizione e verificano due proprieta:
1) gaa(m) =Idgr Ym € Uy N Ug,
2) 9aB © 98y = Gar in Uy N UB N U»y.

Se M ¢ una varieta differenziabile e se sono dati un ricoprimento {U,} di M e mappe gq3 :
U,NUg — GL (k,R) soddisfacenti le proprieta 1) e 2), allora e possibile definire un fibrato vettoriale
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(E,m, M) che ammetta le g,3 come funzioni di transizione. Precisamente, consideriamo I'insieme

E ottenuto prendendo 1'unione disgiunta di tutti gli intorni U, x R¥; introduciamo una relazione
d’equivalenza R in E come segue

Us xR¥ 5 (z,0) R (y, f) €eUs x RF sz =y e f = ggalz)e
Sia F lo spazio quoziente dotato della topologia indotta e sia 7 : E — M la mappa che associa alla

classe d’equivalenza di (x,e) il punto z € M. Uno degli esercizi del primo compito a casa consiste
nel dimostrare che (E, 7, M) ha una naturale struttura di fibrato vettoriale.

Quindi si puo dare una definizione alternativa di fibrato vettoriale, come una varieta M su cui
siano dati un ricoprimento {U,} e una collezione di mappe go5 : UsNUg — GL (k,R) soddisfacenti
le proprieta 1) e 2).

1.3. Morfismi di fibrati.

Definizione 2.  Siano (E,w, M) e (F,n’, M) due fibrati vettoriali (sulla stessa base). Una mappa
di fibrati (o un morfismo di fibrati) da (E, 7, M) a (F,n’,M) & un’applicazione differenziabile
f : E — F che manda omomorficamente fibre in fibre corrispondenti, ovvero tale che per ogni
me M

1) f(En) C Fn

2) flg, : Bm — Fmn & un omomorfismo di spazi vettoriali.

Una mappa di fibrati f : F — F si dice isomorfismo di fibrati se ¢ un diffeomorphismo e manda
isomorficamente fibre in fibre corrispondenti, ovvero se per ogni m € M

f’Em : By — Fiy,

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. Un’analoga definizione vale nel caso topologico (richiederemo
semplicemente che f sia continua e, nel caso di un isomorfismo, che sia un omeomorfismo).
Il seguente lemma ¢ di facile dimostrazione (altro esercizio del primo compito a casa).

Lemma 1. Siano (E,7wg, M) e (F,mp, M) due fibrati vettoriali. Sia f : F — F un morfismo di
fibrati e supponiamo che f|g,, sia un isomorfismo per ogni m € M. Verificare che f & allora un
isomorfismo di fibrati (e cio¢ f ¢ anche un diffeomorfismo).

1.4. Esempi notevoli.

Esempio 1. Sia M una varieta differenziabile. Per ogni punto m € M indichiamo con T,,M lo
spazio tangente alla varieta M nel punto m. Poniamo

T™ = | ] TnM
meM
e definiamo 7 : TM — M ponendo 7 (x) = m se x € T,, M. Si verifica che (T M, 7, M) ¢ un fibrato
vettoriale il cui rango & uguale alla dimensione di M. Tale fibrato vettoriale si dice fibrato tangente
ad M. Per ulteriori informazioni sul fibrato tangente potete consultare [11].

Esempio 2. Sia RP" lo spazio proiettivo di dimensione n. Ricordiamo che RP™ = S§"/ ~, dove
~ ¢ la relazione che identifica i vettori ze —z. Sappiamo che RP™ ¢ una varieta differenziabile
compatta. Consideriamo l'insieme

Ep (R") = {([z],v) e RP" x R"" : v = Az}

e l'applicazione 7 : Ey (R"*!) — RP" definita da 7 ([z],v) = [z]. La terna (E; (R"*!), 7, RP")
¢ un fibrato vettoriale di rango 1. Facciamo vedere come trovare banalizzazioni locali: per ogni
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[z] € RP"™, consideriamo Uy, un intorno di z in S™ ad intesezione vuota con la sua immagine tramite
la mappa antipodale; 'aperto U = U;/ ~ C RP"™ & un intorno banalizzante di [z] e il diffeomorfismo
oy 1 (U) — U x R definito da oy ([z],tz) = ([z],t) & una banalizzazione locale.

Analogamente la terna (E1 ((C”H) ), CP") e un fibrato vettoriale complesso olomorfo di rango 1.

Esempio 3. Sia n > k. Poniamo
G (R™) = {sottospazi vettoriali k—dimensionali di R"}.

Lo spazio G}, (R™) ha una naturale topologia: sia V;(R") 'aperto di R” x x - - - x R™ k-volte costituito
dalle k-ple di vettori linearmente indipendenti. Esiste una suriezione 7 : Vi (R") — G (R")

m(vy,...,v,) = Span(vy, ..., v) .

Dotiamo G (R™) della topologia quoziente: U & aperto in Gy(R") se e solo se 771 (U) & aperto in
Vi (R™).
Gr(R™) ha una naturale struttura di varieta differenziabile compatta di dimensione n(n — k). Con-
sideriamo l’'insieme

Ey (R") = {(p,v) € Gx (R") xR" : v € p}
e 'applicazione 7 : Ej (R") — Gy (R") definita da 7 (p,v) = p. La terna (Ey (R"),w, Gk (R™))
¢ un fibrato vettoriale di rango k e C'°. Le verifiche di tutte queste affermazioni costituiscono
un interessante esercizio del Primo compito a casa (con suggerimenti). Si noti che per k = 1
riotteniamo 1’esempio 2.
G (R™) é detta la Grassmanniana dei k-piani in R". (Ej (R"), 7, G (R™)) € detto fibrato universale
sulla Grassmanniana.

Esempio 4. Analogamente lo spazio G (C™) & una varietd complessa compatta di dimensione
complessa n(n — k) e la terna (E, (C"), 7, Gk (C")) ¢ un fibrato vettoriale complesso olomorfo di
rango k, detto fibrato universale su Gy(C™).

Osservazioni.

1. Se T' € GL(n,C) allora T" induce un’applicazione T} : G;,(C") — G1(C"), che ¢ un diffeomor-
fismo.

2. C’¢ un’applicazione naturale

(1) Y Gi(C") — Gpg(C7)

ottenuta mandando V in V+. Quest’applicazione ¢ un diffeomorfismo.
3. Alcuni autori definiscono la Grassmanniana G(C™) come l'insieme dei sottospazi di codimen-
sione k in C™. Le due definizioni sono compatibili tramite I’applicazione 1 in (1).

1.5. Sezioni di un fibrato.

Definizione 3. Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale. Una sezione C°° del fibrato ¢ un’appl.
differenziabile s : M — E tale che m o s = Id|,;, ovvero tale che per ogni m € M risulti s(m) €
En =7"1(m).

Denotiamo con C* (M, E) I'insieme delle sezioni C*° del fibrato (E,r, M). Si noti che, poiché ogni
fibra & una spazio vettoriale, anche C* (M, E) & uno spazio vettoriale, le cui operazioni sono definite
punto per punto. Notiamo anche che C*° (M, E) ha una naturale struttura di C°°(M )-mudulo.

Proposizione 1. Un fibrato vettoriale (E, 7, M) di rango k ¢ banale se e solo se esistono k sezioni
C™® sy, ..., s linearmente indipendenti, ovvero tali che sy (m), ..., s (m) siano linearmente indipen-
denti per ogni m € M.
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Dimostrazione.

Supponiamo (E, , M) banale. Allora esiste una mappa di fibrati ® : E — M x RF che induce
un isomorfismo ® : E,, — {m} x R¥ su ogni fibra. Sia ¥ = &~ : M x R¥ — E e definiamo le
applicazioni s; : M — E ponendo s; (m) = U (m,¢;) (dove ¢; ¢ I'i -simo vettore canonico di R¥).
Le applicazioni sy, ..., S sono sezioni C'*° e per costruzione sono linearmente indipendenti.
Supponiamo che esistano k sezioni C'*° sy, ..., s linearmente indipendenti. Definiamo ¥ :
M x R¥ — Eponendo ¥ (m,z) = x's; (m) + ... + 2¥s; (m). L’applicazione ¥ & C™ e induce
un isomorfismo su ogni fibra. Allora non e difficile vedere, questo € il Lemma 1, che ¥ & un
diffeomorfismo. Quindi (E, 7, M) ¢ banale. [

Osservazione. Notiamo che la dimostrazione stabilisce 1’esistenza locale di k sezioni linearmente
indipendenti su ogni aperto banalizzante. Si dice che queste sezioni costituiscono una base locale.

Esempio. 1l fibrato (E; (R™*!), 7, RP™) non & banale.

Dimostrazione. Basta far vedere che ogni s € C*° (RP"7 Er (R”+1)) si annulla in un punto. Sia
s : RP" — E; (R"H) una sezione. Sia p : S™ — RP" la proiezione canonica. L’applicazione
qg=sop:S" — E (R") ¢ tale che ¢ (z) = ([z],t(z)z), con t € C®(S™). Inoltre, poiché
q(—z) = q(z), si deve avere t(—z) = —t(x) . Allora, poiché S™ & connessa e in particolare
t € C°(S™), deve esistere z, € S, tale che t (zy) = 0, ovvero tale che s ([z]) = ([z],0). O

Possiamo dare anche una definizione alternativa di sezione. Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale,
con ricoprimento {U,} e funzioni di transizione g,3 : Uy N Ug — GL (k,R). Una sezione C* del
fibrato & allora una collezione {s,} di mappe s, : U, — RF¥ differenziabili tali che per ogni coppia
di aperti U, e Ug non disgiunti e per ogni m € U, N Ug risulti

Sa (M) = gag (m) 55 (m) .

Le due definizioni sono equivalenti come ora mostreremo.
Sia s una sezione C'*° (nel senso della prima definizione). Occorre verificare che esiste una collezione
{54} di mappe che soddisfa le condizioni richieste nella seconda definizione. Sia m € M e siano U,

un intorno di m banalizzante e ¢, una banalizzazione locale su U,. Se ey, ..., €} sono i vettori della
base canonica di R”, o 1 (m,eq),...,¢5" (m,e;) sono una base di E,,. Quindi esistono k& numeri,
che chiamo

1 k

So (M) 5.0y 8q (M)
tali che
k
Z i —1
B (m) = Sa (m) Pa (m7gi) .
i=1

Allora, considerando la restrizione di s a U, N Ug, si ha
oo, = 3 sh (M) oa (mye) = 37 s (m) o5 (m, e;)
i=1 =1

()



Applicando ¢, al secondo e terzo membro, si ha
Soshm) e = Y shm) (vaows) (me) =
i=1 i=1

k
= > s (m) gap(m) (¢;) =
i=1

k

= > sh(m) (gas (m))] (g;) -

=1

dove I'indice in basso in (gas (m))z ¢ 'indice di colonna.

Quindi ‘
st (m) = 55 (m) (gap (m))?,

t . .
! ) , sl ottiene

k
oy eees S

Allora, ponendo s, = (s o

Sa = GaB 53-
Quindi la collezione {s,} soddisfa le condizioni richieste nella seconda definizione.

11 viceversa e chiaro: se sono date le {s,} e le banalizzazioni, allora possiamo definire una sezione
globale s.
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2. Lezione 2.

2.1. Operazioni sui fibrati.
Dati 2 fibrati su M (E, 7% M), (F, 7", M) si possono definire i fibrati
E*, EQF, E®F, A"E, Hom(E,F)=EQ® F*
a partire dalle corrispondenti operazioni sulle fibre. Ad esempio, poniamo
E®F :=UpemEnm & Foy s

rimane allora definito il fibrato (E@® F, 7®F M) che per costruzione ha come fibre (7F®F)~1(m) =
FE,, @ F,,. La banalita locale ¢ ereditata da quella di E ed F: per ipotesi Vm € M esistono aperti
UE | UF e diffeomorfismi locali

oF : (7P)THUP) - UP x R”
(bF . (WF)fl(UF) _ UF % RTL
con cui si costruisce il diffeomorfismo
¢E@F . (T‘_E@F)*l(UE m UF) N UE m UF X Rk‘Fﬂ,

che da la banalizzazione di F & F'. Lascio a voi i dettagli.

Osservazione 1. Consideriamo un morfismo di fibrati f : £ — F. E allora chiaro che f definise in
maniera naturale una sezione sy € C°°(M, Hom(E, F')): bastera porre s¢(m) := f|g,,. Supponiamo
che mg € M sia tale che sf(mg) € Iso(Epm,, Fin,), allora esiste un intorno aperto di my, U, tale che
sf(m) € Iso(Ep,, Fin) Vm € U (per la dimostrazione bastera considerare un intorno banalizzante di
mo ed utilizzare il fatto che GL(k,R) e aperto in My, (R)).

2.2. Fibrato indotto da un’applicazione (pull-back).
Sia f : N — M un’applicazione tra le varieta differenziabili M ed N e sia (E, 7, M) un fibrato

su M. Si consideri 'insieme
fE ={(n,v) € N x E|f(n) =m(v)}.

Esistono due applicazioni naturali f e 7"¢:

f:f*E— E con f(n,v) =v
7. f*E — N con n™(n,v) =n
(f*E, 7" N) ha una naturale struttura di fibrato vettoriale; esso &, per definizione, il fibrato
indotto da f su N. La fibra di f*E sun ¢ Ey(,), come segue subito dalla definizione.

Facciamo vedere la banalita locale: ~
sia U un intorno banalizzante di M; f~1(U) ¢ allora un aperto di N e si ponga f~1(U) = U. Sia

YU xRF - 77 HU)
una banalizzazione di 7=(U). Si definisca:
Y : U x RF — (7" ~1(D)

con

P(n,v) = (n, ¢ (f(n),v))
Si ha m(¢(f(n),v))

( =/ (n) come deve essere ed ¢ facile verificare che ¥ & un diffeomorfismo, con
inversa 1 : (7)~1(U) — U x R¥ definita da ¢! (n,w) = (n,%) con ¢ (n, ) = w.
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Osservazioni.
1. Se (E,m, M) & banale e f : N — M & un’applicazione differenziabile allora il fibrato indotto su
N , f*E, e anche banale.
2. Seg:Z —Y e f:Y — X sono due mappe C*, allora (f o g)*FE ¢ isomorfo a g*(f*E):
(fog)*E = g*(f*E): bastera mandare (z,e) € (fog)*E in (z,(g(z),e)) € g*(f*E).
3. Sei:Y — X & un’inclusione allora E|y = i*E: bastera mandare e € E|y in (7w(e),e).
4. Si puo dare una definizione di fibrato indotto utilizzando le funzioni di transizione: se E =
{(Ua, gap)}, si ponga

f*E = {(f_l(Ua)agozﬁ o f)}
5. Se f: N — M & una mappa C* allora otteniamo una mappa lineare indotta f* : C>°(M; E) —
C*(N, f*E) associando a s la sezione f*s, con (f*s)(m) := s(f(m)).
6. Se f: N — M & un’applicazione costante, f(n) = mg,Vn € N, allora f*E & banale, perché
isomorfo al fibrato banale N x E,,.

2.3. Il semigruppo Vect(X). Teorema di omotopia.
In questa sottosezione lavoreremo nella categoria degli spazi topologici e funzioni continue.

Definizione 4. Sia X uno spazio topologico compatto di Hausdorff . Vect;(X) ¢ per definizione
I'insieme delle classi di isomorfismo di fibrati vettoriali complessi di rango k. Analogamente si
definisce Vectk (X)), le classi di isomorfismo di fibrati vettoriali reali di rango k. Poniamo Vect(X) =
Uy Vect (X).

E importante notare che Vect(X) ¢ un semigruppo abeliano rispetto all’operazione @, con elemento
neutro uguale al fibrato banale X x {0}. Notiamo anche che se f : Y — X & continua allora
loperazione di pull-back induce un morfismo di semigruppi f* : Vect(X) — Vect(Y). Abbiamo
quindi definito un funtore Vect( ) dalla categoria degli spazi topologici compatti e applicazioni
continue alla categoria dei semigruppi abeliani e morfismi di semigruppi. Questo funtore risulta
essere omotopico: questa fatto fondamentale & conseguenza del seguente teorema

Teorema 1. (di omotopia) Sia Y compatto e siano fo, f1, due applicazioni continue Y — X. Sia
(E — X) un fibrato vettoriale su X. Se fo é omotopa a fi, fo ~ fi, allora fE ¢é isomorfo a f{E.

Il teorema vale nell’ipotesi piti generale che Y sia paracompatto.

Dimostrazione.

Sia {fi}ico1) I'omotopia fra fo e fi. Basta dimostrare che la classe di isomorfismo di ffE &
localmente costante in t.

In generale sia H — Y x [0, 1] un fibrato; utilizzeremo le notazioni

Y x{t}:=Y,, Hlyxy :=H;

Sia s; € C(Y7, H;): allora esiste un’estensione s € C(Y x [0,1], H) tale che s|y, = s;. Dimostriamo
questo fatto: sia x € Y; ed U un intorno di x che sia banalizzante per H; la sezione s, ristretta
a Y, NU puo essere considerata come una funzione a valori vettoriali definita su un chiuso di
uno spazio topologico normale; per il teorema di Tietze esiste un’estensione ¢ty € C(U, H|y) di s,
ristretta a Y; N U. Dato che Y & compatto esiste un ricoprimento finito di Y;, {Uy,...,U,,} con
U; aperto, ed estensioni t; di s, ristretta a Y; NU;. Sia {¢;} una partizione dell’'unita subordinata
al ricoprimento {Uy,...,Upn}. E chiaro che ¢;t; ha una naturale estensione ad una sezione in
C(Y x [0,1, H): concludiamo che ) ; @jtj € un’estensione cercata.

La stessa identica dimostrazione stabilisce il seguente

Ltutti i nostri spazi topologici sono di Hausdorff se non specificato diversamente
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Lemma 2. (di estensione) Sia X uno spazio topologico compatto di Hausdorff e W C X un
sottoinsieme chiuso. Sia (E — X) un fibrato vettoriale. Allora ogni sezione sy : W — E| puod
essere estesa ad una sezione s € C(X, E).

La dimostrazione dipende solo dall’esistenza di una partizione dell’unita ed infatti il Lemma vale
nell’ipotesi piu generale che X sia paracompatto di Hausdorff.
Abbiamo ora bisogno di un altro risultato preliminare:

Lemma 3. Siano F ed F' due fibrati su X, X compatto. Sia W C X un chiuso e supponiamo che
esista un isomorfismo di fibrati ¢ : E|yy — F|y. Allora esiste un aperto U 2 W ed un morfismo di
fibrati ® : ' — F che estende ¢ ed € un isomorfismo su U.

Dimostrazione. Per 'osservazione 1, I'isomorfismo ¢ definisce in maniera naturale una sezione
che chiameremo ancora ¢ del fibrato Hom(FE, F') ristretto a W. Per il Lemma precedente esiste
un’estensione ® di ¢ che definisce quindi un morfismo di fibrati £ — F su tutto X. Dato che
Oy = ¢ & un isomorfismo, segue esiste un aperto U contente W tale che @[y ¢ un isomorfismo.Il
lemma & dimostrato.

Possiamo ora concludere la dimostrazione del teorema. Sia f:Y x [0,1] — X l'omotopia fra fjy e
f1, quindi f(y,7) = fr. Sia7:Y x [0,1] — Y la proiezione sul primo fattore. Fissiamo 7 € [0, 1]
Per le proprieta funtoriali del pull-back ¢ chiaro che i fibrati f*E e 7* f*(E) sono isomorfi quando
ristretti a Y. Per il lemma appena enunciato sappiamo che questo isomorfismo si estende ad un
intorno aperto di Y;: quindi esiste un € > 0 tale che f*E e n*f*(F) sono isomorfi se ristretti a
Y x (1 — €, 7+ ¢€) e cio e sufficiente per concludere.

Corollario 1. Se X ed Y sono due spazi compatti ed f : Y — X ¢ un’equivalenza omotopica >

allora f* : Vect(X) — Vect(Y) e un isomorfismo di semigruppi

Corollario 2. Se X ¢ contraibile  allora ogni fibrato E su X ¢ banale ed esiste quindi un isomor-
fismo di semigruppi Vect(X) = N.

Infatti, dire che X & contraibile equivale a dire che la mappa identita su X € omotopa alla
mappa costante C' ad un punto pg di X. Ma, come osservato subito prima di questa sottosezione, il
pullback tramite una mappa costante e un fibrato banale; il corollario segue allora immediatamente
dal teorema di omotopia (F = (Idx)*E ~ X x E, ~ X x Rk.)

2.4. Sottofibrato.

Sia (F,m, M) un fibrato vettoriale. Sia F' una sottovarieta di E e supponiamo che F' N E,,, con
E,, = 7 1(m), sia un sottospazio vettoriale di E,,. La terna (F,7|r, M) & per definizione un
sottofibrato di F. Dalla condizione che F' & una sottovarieta segue che Vo € M 3 U, intorno di x,
e banalizzazioni locali di E :

¢u : By =7 YU) —» U x RF
tali che la loro restrizione ad F' fornisce banalizzazioni locali di F':
bulr: Fy — U xR Cc U x R,

In termini delle funzioni di transizione: possiamo scrivere in una tale banalizzazione
_( Tap Kap
gocﬁ - < 0 ]aﬁ

2esisteg:X%Ytalechefogwidxegofrvidy

3e cioe X @ omotopicamente equivalente ad un punto
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ele hog: Uy NUg — GL(I,R) sono le funzioni di transizione di (F, 7, M).

Con la stessa tecnica si puo costruire il fibrato quoziente (E/F, 7, M) le cui funzioni di transizione
sono le jug3.

2.5. Metrica su un fibrato.

Dato un fibrato reale (E, 7, M), si definisce una metrica g come una sezione del fibrato E* ® E*,
g € C®°(M,E* @ E*), tale che g(m), forma bilineare su F x E, sia simmetrica g(m)(u,v) =
g(m)(v,u) e definita positiva:
g(m)(v,v) >0 Yv € E,

Utilizzando una partizione dell’unita si dimostra senza particolari difficolta che esiste sempre una
metrica su un fibrato E: bastera definire metriche locali g%( , ) su ogni intorno banalizzante
(e questo si puo fare utilizzando la banalizzazione v, e la metrica standard su U, X Rk); poi si
considera una partizione dell’unita { f, } subordinata a {U,} e per ogni m € M la forma g(m)(, ) :=
Yoo fa(m)g®(m)(, ). E facile vedere a questo punto che g definisce una metrica su FE.

g si dice metrica riemanniana sulla varieta M se £ =TM.

Se (E,m, M) & un fibrato complesso analogamente si definisce la nozione di metrica hermitiana

su (E,m, M). L’esistenza di una metrica hermitiana si dimostra ancora una volta utilizzando una
partizione dell’unita.

2.6. Matrice locale della metrica rispetto ad una base locale.

Tramite le banalizzazioni locali abbiamo V U,, intorno banalizzante, una base locale di sezioni
(gia visto). Infatti se ¢ : U, x R¥ — 771(U,) & una banalizzazione locale, fissata una base e; in
R*, si ha una base locale di sezioni definita da:

e(m) :=va(m,e;) € C°(U,, E)

(Attenzione: indici in basso, queste sono sezioni del fibrato E|y,...)
Se u, v sono sezioni di 71 (U,,), allora u = Ned ev = pu's, dove si e utilizzata la convenzione della
somma su indici ripetuti e:

g9(u,v) = X'/ g(ef, €F)
Dunque Vm € Uy, g(ef, €f)(m) := gij(a)(m) ¢ la matrice locale della metrica rispetto alla base
locale {e*} calcolata in m.
Sia {n{"} un’altra base locale con

0 = Glef
allora la matrice locale della metrica rispetto a 1}, e cioe g(n, 17?), ¢ uguale a GTg G . In particolare,
si considerino due intorni banalizzanti Uy, Ug ed in U, NUg le basi {ef}, {eiﬂ } definite come sopra

utilizzando le due banalizzazioni, allora eiﬁ = (gap)! e}, dove vi ricordo ancora una volta che queste

sono sezioni e non coordinate.
Se g(a)(m) & la matrice della metrica Vm € U,, si ha quindi :

9(8) = 945 9() gag

Quest’ultima relazione puo essere utilizzata per definire la metrica mediante le funzioni di tran-
sizione gog.
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2.7. Fibrato normale.

Sia F' un sottofibrato di E dotato di metrica g, allora non ¢ difficile dimostrare (ma non ¢ proprio

ovvio) che
Ft=J Fy
meM
definisce un sottofibrato di F, detto fibrato ortogonale ad F.
Valgono le seguenti proprieta:
e E/F ~ F+
e FOFt~F
e Se M C R™ ¢ una sottovarieta e si considera il sottofibrato TM C M x R™ = TR"|,,, allora
Ny = (TM)* &l fibrato normale ad M.
e Analogamente se M C (X,g) ¢ una sottovarieta di una varieta riemanniana X dotata di
metrica g, allora (TM)* = Nygx, Vortogonale di TM in T'X|yy, ¢ il fibrato normale ad M
in X.

2.8. Complementi 1. Il teorema di classificazione per fibrati vettoriali.

Ci si puo giustamente domandare perché i fibrati (Ex(R™), 7, G (R™)) sono detti universali. Vale
il seguente notevole

Teorema 2. Sia X uno spazio topologico compatto e sia (E, 7, X) un fibrato vettoriale complesso di
rango k. Allora esiste m > k ed un’applicazione continua f : X — Gi(C™) tale che f*E,(C™) ~ E.
Se (E,m, X) ammette n intorni banalizzanti, allora possiamo scegliere m = nk.

Detto a parole, ogni fibrato vettoriale ¢ il pull-back tramite un’applicazione continua di un fibrato
universale su una Grassmanniana. L’applicazione f : X — Gj(C™) che viene costruita nel corso
della dimostrazione del teorema 2 & detta applicazione classificante per E.

Come sono collegate due applicazioni classificanti 7 Prima di dare la risposta facciamo un’osservazione
preliminare. Se consideriamo l'inclusione naturale di C” in C"*J, (zq,...,2,) — (21,...,21,0,...,0),
allora rimane definita in maniera naturale una mappa jn 54 : Gk(C") — Gg(C™*7) ed & chiaro che
Tnmti (Br(CM7)) = B, (CT).

Teorema 3. Sia X uno spazio compatto e siano fo : X — GR(C™), fi : X — Gr(CY due
applicazioni continue.

Supponiamo che fiEx(C™) =~ fiEx(CY); allora Jmm+eofo: X — Gr(C™*) ¢ omotopa a jomyeofi
X — Gp(Cmth:

(2) jm,m+€ o fo ~ jé,eré o fi

Corollario 3. (Teorema di classificazione) Supponiamo che X ammetta un ricoprimento costituito
da n intorni contraibili (ad esempio X ¢é una varieta differenziabile compatta). Allora esiste una
biezione

(3) Vecty(X) < [X, Gk((CQ"k)]
con [Z, W] che denota le classi di omotopia di applicazioni continue da Z a W.

Il corollario & una conseguenza diretta dei due teoremi: ogni fibrato su X ammette gli intorni
di cui nell’enunciato come intorni banalizzanti (perché abbiamo visto che un fibrato su uno spazio

contraibile & banale) . Sia f € [X, G (C?")]; allora posssiamo associare ad f la classe di isomorfismo
del fibrato f*FEj(C?"¥). L’applicazione & ben definita per il Teorema di omotopia. L’inversa di
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quest’applicazione si ottiene assegnando ad un fibrato E 'applicazione classificante jpi o0k © f,
con f: X — Gk((C”k) I’applicazione classificante per F di cui nel teorema 2. Per il teorema 3
quest’applicazione ¢ ben definita ed ¢ I'inversa dell’applicazione [X, G1(C*"*)] 5 f — f*E(C?™).

Per una varieta compatta X che ammetta un ricoprimento di n-intorni contraibili, la Grassman-
niana Gy (C?"*) & detto uno spazio classificante.

Il teorema di classificazione vale anche per spazi paracompatti e vogliamo per lo meno accennare
all’enunciato. Se X & paracompatto non sara possibile in generale trovare un numero finito di
intorni banalizzanti. In questo caso piu generale si pud ancora trovare uno spazio classificante.

Sia C*° lo spazio vettoriale delle successioni di numeri complessi

(210 oy Znyeet)

con z; # 0 soltanto per un numero finito di indici. C’® un’inclusione naturale di C/ in C* e una
successione di inclusioni --- ¢ CF c CF1 C ...,

Possiamo dotare C* di una topologia: U & aperto in C™ se e solo se U N C* ¢ aperto in C* Vk. Si
dice in questo caso che C* ha la topologia del limite diretto.

Definizione 5. La Grassmanniana G (C*) e I'insieme dei k-sottospazi vettoriali di C*> con la
topologia del limite diretto indotta dalle inclusioni

S CGR(T) C Gr(CTh ..
11 fibrato universale Ej(C>) ¢ uguale a
ER(C7) :={(V,n) € Gx(C*) xC¥[v e V}
dotato della topologia indotta dalla topologia prodotto.
Proposizione 2. (E;(C*®) — G(C*>)) é un fibrato vettoriale di rango k.

La dimostrazione non ¢ difficile, modulo qualche risultato tecnico sugli spazi paracompatti. Il
seguente teorema si dimostra in maniera analoga ai teoremi 2, 3:

Teorema 4. Sia X uno spazio paracompatto e (E, 7, X) un fibrato di rango k su X. Allora esiste
un’applicazione continua

f:X — G(C™)

tale che E ~ f*E(C>).
Se g: X — Gi(C™®) ¢é un’altra applicazione con questa proprieta allora f ~ g.

Corollario 4. Sia X uno spazio paracompatto. Allora esiste una biezione

Vecty(X) < [X, G (C™)]

Per ulteriori dettagli si consulti [8] oppure [4].
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2.9. Complementi 2. Il gruppo di K-teoria.

La corrispondenza X — Vect(X) definisce un funtore omotopico controvariante dalla categoria
degli spazi topologici compatti + applicazioni continue alla categoria dei semigruppi abeliani +
morfismi di semigruppi. Ad una mappa fra spazi compatti, e cioeé ad un’applicazione continua,
corrisponde il morfismo di semigruppi indotto dal pull-back. Questo funtore ¢ omotopico proprio
per il teorema di omotopia, teorema 1.

Dato un semigruppo A & possibile definire in maniera naturale un gruppo K(A) ed un omomorfismo
di semigruppi

a:A— K(A)
in modo tale che se G & un gruppo e v : A — G & un morfismo di semigruppi allora esiste un’unico
morfismo di gruppi

k:K(A) — G
tale che kK o a = . Il gruppo K(A) ¢ detto gruppo di Grothendieck associato al semigruppo.

Essendo la soluzione di un problema universale, se un tale gruppo esiste allora deve essere unico.
Per quel che concerne 'esistenza consideriamo A x A ed introduciamo la seguente relazione di
equivalenza:

(4) (a,b) ~(c,d) = Jue Ala+d+u=b+c+u

E facile verificare che trattasi effettivamente di una relazione di equivalenza.
Ax A/ ~ ¢&un gruppo abeliano con I’ operazione di somma indotta da quella di A; I’elemento neutro
¢ uguale alla classe di equivalenza di (a,a), denotata [a, a], e 'inverso di [a, b] & semplicemente [b, a].
Definiamo

KA):=AxA/~ e a:A—K(A), aa) =[a,0].
Se G ¢ un gruppo e v : A — G un morfismo di semigruppi allora definiamo « : K(A) — G tramite
kla,b] = v(a) — v(b). k & ben definito ed ¢ I"'unico omomorfismo di gruppi tale che ko = 7
Notiamo che la corrispondenza appena definita e funtoriale covariante: se B & un semigruppo,
K (B) il suo gruppo di Grothendieck con morfismo 3 : B — K(B) e se h : A — B & un morfismo
di semigruppi allora possiamo definire un’applicazione k(h) : K(A) — K(B) tramite k(h)[a,b] =
[h(a), h(b)]. Questo & un morfismo di gruppi ed ¢ tale che S oh = k(h) o a.

Definizione 6. Sia X uno spazio topologico compatto. Il gruppo di K-teoria associato a X e il
gruppo abeliano K (X) := K (Vect(X)).

Abbiamo definito un funtore omotopico controvariante dalla categoria degli spazi topologici
compatti + applicazioni continue alla categoria dei gruppi abeliani + morfismi di grupps.

Denotiamo la classe di equivalenza [F, F] di una coppia (di classi di isomorfismo) di fibrati tramite
la differenza formale [E] — [F].

Osservazioni.

0. E chiaro che se X & un punto p allora K (p) = Z (infatti Vect(p) = N e K(N) = Z).

1. K(X) e di fatto un anello commutativo unitario, con operazione indotta dal prodotto tensoriale
di due fibrati e unita uguale a [X x C].
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3. Lezione 3.
3.1. Connessioni su un fibrato.

Sia X un campo di vettori su M e cioé un elemento di C*°(M,TM). Data una sezione s €
C>(M, E), vogliamo derivare s lungo X. Se {Uy}aca € una collezione di intorni banalizzanti
e se s € C®°(M, E) corrisponde alla collezione {s, : Uy — RF} con sg = ggasa allora potremmo
considerare il vettore di 1—forme (ds., .., dska) e porre la derivata di s, o meglio della sua restrizione
a U,, lungo X pari a

(ds'a(X), ..,ds*a(X))
Tale procedimento, pero, non si globalizza: cambiando base si avrebbe
ds’ = d(gﬁasa) = dg,@asa + gﬂadsa

dunque se dgg, # 0 le ds” non si trasformano mediante le sole funzioni di transizione ma anche
attraverso dgg, ed s®. Ci domandiamo quindi come poter derivare una sezione lungo un campo di
vettori. La nozione di connessione € introdotta proprio a questo scopo.

Definizione 7. Una connessione su un fibrato (E, 7, M) ¢ un operatore lineare
V:C®M,E)— C*M,T"M ® E)
verificante la regola di Leibnitz: Vf € C*°(M) eV s € C*°(M,E)
V(fs)=df ® s+ fVs

Osservazioni.
1. Utilizzando la dualita fra 7" M e T'M & chiaro che possiamo applicare un elemento di C*° (M, T*M®
E) ad un elemento di C°°(M, T M) e ottenere una sezione in C*°(M, E'). Ponendo quindi Vs(X) :=
V xs si ha un operatore

Vx:C®(M,E) — C®(M,E)
detto derivata covariante di s € C*°(M, E) lungo X € C*°(M,TM). Sinoti che Vf € C*(M),
VX1, Xy € C®(M,TM) si ha

(5) Vix(s) = Vs(fX) = fVs(X) = fVxs

(6) Vixi4x,(8) = V() (X1 + X3) = Vi, (s) + Vi, (s)
essendo Vs lineare su TM. Tnoltre Vs, so € C°°(M, E)

(7) Vx(s1+s2) = Vx(s1) + Vx(s2)

(8) Vx(fs) =V(fs)(X) = (df @ 5)(X) + fVs(X) = X(f)s + fVxs.

La definizione di connessione ¢ data in alcuni testi richiedento che VX € C*°(M,T M) sia definito un
operatore Vx : C®(M, E) — C*(M, E) verificante I'uguaglianza del primo e dell’ultimo membro
delle (5), (6), (7), (8).

2. L’operatore V & locale: se s|{U = 0 allora V(s)|U & anche la sezione nulla su U. Sia infatti
m € U e sia f una funzione identicamente uguale ad uno in un intorno di m e uguale a zero sul
complementare di U. E chiaro che fs = 0; d’altra parte V(fs) = df ® s + fV(s) da cui segue che
V(s)(m) = 0 come si voleva.

In particolare, ha senso considerare V|, la restrizione di V ad un aperto U C M: utilizzeremo
spesso il simbolo V anziché V|y, a meno che cid generi confusione.
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3. SiaT:C®(M,FE) — C®(M, E) un operatore lineare e tale che T'(fs) = fT(s) se f € C®(M)
e s € C®(M,E). Si pud definire in maniera naturale un operatore 7 € C°°(M,End(E)). Infatti
sia e, € By, allora esiste e € C®°(M, E) tale che e(m) = e,, 4 si ponga f(m)(em) :=T(e)(m). Per
I'ipotesi la definizione ¢ ben posta ed ¢ facile vedere che fm ¢ effettivamente un’applicazione lineare
da By, a Ey,. Viceversa ¢ ovvio che dato un T € C*°(M, End(E)) si possa definire T : C*°(M, E) —
C>(M, E) tramite T(e)(m) := T(e(m)). Dunque vi & una corrispondenza biunivoca T « T ed in

~

seguito non faremo distinzione fra 7" e T". Allo stesso modo, se T : C*°(M,E) — C*°(M, F) ¢ un
operatore lineare tale che T'(fs) = fT'(s) per f € C®(M) e s € C*(M, E), allora si puo definire
in maniera naturale un operatore T' € C*°(M,Hom(E, F)) = C*(M, F ® E*)
4. Analogamente, un operatore T' : C*°(M,E) — C>®(M,T*M ® E) tale che T(fs) = fT(s)
definisce in maniera naturale una sezione di C*°(M,T*M ® End(FE)) ® e similmente un opera-
tore T : C®°(M,E) — C®(M,\*(T*M) ® E) tale che T(fs) = fT(s) definisce un elemento
C®(M,A*(T*M) ® End(E))
5. Siano V e V' due connessioni, allora (V — V')(fs) = V(fs) = V/(fs) =df @ s+ fVs —df ®
s+ fV's= f(V—V')(s) ossia (V — V') soddisfa la proprieta sopra enunciata per 'operatore T e
dunque si puo scrivere:

V=V +uw
ove w € C®°(M,T*M ® End(E)) (dove stiamo quindi identificando gli operatori 7' con T').

3.2. Descrizione locale delle connessioni.

Sia U un aperto banalizzante ed e; una base locale di 7= (U). Allora Ve; € C®(U, 71 (U)®T*U)
e dunque
Ve; = WZ ® e;j
con wlj € C®(U,T*U) = Q'(U). La (wf) ¢ per definizione la matrice locale di 1-forme associata
alla connessione V nella base locale scelta. Data s € C®(U,7~1(U)) si ha s = s'e; e quindi
Vs = V(sle;) = ds' @ e; + s'Ve; = ds* @ ep + s'wlF @ e = (ds* + s'wF) ® eg. In forma compatta
Vs = ds + ws ovvero

V =d+w su U aperto banalizzante rispetto alla base locale {e;}

Si ha allora, per s € C*(M, E), X € C*(M,TM),

(9) Visly = (ds? + wfs') (X)ej,
esequ,X:Xl%,

ds? iTd vl
(10) Vxsly = ?X + s'T, X" | ej,

dove Fgl € C*°(U), sono le componenti di wlj,

(11) W = T dat.

Ypastera procedere come segue: consideriamo una bump-function ¢ € C°° (M), uguale ad uno in un intorno U di m
(contenuto in un intorno trivializzante U, di m) ed uguale a 0 nel complementare di un intorno V con U C V C U,;
poniamo e(m) := em, e(m’) := ¢(m')emn dove con un piccolo abuso di notazione stiamo omettendo un isomorfismo
fra E‘UQ e Uy X Ep,.

5dove abbiamo utilizzato il fatto che dati due spazi vettoriali V' W si ha, Hom(W,V @ W) = V@ W  W* =
V @ End(W)
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Da queste formule si vede che fissato m € M, V xs(m) dipende dalle componenti X*(m), di X (m),
ma non dalle loro derivate. Dato allora un vettore X,, € T,, M, si potra definire Vx s € E,, come
V ¢s(m), con X estensione arbitraria di X,, ad M , non dipendendo, per quanto appena osservato,
il valore di questo dall’estensione scelta.

3.3. Esistenza di una connessione.

Si noti che se V e V' sono due connessioni e g € C*°(M) allora gV + (1 — ¢g)V’ & ancora una
connessione. Ora, su ogni ricoprimento banalizzante U, possiamo definere una connessione V¢
specificando la matrice di 1-forme rispetto ad una base locale {e?}. Utilizzando un ricoprimento
{Uas} banalizzante, una partizione dell’unita {¢,} subordinata ad esso e le connessioni locali V¢
su 71 (U,), si ottiene facilmente una connessione su tutto Fj; bastera porre V := 3" ¢oV®.

3.4. Cambiamento di base locale.
Sia €; = G‘gej allora si ha:
V(&) = V(Gle)) = dG) @ e; + GIVe,

=dG! @ e + Gluk ® e, = (dGF + Glwh) @ ey

Il primo membro a sinistra ¢ anche uguale a V(¢;) = JJf Qe = d)i G’ ® e, ed essendo {e;,} una
base si ha: ‘ ‘
@] G = dG} + Glwy
ossia in forma compatta:
o =GYG+ G W@
In particolare in U, N Upg si ha:
V =d + w, rispetto a {ef'}
V = d + wg rispetto a {e?}
e eiﬁ = (gag)ge;?‘, dunque:
(12) wg = (gaﬂ)ildgaﬂ + (gaﬁ)ilwagaﬂ
formula che lega le matrici locali di 1-forme della connesione in due intorni banalizzanti differenti.
Potremmo come al solito prendere spunto dalla (12) per dare una definizione alternativa di connes-
sione, direttamente tramite le matrici di connessione.
3.5. Esempi.

1. Sia M una sottovarieta differenziabile di RY. Sul fibrato banale TRV |y = M x RV c’¢ la
connessione banale d. Sia poi p : TR |y; — T'M la proiezione canonica sul primo addendo della
decomposizione in somma diretta TR |y = TM @& N, dove N ¢ il fibrato normale ad M, ciog il
fibrato ortogonale a TM C M x RY rispetto alla metrica canonica. Allora la posizione

VxY :=p(dY (X)), X, Y € C®(M, TM),

definisce una connessione su T'M, come si verifica facilmente tenendo conto del fatto che sia p che
dY sono C°°(M)-lineari, e che pY =Y.

2. Sia M = G (R™**) la grassmanniana dei k-sottospazi in R"1*, e sia

Epnik(R) = { (p.2) € GL(R™F) x R*F g € p}
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il fibrato tautologico su M. Rispetto alla metrica canonica sul fibrato banale M x R"t* vale allora
la decomposizione in somma diretta
M x R"* = Eg i1 (R) ® Ep ik (R),
e sia p la proiezione sul primo addendo. Allora anche in questo caso si verifica facilmente che si
ottiene una connessione su Ej, 11 (R) ponendo
Vxs:=p(ds(X)), seC®M,E,n+ix(R)),X € C(M, TM).
3.6. Connessione pull-back.

Sia, in generale, f : N — M un’applicazione C* e consideriamo il fibrato indotto f*F — N.
Si e visto allora che, se {U,} € un atlante banalizzante per E e {gog} sono le relative funzioni
di transizione, si ottiene un atlante banalizzante per f*FE, con relative funzioni di transizione,
considerando {f~1(U,)} e {gag o f}. Se allora V¥ & una connessione su E e {w,} ¢ la famiglia di
matrici di 1-forme determinata da V¥ su {U,}, consideriamo le matrici di 1-forme w}, := f*w, :=
(f*(wa)?)jiz1.. k € verifichiamo che definiscono una connessione su f*E: si ha, su f~1(U, N Up):

wh = f* (g;édga,a + g;éwagw)
= [ (903) A9ap + [*(905) f *waf Gap
= (gap © f)ild(gaﬁ o f)+ (gap© f)il"‘);(gaﬁ o f)

avendo usato il fatto che il pull-back commuta con il differenziale, e che, essendo g,3 una funzione
(a valori matrici), f*gag = gap o f. Ha dunque senso la seguente

Definizione 8. Siano E, f e VE come sopra. Le matrici di 1-forme {w}} considerate sopra
definiscono una connessione VI F su f*E, detta connessione indotta da V¥ tramite f.

Alternativamente, notiamo che C°°(M, f*E) & generato, in quanto modulo su C*°(M) dall’immagine
dell’applicazione f* : C*°(N, E) — C*>°(M, f*F). Possiamo definire allora la connessione pull-back
ponendo:

VI E(gf*s) i=dg® f*s+gf*(VFs), VYgeC®(M), VseC®(N,E).

3.7. Trasporto parallelo.
Sia (F,m, M) un fibrato di rango k. Sia v : I — M, I C R aperto, una curva C*°.

Definizione 9. Una sezione di E lungo v € una funzione C> s : I — E, tale che s(t) € E, @
per ogni ¢t € I. Equivalentemente, una sezione di F lungo 7 ¢ un elemento di C*°(I,7*FE) (infatti

(V' E)t = Ey))-

Consideriamo il fibrato v*E su I indotto dalla curva v : I — M; Se allora V7 F & la connessione
indotta su y*E, definiremo una derivazione delle sezioni lungo v ponendo V5 := V', E  Osserviamo
a@t

che poiché ogni fibrato vettoriale su un intervallo di R ¢ banale, si avra, globalmente, VYE =d+o,
con p = (goz dt);i=1,. k, rispetto ad una base globale di sezioni di 7v*E. Allora per ogni fissato
50 € Eyy), to € I, esistera un’unica sezione s5, € C°°(I,7*E) che sia soluzione (globale, perché
l’equazione ¢ lineare), del problema di Cauchy

. ds? o ]
(Vﬁs)j:ﬁ‘“ﬂgsz:o» ]:15"'aka

S(to) = 50.

(13)
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Rimane cosi definita, per ogni curva v : I — M, un’applicazione
Tt’Z),t 180 € E’Y(to) — Sso(t) S E’y(t)7
evidentemente lineare ed iniettiva (e quindi un isomorfismo), detta trasporto parallelo lungo ~.

La possibilita di connettere fibre distanti & proprio all’origine dell’uso della parola connessione.

Risulta inoltre che & possibile recuperare la connessione a partire dal trasporto parallelo: si puo
infatti dimostrare [10] che per ogni sezione s di E ed ogni campo tangente X ad M vale

.1 _
(Vxs)(m) = lim = | (77,) ™ s(3(8)) = s(m)] .
dove « € una qualunque curva su M tale che v(0) = m e (0) = X,,.

3.8. Ulteriori proprieta.

Siano E,F fibrati su M, con rispettive connessioni V¥, V. E facile verificare che

vE 0
E®F ._
v '_< 0 VF)

definisce una connessione su E @ F, con matrice locale di 1-forme
E
ger _ (w0
w - 0 wF )

vEeF .= vF g Iooe (s, r) + Ioso () @ v

e che

definisce una connessione su E ® F, con matrice di 1-forme w?®F = wF @ I+ 1 ® wf', prodotti
tensoriali di matrici.

Inoltre si definisce una connessione V" sul fibrato duale E* di E, richiedendo che, se {e;} ¢ una
base locale di E ed {e'} ¢ la relativa base duale, valga

0= d(eia 6j) = (VE*ei’ ej) + (ei7 VEej)v

dove con (-,-) si & indicata la dualitd naturale tra E ed E*. Si trova allora che w? = —(w¥)T
Notiamo che, per definizione, se § € C*°(M, E*) e s € C*°(M, E) allora

(14) (Vx0)(s) = —0(Vxs) + X(0(s))

Se il fibrato E ha una metrica (-, -)g, la connessione V¥ si dira compatibile con la metrica se
(15) dis,t)g = (VEs, ) g + (5, VIt)p, st € C®°(M,E),

dove naturalmente si intende (w ® s,t)g = w(s,t)p = (s,w @ t) g, per w € Q' (M), o equivalente-
mente, per X € C*°(M,TM),

X(s,t)p = (VE¥s,t)g + (s, VE) &
se poi E ¢ reale e (-,-)g ¢ simmetrica ed {e;} ¢ una base locale ortonormale, dalla (15) si ha:
0=d(ei,ej)p = (wf ® ek, ej)E + <ei,w§- Rep
= wg + wj-,
e quindi la matrice di 1-forme di connessione & antisimmetrica. Analogamente si verifica che se F

& complesso e la metrica e hermitiana, la matrice di connessione rispetto ad una base ortonormale
¢ antihermitiana.
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3.9. Curvatura.

Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale di rango k. Una connessione V su E ¢ un’applicazione V :
C>®(M,E) — C®(M,T*M ® E) soddisfacente la regola di Leibniz. La si puo poi estendere ad una
applicazione R-lineare (o meglio, ad una famiglia di applicazioni), V : C°°(M, N'T*M ® E) —
Co°(M, NP T*M ® E), richiedendo che valga

p
Vip@s)=dp@s+ (-1’ AVs, e C®M, \T"M),s € C*(M,E),

dove naturalmente si intende pA(w®s) = (pAw)®s, w € QY (M). Poiché, se f € C(M), (fp)®s =
©®(fs), affinché la definizione di V sia sensata € necessario verificare che V((fp)®s) = V(p®(fs)).
Si ha:

V((fe)®s) =d(fe) s+ (=1)"(fe) A Vs
—df Np®@s+ fdp®s+ (=1)PfoAVs=df No®@ s+ fV(p® s),

e, d’altra parte,

V(p®@(fs)) =dp®(fs)+(=1)Po AV(fs)

= flde®s)+ (=1)P(p Adf) @ s+ (=1) f(¢ A V)

=df Np@ s+ [V(p®s),
avendo usato nell’ultimo passaggio ¢ Adf = (—1)Pdf Ap. La definizione ¢ dunque ben posta. D’ora
in poi, con un piccolo abuso di notazione, porremo V = V.

In particolare da quanto appena visto segue V(fVs) = df A Vs + fV2s, ed allora per V2 :
C®(M,E) — C®(M, N*T*M ® E), si ha
V3(fs) = V(df ® s+ fVs)
=d’f@s—df NVs+df NVs+ fV3s = fV?s,

poiché d?f = 0. Dunque V? si identifica con una sezione del fibrato A? T*M ® End(E), definisce

cioe una 2-forma su M a valori endomorfismi di E.

Definizione 10. Siano E, V come sopra. La sezione V2 € C®°(M, \* T*M ® End(E)) & detta la
curvatura della connessione V.

Vediamo l’espressione della curvatura in coordinate locali. Sia {e;} una base locale di E, allora
con le notazioni usuali:

V2(e;) = V(w! ®¢;)

:dwg®ej —w{/\w?@eh

= (dwzh—i—w?/\wg) ®ep =" ® ey
Dunque localmente la curvatura V2 & determinata'da una matrice di 2-forme, 2 = (Q?)h,izl,...,lw
calcolabile a partire dalle 1-forme di connessione w; tramite le
(16) W =dol +wl AW, hi=1,..k,
che si riscrivono anche, in forma matriciale,

Q=dw+wAw,

dove il prodotto esterno a secondo membro & un prodotto righe per colonne di matrici di 1-forme.
Poiché inoltre, come osservato sopra, la curvatura definisce una sezione globale di /\2 T*M®End(E),
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si ha che se Q, (risp. €Qg) ¢ la matrice di curvatura in un aperto banalizzante U, (risp. Ug), e
se, come al solito, gag : Us N Us — GL(k,R) & la funzione di trasizione relativa, su U, N Ug vale
I'importante formula

(17) Qp = 9,5 Gas
In alternativa, possiamo verificare (17) con un calcolo esplicito: ricordiamo che , = dwq +
wa A wq; se allora si pone, per semplificare le notazioni,  := Qq, @ 1= Qp, w = wy, W :==wg e

G = ga3, ne segue:
O =do' +' N
=d(G71dG + GTwG) + (GG + GTwG) A (GG + GTwi)
=dG ' ANdG 4+ dGT AwG + G HdwG — GTlw A dG + GTHG A GG
+ G YdG A GG + GG AGTHG + GTwG A GG
=dG ' ANdG 4+ dGT AwG + GHdwG — GTlw A dG — dGTIG A GG
—dG'GAGTIWG + GTlw A G + GTlw A WG
=G tdwG + G lw AwG = G706,
avendo usato G~1dG = —dG~'G. In definitiva, abbiamo ritrovato la (17).

Proposizione 3 (Identita di Bianchi). Con le notazioni di sopra:
(18) dQA=[Qw|=QANw—-wAQ.
Proof. E un semplice calcolo:
dQ = d(dw + w A w)
=dwNw—wAdw
=(dw+wAw) Aw—wA (dw+wAw) =[Quw]. O

Osservazione 2. Siano X,Y campi di vettori su M e s € C*°(M, E) una sezione di E. Conside-
riamo

(19) R(X,Y)(s) :== (VxVy = VyVx = Vixy]) (5).

Utilizzando la formula di Leibnitz e le proprieta di linearita della derivata covariante si verifica
senza difficolta che

(20) R € C®(M,A>M @ End(E))
Passando a coordinate locali si verifica anche che
(21) R=V? in C®(M,A’M ® End(E))

3.10. Connessione di Levi-Civita.
Specializziamoci ora al caso £ = T'M. Si verifica facilmente che, per ogni connessione V su T M,
T(X,Y):=VxY -VyX — [X,Y], X, Y e C®°(M, TM),
€ un tensore, detto torsione di V.

Definizione 11. Una connessione V su T'M & detta simmetrica se ha torsione nulla:

VxY —VyX =[X,Y], X,Y €C®M,TM).
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Il risultato seguente ¢ giustamente noto come il teorema fondamentale della geometria rieman-
niana.

Teorema 5. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Esiste un’unica connessione V su TM simmet-
rica e compatibile con la metrica.

La connessione di cui il teorema afferma ’esistenza € detta connessione di Levi- Civita.

Proof. Siano X,Y,Z € C*°(M,TM). Se V esiste, dalla compatibilita con g segue:
X(g(Y.Z)) =9(VxY,Z) +g(Y,Vx Z).

Permutando ciclicamente X,Y e Z nella relazione precedente si ottengono altre due relazioni; som-
mando allora le prime due e sottraendo la terza si trova, tenendo conto della simmetria della
connessione:

(22) X(9(Y,2))+Y(9(2,X)) - Z(9(X,Y))

Da questa equazione e dalla non degeneratezza della metrica segue subito 'unicitd di V. Ma si
ottiene subito anche l'esistenza: per X ed Y fissati il primo membro ¢ un funzionale C*°(M)-lineare
di Z, e dunque, per I'isomorfismo naturale tra 7% Me T M indotto dalla metrica, definisce un campo
vettoriale Wx y su M, che dipende R-bilinearmente da X ed Y, e si verifica poi facilmente che
X — Wxy e C®°(M)-lineare, e che Y — Wx y soddisfa la regola di Leibniz; pertanto (X,Y) —
Wx y definisce una connessione su 7'M O

3.11. Descrizione locale della connessione di Levi-Civita.

La scorsa lezione abbiamo dimostrato il teorema fondamentale

Teorema 6. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Allora esiste ed é unica la connessione V sul
fibrato tangente TM che e simmetrica e compatibile con la metrica g.

Questa connessione, detta di Levi-Civita, e esplicitamente definita dalla formula seguente:

29(VxY, 2) = X(9(X,2))+Y(9(Z, X))+
(23) —2(9(X,Y)) +9([X, Y], Z)+
—9([X, 2],Y) = g([X, 2], Y) — g([Y, Z], X)

Diamo ora una descrizione locale della connessione di Levi-Civita. Consideriamo una carta locale
(U, (z!,...,2™)) e scegliamo X,Y, Z in una base locale per TM:

0 0 0
X :=— Y = — Z = —.
ozh oxt Oz
Ricordiamo allora che
9 91_,
ozt 0z |
e che 5 5
Vot = “ige
dove w} € Q1 (U). Esplicitando i coefficienti wj = I'! ,dz™, T , € C*(U) otteniamo la relazione
(24) v, 2 i, 9

o —; = )T
927 Ozt 3y
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I coefficienti I}, si dicono simboli di Christoffel. Per darne un’espressione esplicita introduciamo
le seguenti notazioni per gli elementi di matrice del tensore metrico:

o 0 i
P — o (q..)" 1.
9i5 = 9 (O:E“ 6$j> ) (9i5)"

effettuando i prodotti scalari membro a membro nella (23) e sostituendo otteniamo
ik Gik 9ij
! w9 9 9
=9 ( = -

ozt Oxi  Oxk

A partire dalla connesssione di Levi-Civita possiamo considerare la curvatura V2. Sappiamo che
localmente V2 si presenta come una matrice di 2-forme €. Sappiamo anche, si veda I’'Osservazione
2, che V2 = R con

R(X,Y)(Z) = (VxVy — VyVx — Vixy) (2).

Si pone:

o 0 0 .0
2 29V 2 =R, 2
(25) R <8:L'k’ 8xl> <8$J> Bij oz,

Classicamente i termini R;kl sono i coefficienti di un tensore R, detto tensore di curvatura. Viene
spesso utilizzato anche il tensore R;jp = Gim R che puo essere definito in maniera invariante

come 5 8 5 5
Rijui =g (R <5:Uk’ a:d) (W) ’3x¢> .

Diamo 'espressione locale del tensore di curvatura della connessione di Levi-Civita in termini della
metrica:
! 0 0

_ ! l l m l m
kij = aTEiij - aTsjrik + Ui T — T i

Il tensore di curvatura della connessione di Levi-Civita gode delle seguenti proprita:

R(X,Y) = —R(Y,X), g(R(W,X)Y,Z)+g(Y,R(W,X)Z) =0
(26) RX,)Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0

g(R(W, X)Y, Z) = g(R(Y, Z)W, X)
Le prime due relazioni esprimono rispettivamente il fatto che R & una due forma a valori endomor-
fismi e che R, (W, X) € un endomorfismo antisimmetrico di 7,,M. La terza & ottenuta permutando
ciclicamente X,Y, Z nella definizione di R, sommando e utilizzando il fatto che la connessione &

priva di torsione. La quarta € una conseguenza algebrica delle prime tre. E ovvio come le (26) si
traducano in proprieta di simmetria per gli indici di R;‘kl e Rijp.

R
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4. Lezione 4.
4.1. Polinomi invarianti.
Denotiamo con M (C) 'algebra delle matrici k x k a coefficienti complessi.

Definizione 12. Sia P : M;(C) — C una funzione polinomiale. Diremo che P ¢ un polinomio
invariante se

(27) P(gAg~') = P(A), Vg GL(k,C),YA € M(C)

L’insieme dei polinomi invarianti ha una struttura naturale di algebra; la notazione standard per
quest’ algebra ¢ I(GL(k,C)).
Piu in generale, se G ¢ un gruppo di Lie allora ha senso considerare ’algebra I(G) delle funzioni
polinomiali P : Lie(G) — C che sono invarianti rispetto alla rappresentazione aggiunta Ad : G —
End(Lie(G)):
P(Ady(A)) = P(A) Vg € G,VA € Lie(G).

Noi saremo principalmente interessati alle algebre

(GL(k,C)), LU(K)), I(O(k)), ISO(k)).
Vi ricordo che in questi quattro casi si ha:

Lie(GL(k,C)) = Mi(C), Lie(U(k)) = {matrici antihermitiane}

Lie(O(k)) = Lie(SO(k)) = {matrici antisimmetriche};
inoltre la rappresentazione aggiunta & proprio data Ad,(A) = gAg~!.
Esempio 1. La traccia e il determinante di una matrice sono due esempi di polinomi invarianti.

Esempio 2. Consideriamo i polinomi Py(A) definiti dall’identita
k
det(I +tA) =Y Py(A)t".
=0

I polinomi P(A) sono invarianti; si noti che P;(A) = Tr(A), Py(A) = det(A). Piu in generale
Py(A) = Tr(A’A). Per dimostrare quest’ultima identita notiamo che essa ¢ facilmente dimostrabile
sulle matrici diagonali; ne segue, per invarianza, che essa e vera sulle matrici diagonalizzabili e
quindi, per densita, su tutte le matrici. Torneremo a parlare in maniera piu estesa dei polinomi P,
durante la prossima lezione.

4.2. L’omomorfismo di Chern-Weil.

Sia ora F un fibrato complesso di rango k£ su una varieta differenziabile M munito di una
connessione VF. Consideriamo la curvatura

(VE)2 € ¢®°(M, A*(T*M) @ End(E)) .

Localmente la curvatura di V¥ & data da una matrice Q di 2 forme; se U, e U sono due aperti
banalizzanti, allora per le relative matrici di curvatura €, Qg si ha (Lezione 3):

(28) Q0 =99,
con g = go g : UaNUg — GL(k,C) le funzioni di transizione.
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Sia ora P € I(GL(k,C)); dato che la curvatura ¢ una matrice di due forme e dato che il prodotto
wedge & commutativo sulle 2 forme, ha senso considerare P(2,) € C*(U,, A*T*U,) e analogamente
P(Qg). Per I'invarianza di P e per (28) abbiamo che

P(Qy) =P(Qp), su UyNUgz;
Otteniamo quindi una forma differenziale di grado pari globalmente definita che denotiamo con
P(E,V¥). Sinoti che se P & un polinomio omogeneo di grado j allora P(E, VF) € C°(M, A% (T*M)).
Teorema 7. Sia P € I(GL(k,C)) e sia V¥ una connessione su E. Si ha
(29) dP(E,VF)=0.
Inoltre, se VOE e Vf sono due connessioni su E allora esiste una forma differenziale TP(VE, VOE) €
C®(M,AN*(T*M)) tale che
(30) P(E,VY) = P(E,V§) = d(TP(VT, V()
Dimostrazione. Basta dimostrare il teorema per i polinomi omogenei. Sia P un polinomio

omogeneo invariante di grado j. A partire da P possiamo definire un’applicazione multilineare
P(Aq, ..., Aj) tale che

(i) P(A,...,A) = P(A)
(ii) P(Al,...,Aj):P(Ag(l),...,AU(j)), VO’ES]'
(111) P(gAlg_l, . ,gAjg_l) = P(Al, o ,Aj).

L’applicazione multilineare P & definita come segue

~ 1
P(Aq,...,Aj) = ﬁ(coefﬁciente dity---tj; in P(t1Ar+---+tjAy))
Ad esempio, per il polinomio invariante Q(A) = Tr(A?) si ha:

Q(t1 Ay + taAg) = Tr(t7A? + t1ta (A1 Ay + AgAp) +13A3);
ne segue che Q(Ar, A2) = 1Tr(A; Ay + As A1) = Tr(A; Az).
Sia ora X € My(C) = Lie(GL(k,C)). Si ha

(31) > P(Ay,. AL X Ay =0

Per dimostrare questa identita consideriamo exp(tX) = >, (tX Y7 /5!. Poniamo exp(—tX) := g; €
GL(k,C). E facile verificare che

(32) %(gtAgt_l)\t:O = [A, X].

Per ipotesi

P(giAvgr ... L gtAjgrt) = P(Ay,...,A;) VEER;
derivando rispetto a t questa uguaglianza, utilizzando la multilinearita di Pe (32) otteniamo subito
(31).
Supponiamo ora che A, sia una matrice di j,, forme e che X sia una matrice di 1 forme. Sotto
queste ipotesi:

(33) S (=1 IEP(A, L [A X Af) =0

)



28
In questa formula il commutatore €, per definizione, il commutatore graduato:
[AZ,X] = A,X — (_1)]&"1/12_/41. =A;X — (_1)]’1/1/_/41..

Per dimostrare (33) possiamo assumere che A, = Apwp, con Ay € Lie(GL(k,C)) e wn €
C®(M, N (T*M)), e che X; = Xa, con X € LieGL(k,C) e a una 1-forma su M. Con calcoli
elementari si dimostra allora che

S (D) IEP(A, L [AL XA

i
e uguale a

D P(Ar. L JALX] LA (@ AW A Aw))

che € zero per (31). Siamo ora nella posizione di dimostrare (29). Sia w la matrice di 1-forme
associata a VF in un aperto banalizzante U C M; sia () la relativa matrice di curvatura; vi ricordo
I'identita di Bianchi:

(34) a0 = [Q,w] .

Certamente dP(€2) = dP(9, ..., Q); utilizzando la multilinearita di P ed il fatto che € & una matrice
di 2-forme 6, possiamo eguagliare questa espressione a

> P(Q,....d9,....Q)

e utilizzando Bianchi e (33) otteniamo

S P(Q,...,dQ,....Q) => P(Q,...[Quw]...,Q) =0

quindi dP(2) = 0 che ¢ quello che dovevamo dimostrare.

Passiamo alla seconda parte dell’enunciato. Siano V{’ e V¥ due connessioni. Abbiamo visto (lezione
3) che

VE - VL e c®(M, T*M @ End(E)).

Poniamo 6§ = V¥ — V¥ e consideriamo V¥ = (1 — )V +tVF = VI + 0. Sia U un aperto
banalizzante per E e denotiamo con w; e {2 le corrispondenti matrici di connessione e di curvatura.
La formula precedente ci da

wt =wp +to.
Da quest’equazione e dall’equazione di struttura (Q; = dw; + w; A wy) otteniamo immediatamente

o
(35) d—tt = df + [0, w)

6gli eventuali segni dovuti alla regola di derivazione per prodotti esterni sono quindi tutti positivi
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Facendo uso di (35), della multilinearitd e simmetria di P e del fatto che ©; & una matrice di due
forme otteniamo

1
P() - P(0) = /0 PO

L Q)dt

= j [ P(dO+1[0,w], ..., 0)dt

1
/0
1 1
= j/ Pd@ Qt,,Qt)dt+j/ P([Q,wt],ﬂt,,Qt)dt
0 0

Per (33) sappiamo che:
_ﬁ(w?wt]vﬂtv" Qt) (0 [Qtth] 7Qt>+"'+ﬁ(9agta'--79t7[9tawt])

Sostituendo e utilizzando Bianchi ancora una volta otteniamo

1 ~
P(Qy) — P(Q) = j/ P(do,Qy, ..., Q)dt

— / > PO, ..., dQy, ... Q)dt

7j>2
1~

- d(j/ P(@,Qt,...,Qt)dt>
0

1 ~
TP(VE, VE) :j/ P(0,Qy,...,Q)dt
0

Ponendo

otteniamo la dimostrazione completa del teorema.

Corollario 5. Per ogni fibrato complesso di rango k su M é definito un omomorfismo di algebre
(36) CW% : I(GL(k,C)) — H3%(M,C)

CWE¥(P) = [P(E, V)]
che & detto omomorfismo di Chern-Weil. Scriveremo brevemente CW invece di CWPF.

L’omomorfismo di Chern-Weil da una misura della non-banalita di un fibrato: se E & banale
allora possiamo scegliere la connessione banale che ha curvatura nulla; in questo caso CW(P) =
0 VP. E anche chiaro che se E ed F sono isomorfi allora P(E) = P(F) in H% (M, C) per ogni
P € I(GL(k,C)). Per capire questo punto osserviamo che se ¢ : E — F & un isomorpfismo
allora possiamo scegliere intorni banalizzanti comuni, perché se 1, : ng(Ua) — U, x CF & una
banalizzazione per F, allora 1, o ¢|y, € una banalizzazione per ng(Ua). Con queste scelte i due
fibrati hanno le stesse funzioni di transizione. Ora, se V¥ ¢ una connessione su F' allora esiste
una connessione indotta V¢ su E: V?((e) ¢ la sezione che in m € M vale ¢~ ((VE (¢4s8)(m)), con
(¢xs)(m) := ¢(s(m)). Con questa scelta di connessione su E ¢ immediato verificare che le due
connessioni hanno le stesse matrici di connessione e quindi le stesse matrici di curvatura. Da cio
segue immediatamente che P(F) = P(F).
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4.3. Riduzione del gruppo di struttura.

Sia G un sottogruppo di Lie di GL(k,C). Supponiamo che sia possibile scegliere le funzioni di
transizione di E a valori in G (si dice in tal caso che il gruppo di struttura di E ¢ riducibile a G).
Fissiamo una volta per tutte una ricoprimento {U,} che ammetta funzioni di transizione a valori
in G. Possiamo allora introdurre una connessione V¥ che abbia matrici di connessione w, a valori
in Lie(G). Diremo che V¥ & una G-connessione. Non & difficile dimostrare che se E ha gruppo
di struttura riducibile a G, allora F ammette una G-connessione. Quando abbiamo dimostrato
lesistenza di una connessione abbiamo utilizzato tre informazioni: (i) l'esistenza di connessioni
locali V¥ sugli intorni banalizzanti {U,}; (ii) il fatto che combinazioni convesse di connessioni
siano ancora connessioni (iii) una partizione dell’'unitd. Le connessioni locali V* sono definite
dalla loro azione su una base locale tramite una matrice di 1-forme che & appunto la matrice di
connessione. Possiamo scegliere queste matrici locali a valori in Lie(G). La connessione risultante
gode della proprieta enunciata.

Si noti che in questo caso le matrici di curvatura sono anche a valori in Lie(G) e sono invarianti
per la rappresentazione aggiunta di G. Dato P € I(G) ha quindi senso considerare P(E,VF) €
C®(M,A*>*T*M). La dimostrazione del seguente teorema ¢ del tutto analoga a quella del Teorema
7

Teorema 8. Sia E un fibrato complesso di rango k con gruppo di struttura G, sottogruppo di Lie
di GL(k,C). Sia P € I(G) e sia VE una G-connessione su E. Si ha
(37) dP(E,VF)=0.

Se VE e V¥ sono due G-connessioni su E allora esiste una forma differenziale TP(VY,VE¥) €
C®(M,AN*(T*M)) tale che

(38) P(E,VY) = P(E,V¢) = d(TP(VY, V)
Rimane definito un omomorfismo di algebre
(39) CWg : I(G) — H3 (M,C)

CWq(P) = [P(E, V)]

Osservazione. Abbiamo fino ad ora considerato fibrati complessi di rango k con gruppo di strut-
tura G, sottogruppo di Lie di GL(k,C). Possiamo analogamente considerare fibrati reali di rango
k con gruppo di struttura G, sottogruppo di Lie di GL(k,R). Saremo principalmente interessati ai
seguenti 3 gruppi di Lie:

U(k) <GL(k,C), O(k)<GL(k,R), SO(k)<GL(k,R).
Vi faccio notare che un fibrato complesso con metrica hermitiana ha gruppo di struttura riducibile
a U(k) e, analogamente, un fibrato reale con metrica riemanniana ha gruppo di struttura riducibile

a O(k). La dimostrazione ¢ semplice ed utilizza le banalizzazioni locali definite da basi locali
ortonormali (sempre esistenti per Gram-Schmidt).
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5. Lezione 5.

5.1. Le classi di Chern.
Tramite I'identita
det(Id +tA) = > Py(A)t!

abbiamo definito i polinomi invarianti Py( ); questi polinomi sono detti polinomi simmetrici ele-
mentari (per matrici diagonali sono infatti uguali alle funzioni simmetriche elementari). Notare che
P;( ') & un polinomio omogeneo di grado j. Definiamo

(4) = Pt

Definizione 13. Sia F un fibrato complesso su M. La j-ma classe di Chern di E & per definizione
la classe
iy
¢;(E) = [cj(E,VF)] € Hj%(M,C)

Sia E — M un fibrato hermitiano di rango k. Il suo gruppo di struttura ¢ il gruppo U (k)
delle matrici hermitiane k x k. Siamo interessati a I(GL(k,C))ma anche ai polinomi su Lie(U(k))
invarianti per l’azione di U (k) per coniugio, che al solito indicheremo con I(U(k)).

Proposizione 4. Si hanno isomorfismi di anelli: I(U(k)) ~ Clei, ..., cx] ~ I(GL(k,C))

Dimostrazione. Sia P € I(U(k)) allora
P :Lie(U(k)) — C
con
P(gAg~") = P(A), VA€ Lie(U(k)), g € U(k)

Poiché A € Lie(U(k)), A ¢ anti-hermitiana. Ne segue che /—1A ¢ hermitiana e dunque esiste
g € U(k) tale che

g-V—1A-g7t =diag{n,ma,...,m}
con gli n; reali. Ma allora
gAg~t = V=1 diag{ni,m2, ..., mx} =: diag{\1, A2, ..., \c}
con i A; immaginari puri. Se poniamo
P, ) i= P(diag{\1, ..., A\ })
abbiamo, per 'invarianza di P,
P(A) = P(gAg™") = P(\1,..., k)
Sia adesso h;; € U(k) I'applicazione che scambia i vettori e; ed e; della base diagonalizzante. Poiché
hij - diag{\1,. .., Xis -, Ajy o, Ak bt = diag{A, o Ay Ay A
la U(k) invarianza di P implica
PO, Ny Mgy k) = PO, Ay e Ay, Ag)

ovvero il polinomio P ¢ Si-invariante. A questo punto un ben noto teorema di algebra commutativa
ci dice che P & un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari. Pili precisamente esiste ed &
unico un polinomio F' tale che
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dove i polinomi o;(A1, ..., Ag) sono definiti dall’equazione
[Ta+x6=> e, 0t
Osserviamo che si ha
A
TT+ N t) = det(1 +¢ ) = det(I +tA)
i A

da cui

In conclusione, abbiamo dimostrato
P(A) = F (1(A), ..., ci(A))

dove, al solito,

sono i polinomi di Chern. Il polinomio F & ottenuto da F tendendo conto dei fattori v/—1 /27
Abbiamo quindi dimostrato il primo isomorfismo.

Passiamo al secondo: la dimostrazione appena data dimostra che se A & diagonalizzabile allora per
ogni polinomio invariante P esiste ed & unico il polinomio F tale che

P(A) = F(c1(A), ..., cx(A))

Questa identita vale su tutte le matrici diagonalizzabili; essendo queste dense in M (C) si ha per
continuita la tesi.

5.2. Classe totale di Chern. Carattere di Chern. Classe di Todd.

Vediamo ora alcuni esempi di classi caratteristiche ottenibili come polinomi nelle classi di Chern
di un fibrato hermitiano £ — M. Notiamo innanzi tutto che, poiché le classi di coomologia di una
varieta di dimensione finita sono nilpotenti, ha perfettamente senso valutare una serie di potenze
definita in Lie(U(k)) su una matrice di due forme.

i) La classe di Chern totale. Si tratta, per definizione, della classe
-1
o(E) =1+ c1(E) + -+ el E) = [det (1 n \Qﬁgﬂ
T

Dalla definizione seguono immediatamente le proprieta seguenti:
((E®F)=c(E)Nc(F)
C(fE) = f*e(E)
¢(E*) =1-c1(E) + c2(E) + - + (—1)Fer(E)
c¢(E) =c(E) (e quindi ¢;(F)e€ HY(M,R))
dato che O = —ﬁf In particolare da ¢(E @& F') = ¢(E) A ¢(F) si ha
c(E®l)=c(E)
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ovvero la classe di Chern totale ¢ stabile. Dalla formula ¢(E @& F) = ¢(E) A ¢(F), prendendo la
componente in grado ¢ in ambo i membri dell’'uguaglianza, si ottiene
i
Ci(E D F) = ZC[(E) VAN Ci_l(F)
1=0
Notiamo anche che ¢;(E*) = (—1)'c;(E) e che ¢;(f*E) = f*c;(E).
i) Il carattere di Chern Ch(E). Si tratta della classe definita dalla serie

— T (L)’
Ch(E) := |Trexp 719 = (2”)

2m , 4!

J

Dalla definizione di Ch(E) segue immediatamente che
Ch(E @ F) = Ch(E) + Ch(F)
Ch(FE ® F) = Ch(E) A Ch(F)
Ch(E) = Ch(F) (e quindi Ch(F)e H*(M,R))
I primi termini della serie Ch(E) sono

Ch(E) =k + i (E) + % (c1(B)? = 2¢2(E)) + ...

ii1) La classe di Todd. Definiamo la serie di Todd come

Td(A) := det <1_1i_,4>

dove A ¢ una matrice antihermitiana. Con queste notazioni, la classe di Todd di F &, per definizione,
-1
Td(E) = [Td <Vg)]
27
I primi termini della serie Td(E) sono

Td(E) =1+ %cl(E) + % (c1(B)? + co(B)) +...

Vale inoltre
Td(E @ 1) = Td(E)
ovvero la classe di Todd ¢ stabile.
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6. Lezione 6.
6.1. Classi di Pontryagin di un fibrato reale con metrica.

Sia £ — M un fibrato reale con metrica (diremo brevemente riemanniano) di rango k. Il suo
gruppo di struttura ¢ quindi riducibile al gruppo O(k) delle matrici ortogonali k£ x k. Siamo interes-
sati ai polinomi su Lie(O(k)) invarianti per ’azione di O(k) per coniugio, che al solito indicheremo

con I(O(k)).

Proposizione 5. Si ha un idomorfismo di anelli 1(O(k)) =~ Clp1,...,pp/2l, dove [x] indica la
parte intera di x.

Dimostrazione. Sia P € I(O(k)) allora
P : Lie(O(k)) — C
con
P(gAg~) = P(A), VA€ Lie(O(k)), g € O(k)
Poiché A € Lie(O(k)), A & anti-simmetrica. Dunque A, vista come matrice complessa, ¢ anti-
hermitiana. Ne segue che Ac¢ ¢ diagonalizzabile sui complessi e che i suoi autovalori sono tutti
immaginari puri. Poiche A e reale, il suo polinomio caratteristico lo ¢, e dunque i suoi autoval-

ori complessi sono a due a due coniugati. Sia v/—I\ uno di questi autovalori, e sia e € CF un
autovettore. Il vettore € ¢ un autovettore di autovalore —y/—1\. Poniamo e; = e,e5 = €, e siano

v = @(61 +v/—1e)
vy = @(62 +v—1e1)
Si ha
Avy = Avg
Avg = =y
Inoltre
v = 7(1+\F) (e2 —v—1ey) = (Pﬁ) (e1 +vV—1ez) = vy
Vg = 7(1+\F) (e1 —V—lez) = (I_F) (e2 +V—1le1) = v
dunque i vettori vi,vs € R¥. Un rapido calcolo mostra che v; e vy sono ortonormali rispetto

all’usuale prodotto scalare su R¥. Effettuando questo procedimento per tutti gli autovalori di Ac
troviamo una base ortonormale {v;} di R nella quale A ha la forma

0 M
-2 0

0 Ao
(40) —X2 0

*

dove il blocco (x) & (0) se k & dispari ed & assente se k € pari. Indicheremo la matrice a blocchi (40)
con il simbolo Bl(Aq,..., Alk /2]). Tutto quanto abbiamo fin qui dimostrato si riassume dicendo che,
se A € Lie(O(k)), esiste g € O(k) tale che

gAg™" = BI(A1,. .. Apya)
con i \; reali. Se poniamo

P(A1, ..o Awyg) o= P(BI(A1, ..., o))
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abbiamo, per 'invarianza di P,
P(A) = P(gAg™") = P(M1, ..., A\py2)

Sia adesso hygj34 € O(k) I'applicazione definita da

V1 < U3

V2 < U4
Il coniugio con hy9j34 permuta il primo e il secondo blocco della matrice Bl(A1, ..., Aj/2)); ne segue
la Sj-invarianza del polinomio P, ovvero P & un polinomio simmetrico nelle ;. Sla ora hyjp € O(k)
I’applicazione definita da

V1 < Vg
Si ha

hijy - BU(AL, o Apya)) - hl_é = Bl(=A1,.., \)

dunque la O(k) invarianza di P implica che il polinomio P & un polinomio pari nella variabile ;.
Ripetendo questo ragionamento per le altre varibili, troviamo che P ¢ un polinomio simmetrico

pari nelle variabili A;, ovvero che ¢ un polinomio simmetrico nelle variabili )\22. Ne segue che esiste
ed € unico un polinomio F' tale che

P, A gy) = Fri(A, - Aw2)s 2 (At - Ay - - oY/ (At - - -5 Apeyag)

dove i polinomi ¥;(A1, . .., Ar/9)) sono definiti dall’equazione
H 1422 ¢2) = Z% Ay ey Ao )t

Osserviamo che si ha
JT@+ 22 %) =det(I +t- Bi(Ay, ..., Ajgyz))
D’altra parte, possiamo ancﬁe scrivere
[T+ 2) =det(Z +t- Bi(Ay, ..., Agyz)) = [[((1+ V=1Xit) (1v/=1Nit))
da cui

71()\1, ey )‘[k/Q}) = O'Qi(\/ —1)\1, -V —1)\1, ceey V _1)‘[k/2]7 -V _1)‘[k/2]) = Pgl(A((j)

Poniamo

pi(A) = <217r>2z Pyi(Ac)

11 polinomio p;(A) prende il nome di i-esimo polinomio di Pontryagin di A. In conclusione, abbiamo
dimostrato che esiste ed ¢ unico il polinomio F' tale che

P(A) = F (pl(A)v e ,p[k/2](A))
il che conclude la dimostrazione.
Per definizione la i-esima classe di Pontryagin di un fibrato riemanniano £ — M e
pi(E) = [pi()] € Hyp(M,C)

Dalla definizione risulta immediatamente che, se indichiamo con E¢ := E ® C il complessificato del
fibrato reale E , si ha

pi(E) = (—=1)"cai(Ec)
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dove abbiamo esteso la connessione V su E ad una connessione su E¢ semplicemente estendendola
per C-linearita.
In particolare '

pi(E) := [pi()] € Hyp(M,R).

Sia ora F ¢ un fibrato complesso di rango k; E ¢ definito da funzioni di transizione {g, 3} a valori
in GL(k,C). 1l fibrato con funzioni di transizione g, 5 € il fibrato coniugato di E ed ¢ denotato
con E. Sia Eg il fibrato reale di rango 2k definito dalle funzioni di transizione (g, 3)r a valori in
GL(2k,R). Facciamo una pausa per chiarire come associamo ad un elemento A in GL(k,C) un
elemento Ag in GL(2k,R). Ag ¢ definito dalla composizione

R2k _, ck A, ¢k _ R2*
con la prima e 'ultima mappa date dall’identificazione zy = x9p_1 + iT9¢, quindi
R ) (1‘1, Ty, Toh—1, :L‘Qk) — (21, ce ,Zk) S (Ck.

(Un ragionamento analogo puo essere fatto per un qualsiasi spazio vettoriale complesso e per un
operatore T : E — E. Si veda la dimostrazione della Proposizione 8 nella prossima lezione.) Non
¢ difficile dimostrare che se consideriamo Ag € GL(2k,R) C GL(2k,C) allora esiste una matrice
B € GL(2k,C) tale che

A 0
-1
B puo essere espicitamente descritta: se B; ¢ la j-ma colonna allora

Bj=(0,...,0,6%,62"1,0,...,0)" con b} =10/ =i se j<k

75 Yj
_ J j+1 T I J+L _ -
e analogamente Bj ;= (0,. .. ,O,bj+k.,b;+k,(), ...,0)" con b;HC =1,b1, =1

Torniamo al nostro fibrato complesso E'; abbiamo definito Eg. Il complessificato di Eg € un fibrato
complesso di rango 2k e risulta

Er®C~E®FE ~ E®E*

dove E indica il fibrato coniugato di E, mentre E* indica il fibrato duale. Il primo isomorfismo
risulta dalla (41), il secondo dal fatto che le funzioni di transizione del duale sono (g;é)t (possi-
amo ovviamente sempre supporre che in F ci sia una metrica hermitiana e ridurre le funzioni di
transizione a U(k)). Si ha pertanto

27

pi(Br) = (-1 (E® E") =) (~1)'"'ei(E) e2ii(E)
=0

6.2. Classe di Pontryagin totale. Classe L di Hirzebruch. Classe A.

In analogia a quanto fatto per i fibrati hermitiani, vediamo ora alcuni esempi di classi caratteristiche
ottenibili come polinomi nelle classi di Pontryagin di un fibrato riemanniano £ — M.
i) La classe di Pontryagin totale. Si tratta, per definizione, della classe

p(E) :=1+pi(E)+ - +pp(E) = {det (1 + 217TQ>]
Dalla definizione seguono immediatamente le proprieta seguenti:
p(E & F) =p(E) Ap(F)
p(f*E) = [*p(E)
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In particolare si ha
p(E®1) =p(E)

ovvero la classe di Pontryagin totale ¢ stabile.
i1) La classe di Hirzebruch. Definiamo la serie di Hirzebruch come

= o (i)

dove A & una matrice antisimmetrica. Questa ¢ di fatto una funzione analitica. Con queste
notazioni, la classe di Hirzebruch di E e, per definizione,

w15

2

I primi termini della serie L(E) sono

L(E) =1+ %pl(E) + % (—pu(E)? + Tea(E)) + ...

Vale inoltre
L(E®F)=L(E)NL(F)

e dunque, in particolare, la classe di Hirzebruch & stabile. Infine, la classe L(T'M) prende il nome
di classe di Hirzebruch della varieta M.
ii1) La classe A. Definiamo la serie A

A(B) = <det<sinf/123/2>>l/2

dove B ¢ una matrice antisimmetrica. Anche questa funzione ¢ di fatto analitica. Con queste
notazioni, la classe A di E &, per definizione,

- (50)

2

I primi termini della serie A(E) sono

AB)=1- 2—14pl(E) + % (7Tp1(E)* — dea(B)) + ...
Vale inoltre
A(E@® F) = A(E) A A(F)
e dunque, in particolare, la classe A & stabile. Al solito, la classe A(TM ) prende il nome di classe
A della varieta M. Il numero

A(M) = /M A(TM)

prende il nome di genere A della varieta.
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6.3. Fibrati orientabili.

Un fibrato reale E di rango k sulla varietd M & detto orientabile se \* E = \™® E & banale. In
questo caso il fibrato in rette (A" E,m, M) possiede una sezione globale non nulla.

Se E ¢ orientabile allora A" E\0 = Upnen (A" En \0) ha due componenti connesse; la scelta
di una di esse e detta scelta di una orientazione per E. Fissata un’orientazione per F, e quindi una
sezione banalizzante per \"** E, & chiaro come dati comunque due intorni trivializzanti U, e Ug

sia possibile scegliere due basi locali ortonormali {s{,...s3} e {sf e sg } tali che
s‘f‘,/\--~/\sg:csf,/\~--/\s’g, c>0.

Quindi, se F & orientabile e dotato di metrica, le funzioni di transizione possono essere scelte a
valore in SO(k) invece che in O(k), ossia

Jag - U, N Ug — SO(k).

Viceversa, se il gruppo di struttura di E puo essere ridotto da O(k) a SO(k), allora & chiaro che
possiamo definire una sezione non nulla di A™** E e quindi banalizzare \™“* E ottenendo che F
¢ orientabile.

6.4. Polinomi SO(k)-invarianti. Classe di Eulero.

Si indichi con I(SO(k)) l'algebra dei polinomi invarianti per SO(k). Lo studio di questi polinomi
porta a due casi, a seconda della parita di k.

Primo caso, k dispari: k = 2m + 1.

Analogamente al caso visto per I(O(k)), data una matrice antisimmetrica A, ossia A € Lie (SO(2m-+
1)) = Lie (O(2m + 1)), esiste sempre una matrice g € SO(2m + 1) la cui azione aggiunta trasforma
A in una matrice diagonale a blocchi, con m + 1 blocchi:

0 X\
(_)\1 O) 0 0 0
0 Ao
949 =~ = . .
: 0 . 0
0 Am.
; o ()
0 0 (0)

Come per il caso di T(O(k)), si trovano polinomi P che dipendono solo dagli autovalori \;:
P(A) = P(gAg™) = P(\1,...,\n)
L’azione della matrice h € SO(2m + 1) definita sulla base canonica come

e —— €3
€y —— €4
€3 — €
€4 — €2

scambia il primo con il secondo blocco della matrice, lasciando invariati i polinomi P. Analogamente
tramite h € SO(2m + 1) opportuna si possono scambiare due blocchi qualsiasi, ottenendo

Pty Am) = Py 3 Aom)) s 0 € S
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Nel caso I(O(2m+1)), per verificare che P(A1, ..., A\n) = P(=A1,..., Ap) si ¢ utilizzata la trasfor-

€1 — €2

mazione h € O(k), h : { . Ma h ha matrice
1

€y —
01 0
h = 10 ¢ SO(2m+1).
0 I
Si considera allora la trasformazione h con matrice
. <?é>o 0
h = 0 7 0 € SO(2m +1)
0 0 (-1
che scambia \; con —\y, ottenendo P(A1,...,\n) = P(=\1,..., A\p). Quindi vale:

POy X Am) = PO, =Ais e Am)

ossia P & un polinomio simmetrico nelle A?. Si ottiene quindi, come nel caso di O(2m + 1), che
esiste un unico polinomio simmetrico F', tale che

P, dm) = Flor(A2, ... 02), ., om(AE, .. 02)
e P(A) = F(pi1(A),... pm(A)) dove p; sono i polinomi di Pontryagin, ottenendo ancora
I(SO(2m +1)) =C|p1, ..., Dm]
e non ci sono quindi nuove classi caratteristiche in questo primo caso.

Secondo caso, k pari: k = 2m. Non c’¢ piu la possibilita di utilizzare (—1) nel blocco finale della
matrice per definire h e quindi non € piu possibile scambiare A; con —\;.
Si procede allora come segue: fissato gg € O(k)\SO(k) si pud scivere

P(A) = S(PlooAgy ) + P(A)) + 3 (P(4) = Ploodgs ") Ri(4) + Pi(4)

Si verifica facilmente che
e Py(A) e Pi(A) sono SO(k)—invarianti,
e Py(A) & O(k)—invariante
e Pi(hAh™Y) = —Pi(A), per h € O(k)\SO(k).

Scelto h come sopra che realizza lo scambio e] < €9, ..., €91 <> €9, si ottiene analogamente ai
casi visti:

Pl(A) = pl(Aly-n,)\i;---yAm) = _pl(/\ly--~7_)‘i7--~7)\m)7 1= 1,...,m
ossia \; divide Py(Aq, ..., \y) per ogni i =1,...,m, e allora vale

PiMy o Am) = Apeeee Am - P2(M, 5 Am)
dove P9 € una funzione simmetrica delle )\f. Quindi in questo caso P(A) si scrive come
P(A) = P()\l,,)\m) = p0(>\17--->>\m) + Hﬁg()\l,...,)\m)

dove si & posto H = A; - ---- A\,. Notiamo che det A = H?.

Vogliamo definire un polinomio invariante e(A) tale che e(A) = e(Bl(A1,...,A\n)) = H (a meno
di costanti normalizzanti). Sia V uno spazio vettoriale euclideo orientato, con base ortonormale
{v1,...,v} e con orientazione vy A --- A vg.

L’integrale di Berezin ¢ il funzionale lineare T : A*V — R che vale 1 su v; A -+ A v e zero su
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vy, Ao-- A, con £ < k. Se {v1,...,vp} e {wy,...,wx} sono due basi ortonormali equiorientate
allora e chiaro che
(42) T(og A+ ANvg) =T (wr A+ Awg)

Si definisce il polinomio di Pfaff come:

1 g
Pf(A) = W Z (_1> Ao‘(l)o‘(2) o AU(mel)a(Zm)

UESQm

ed il polinomio di Eulero come
1
A) = Pf(A

(4) = Gy P
Proposizione 6. Il polinomio di Eulero e(A) ¢ SO(k) invariante. Se gAg= = Bl(A1,...,A\m),
con g € SO(k), allora e(A) = W (=)™ Ay - Am

Dimostrazione. Consideriamo la seguente forma esterna:
-
_ Az Cv:s N Vs
7 L Vi
1<)
dove B = {v;}i=1,.. 2m € una base ortonormale di R?™ equiorientata alla base standard. E facile

verificare che se B ¢ coniugata a A tramite g € SO(k) e se C = {w;}i=1,... 2m € la base ortonormale
di R?™ ottenuta da B tramite g allora vale la seguente identita in A R2™:

1 1
?ZAijvi/\'Uj = %ZBijwi/\wj
i<j i<j
Ne segue che in A" R2™
27TZ:AUvZ/\fUJ) 27TZ:Bmwl/\w])
1<j 1<j
da cui deduciamo, utilizzando la (42), che

27TZA”U,/\UJ = ZB”wl/\w] ™) eR
i<j Z<J

D’altra parte si ha, con un semplice calcolo,
1 1
e(4) = i Tlam ZA v A"

e concludiamo quindi che e(A) ¢ SO(k)-invariante. Scelta una base diagonalizzante a blocchi per
A, ossia tale che:

Av1 = )\1112
A'U2 = —)\11)1
Avg = )\2’04
AU4 = —)\21)3

possiamo scrivere la due forma associata ad A e alla base diagonalizzante come

A1 Ao
——V1 ANVy — —VU3 AVg — ...
s 2
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da cui deduciamo che

A) = - = _m - 1) g e A
e(4) 2 2 (2m)m (=D)" M
La Proposizione & dimostrata.
Si noti che, in particolare,
1 1
A2 = —— K\2%..... 2 _ - A) = pn(A
6( ) (27T)k)\1 Am (27T)k det( ) p ( )

ossia il quadrato del polinomio di Eulero ¢ uguale all’ultimo polinomio di Pontryagin p,,(A) .
Abbiamo dimostrato il seguente risultato:

Proposizione 7. Si ha un isomorfismo di anelli:
I(SO(2m)) = Clp1,...,Pm-1,Pm,€]/ < €* —pm >
Si puo allora dare la seguente

Definizione 14. Dato un fibrato reale orientabile £ di rango m = 2k sulla varieta M si indica
con e(E, VE) € Q>"(M) la forma di Eulero e si definisce la classe di Eulero di E come
[e(E, VE)] = e(E) € H*(M,R). La sua espressione in coordinate locali ¢ data attraverso la
matrice della curvatura €2 come e().

Osservazione 1. Sia E un fibrato complesso e ERr la sua realizzazione; abbiamo visto che se
E ha rangor = m allora Egr ha rangor = 2m. Si osservi che poiche E & complesso segue che
ER ¢ orientabile: infatti se gog : Uy N Ug — U(m) sono le funzioni di transizione di F, allora
(9ag)r : Us NUg — SO(2m) sono per definizione le funzioni di transizione di Fr e sappiamo dalla
formula (41) che

det(gap)r = det(gag) - det(gap) = |det(gas)|?
Vale allora la seguente

Proposizione 8. Risulta
e(Br) = cn(E)  in HIW(M, R).

Dimostrazione: Basta ragionare su uno spazio vettoriale complesso E. Se ( , )g indica la metrica
hermitiana su E, la sua parte reale ( , )p, € una metrica su Eg; inoltre se vy, ..., v, € una base
ortonormale di F allora wy; = v1,ws = v, w3 = va,..., Wy, = iV, € una base ortonormale di
ER. Notiamo anche che una matrice antihermitiana A definisce un operatore antihermitiano su F
una volta fissata una base ortonormale, e questo induce un operatore antisimmetrico su Er con

metrica (, )g,; questo operatore ha matrice Ag rispetto alla base {wy, ..., wam} € questa matrice
¢ antisimmetrica. L’enunciato e(Ar) = ¢, (A) ha quindi senso. Allora se vy, ..., v, € una base che
diagonalizza A, ossia
A’Ul = i>\1v1
, X €R
Avy, = iA\pUm

si ottiene per la m-esima classe di Chern:

em(A) = <217r>m (A1) - (iAn) = <;>m)\1 ..... Ao

D’altro canto

ARwl = Av1 = z’)\lvl = )\1(1"01) = )\1102, AR’LUQ = —)\1w1
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quindi in questa base Ag si scrive in maniera diagonale a blocchi, ottenendo come visto

e(AR) = <_1>m)\1.....>\m

o
e quindi il risultato.

Osservazione 2. Si verifica dalle definizioni che e(A & B) = e(a)e(B); in particolare anche la
classe di Eulero & stabile.

6.5. Teorema di Chern-Gauss-Bonnet. Teorema di Hirzebruch.

Teorema 9. (Chern - Gauss - Bonnet) Sia M una varieta compatta senza bordo e orientabile di
dimensione 2m. Indicata con

2m

X(M) =) (~1)"dim Hap(M, R)
i=0
la caratteristica di Eulero - Poincaré di M, si ha:

/ e(M, V') = x(M)

M

Osservazione. La caratteristica di Eulero - Poincaré si puo definire anche a partire dalla coomolo-
gia singolare.

Teorema 10. (della segnatura di Hirzebruch) Sia M come nel teorema (9) di dimensione 4m. Si
consideri la forma bilineare simmetrica

H (M, R) x Hgft(M,R) — R

che agisce sulle coppie di 2m-forme come:
() 18) — [ lans
M
e sia o(M) la sua segnatura. Si ha
o(M) = / L(M)
M
dove L(M) = [L(TM, VTM)] ¢ la classe di Hirzebruch.

Otterremo questi teoremi come corollari del teorema di Atiyah-Singer (e del teorema di de Rham-
Hodge).
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7. Lezione7
7.1. Varieta complesse.

Sia M una varieta complessa ’ di dimensione complessa n. Sia TM il suo fibrato tangente reale,
un fibrato reale di rango 2n. Sia T'M ® C il complessificato di T'M, un fibrato complesso di dimen-
sione complessa 2n.

Supponiamo dapprima che M = C" e sia p € C". Sia C°(C",R) l'algebra dei germi in p di
funzioni C*° a valori reali; sia C;°(C",C) l'algebra dei germi in p di funzioni C*° a valori com-
plessi; sia Op(C") (rispettivamente O,(C")) la sottoalgebra di C°(C",C) costituita dai germi
di funzioni olomorfe (rispettivamente antiolomorfe). Indichiamo le coordinate con (z1,...,z,) =
(x1 + iy, ..., 2y + iyy). Sia T,C" lo spazio tangente a C" in p e cioe, per definizione, lo spazio
vettoriale reale costituito delle derivazioni R-lineari di C;°(C",R). Una base per T,,C" & costituita

da
0 0

{ach\pv fyj(p
Lo spazio vettoriale T,C" ®r C, che denoteremo semplicemente 7,,C" ® C, ¢ lo spazio vettoriale
complesso delle derivazioni C-lineari dell’algebra C'°°(C™,C). Se definiamo i campi di vettori

;J=1,...,n}

0 1,0 .0 0 1,0 o,

o5~ 2o oy a5 T2l Tiay)

allora vediamo che una base complessa di 7,,C" ® C ¢ data dalle derivazioni
0 0
{a—zj\p, T@‘p; ji=1,....n}

Siano

T]}’O(C” ={veT,C"®r C | v[f]=0 V[f] € O,(C")}
e

Tpo’l(C" ={veT,C"orC |v[f]=0 V[f] € 0,(C")}
Allora e facile dimostrare che

(43) T,C"® C =T,°C" e T)''C"
0 0
1,0 _ _—
(44) T,°C" = Spanc(aZl b B \p)
) )
0,1~n __
(45) T, C" = Spang (021 ’p, = ‘p)

Esiste inoltre una naturale operazione di coniugio in 7,C" ® C e
(46) T C" = T,°Cn

Se ora M & una varieta complessa allora Vp € M possiamo definire T, M, T,M ® C, Tp1 O , Tp1 O

e considerando coordinate locali scopriamo che TTOM := Uprl 00 & un sottofibrato di TM ® C
con funzioni di transizione fra le carte (U, (z1,...,2,)) e (W, (wy,...,w,)) date da

8wj
82’2'

7pe]r nozioni di base di teoria delle funzioni di pit variabili complesse vi rimando a [3] Capitolo 0, Sezione 1
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Trattasi quindi di un fibrato olomorfo. 1l fibrato T*°M ¢ detto il fibrato tangente olomorfo.
Analogamente T%' M := U,T, 19 1M & un sottofibrato di TM ® C, detto il fibrato tangente antiolo-
morfo. Vale 'analoga di (46):

(47) T9'M =THOM
Notiamo infine che (T*°M)g & isomorfo a TM con isomorfismo indotto dalla mappa
(T*°M)g 5 v — 2Re(v) =v+T€TM®C

che ha ovviamente valori in 7M. ® La moltiplicazione per i in TV°M induce tramite I’isomorfismo
2Re( ) un operatore J € C°°(M,End(TM)) tale che J? = —1 Vp € M. Possiamo utilizzare questo
operatore per definire una struttura di fibrato vettoriale complesso in T'M:

(a+iB)vp = avy + Jp(Bvp) -

In generale, una struttura quasi-complessa su una varieta reale & un elemento J € C*°(M, End(TM))
tale che Jg = —1Vp € M. Abbiamo appena dimostrato che la varieta reale associata ad una varieta
complessa ha una naturale struttura quasi-complessa. Una struttura quasi-complessa su una va-
rieta reale non ¢ detto che esista ?. Se esiste una struttura quasi-complessa allora possiamo definire,
come sopra, una naturale struttura di fibrato complesso in T'M. Esistono strutture quasi-complesse
che non provongono da alcuna struttura complessa (ad esempio in S°).

Analoghe considerazioni valgono per il duale T*M di TM. Quindi

(48) T*M @ C = AYO(M) @ A% (M)
con descrizione locale data in termini delle 1-forme duali ai campi tangenti olomorfi e anti-olomorfi:
de = dIL‘j + idyj R dij = de - idyj

Si ha anche, come nel caso del fibrato tangente,
(49) APN(M) = ALO(M).
Localmente A"*(M) ha base locale data da dzi,...,dz, e A" (M) ha base locale dz,...,dz,.
Osserviamo che, in generale, per due spazi vettoriali E, F’
AN(E®F) = ®r_pygAP?

con A\P?:= Span{e A f,e € NPE,f € NTF}. Cio implica la decomposizione \"(T*M ® C) =
Br=pt+q NI (M) dove AP"?(M) sono le forme di grado p+¢ localmente esprimibili come combinazioni
lineari di dz7t A --- Adzi» AdZ A --- AdZ' . Sinoti che si pud scrivere 'operatore di derivazione
d come:

d=0+0 con 0 =0>=00+00 =0
dove & : NP4(M) — NPTHUM) e & : A\P9(M) — APPT(M) sono ottenuti per proiezione. Esplici-
tamente

ANayrdz A~ AdziP NdZH A - AN dE) = Za—aJldz‘Adzﬂ Ao AdP ANdZ A - A dF
2
l

e analogamente per 0.

8: ; ; 1,0 5 el o ;. 0 )
infatti, una base locale reale di (T""M)r & data da B Ba 1 bBay Vg

e questa base ¢ chiaramente
. . F) F)
Inviata in {5.—, 35—

fata in {72 75;) 4

E semplice convincersi, ad esempio, che M deve avere dimensione pari: tuttavia cido non e sufficiente, S* ad
esempio, non ammette strutture quasi-complesse
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7.2. Metriche hermitiane. Forma di Kahler.

Una metrica hermitiana h su una varieta complessa M ¢, per definizione, una metrica hermitiana
sul fibrato tangente olomorfo TH0M; in particolare

he C®(M,(TYM @ THOM)*) = C°(M, (TY°'M @ T M)*) = C>°(M, A" M @ A> M) .

La coppia (M, h) & detta una varieta hermitiana. Localmente possiamo scrivere la metrica hermi-
tiana come:

h = hij(2)dz ® dZ° .
Se {¢j;7=1,...,n} ¢ la base duale ad una base ortonormale di TYOM allora

h=> ¢;®¢;
J

La parte reale e la parte immaginaria di h definiscono rispettivamente una forma bilineare sim-
metrica e una forma bilineare antisimmetrica sul fibrato reale (T°M)g. Tramite I'isomorfismo
(TYOM)g ~ TM otteniamo una metrica riemanniana g := Reh su TM e una due-forma reale
w = —%Imh su M. La 2 forma w & detta la forma di Kéahler associata alla varieta hermitiana
M, h). Esplicitamente, se ¢; = o + \/jﬁj, con «j, 3; 1-forme reali, allora
h=> 0;0¢ = (o +vV=18)) @ O _(a; — V=18)))
J J J
e quindi

h=> (0j@a;+ 88 B) +V=1> (—a; ® B+ 5 ® )
i i

da cui deduciamo che la metrica riemanniana g € data da Zj(ozj ® aj + f; ® B;) mentre la forma
di Kahler e data da
/1 _
wzzay‘/\ﬂjo Z¢M¢j
j j

Analogamente, se la metrica ¢ data localmente da h = h;;j(z)dz; ® dz’ allora

/1 :
w= Thu(z)dzz ANdzZ .

Notiamo che la forma di volume associata a g = };(a; ® a; + 8; ® 3;) ¢ data da
dvoly ;== a1 AB1 AN+ Nay A\ By

ed ¢ facile verificare che
n

(50) dvol, = %
Sia ora £ — M un fibrato complesso olomorfo su M. Si osservi che risulta ben definito ’operatore
d : C®°(M, NP (M) ® E) — C°(M,\P"""' (M) ® E).
Pit precisamente, se {e;} € una base locale olomorfa di E, allora, per definizione:
J: (w®ej) — OwRej

dove w®ej € C®°(M, \PH(M)®E), se w € A\PI(M) (& facile vedere che la definizione non dipende
dalla base olomorfa scelta).

In particolare esiste Poperatore & : C°(M, E) — C°(M, A\ (M) ® E). Si puo dare allora la
seguente
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Definizione 15. Sia V una connessione su E. Si dira che V ¢ una connessione complessa se
risulta:

[1"' Vs = 9s, se€ C®(M,E)
dove []"' V : C®(M,\' (M) ® E) — C°(M, \" (M) ® E) & la proiezione della connessione V
sulla parte antiolomorfa di grado 1 delle sezioni a valori nel fibrato A' (M) ® E.

Osservazione. Rispetto ad una base olomorfa una connessione complessa ha forma di connessione
di tipo (1,0).

Vale il seguente risultato, analogo al teorema di Levi - Civita:

Proposizione 9. Sia E un fibrato olomorfo. Data una metrica hermitiana su E esiste ed € unica
la connessione complessa con essa compatibile.

Dimostrazione Mostriamo inizialmente I'unicita. Sia {e;} ¢ una base locale olomorfa di E per
I'aperto U ed h = h;j = h(e;, ej) una metrica su E. Allora vale per compatibilita:

(51) dhij = (Wep,ef) + (ei,wfek) = wihy + @fhik.

Poiche si ha w! € A(U) dalla (51) segue:

(52) dhij = Ohij + Ohij = wihyy + @Fhik

dove il primo addendo nel termine a destra ¢ una forma di tipo (1,0) e il secondo di tipo (0,1).

Quindi dalla (52) si ottiene Oh;; = w% hi;, e la sua complessa coniugata , che si che si puo riscrivere
come:

(53) w=0ahht.

Infine, per ottenere 'esistenza, si verifica che la (53) definisce effettivamente una connessione come
nell’enunciato. Basta utillizzare il fatto che le funzioni di transizione, che sono a valori unitari,
sono olomorfe, i.e. ggag = 0 e quindi dgog = 09gap; Piu precisamente, derivando rispetto a 0 le
condizioni di compatibilita per la metrica, ho = gaghgge.p € utilizzando dgas = Ogap si ottiene
subito che

Ohahy' = dgapgy; + 90 (Ohshy g,
da cul la tesi.

Corollario 6. Risulta in questo caso:

Q = Jw
Dimostrazione Per quanto visto vale:
Ow=200hh™ ) =0hd(h ™) = -0hh ' ANORh ™ = —w A w.
D’altro canto Q = dw + w A w = Ow + 0w + w A w quindi il risultato.

Osservazione. () ¢ una forma di tipo (1,1).

Esempio. Si consideri in generale L. — M un fibrato complesso olomorfo di rango 1. Su ogni
aperto U, la metrica ¢ definita attraverso una singola funzione reale hy, > 0, con h, € C*®(U,).
Indicando con g,p le funzioni di transizione su U, N Ug, vale hy = | goé/3|2 hg. Per quanto visto, si
ha allora w, = Ohy hy' = dlog h, da cui:

Oy = 00loghy = —00loghy .
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Esempio. Sia ora M una superficie di Riemann (ossia una varieta complessa di dimensione 1),
allora TV9M & un fibrato complesso olomorfo di rango 1, isomorfo sui reali a M. Sia h una
metrica hermitiana su T79M. Sappiamo che la h definisce una metrica riemanniana su 7M. Sia
V l'unica connessione complessa compatibile con la metrica. Per quanto visto, si ha per la prima
classe di Chern:

a(TYOM,V) =2+ 00logh= 5% %%loghdz/\diz
= o= L Aloghdz Ndz = 5& (=5 Alogh) 2 dz N dz =
= %KdvolM

dove K e dwvoljs sono la curvatura gaussiana e la forma di volume associate alla metrica riemanniana
definita da h (per la formula sulla curvatura gaussiana si consulti ad esempio Modern Geometry di
Doubrovine, Novikov, Fomenko; per la forma di volume si veda la (50)). Quindi vale:

1
Cl(Tl,OM) = ﬂKdUOlM

e, in particolare,

1
/Cl(TLOM) = 2/ KdUOlM
M T JMm

e quindi, per il teorema di Gauss-Bonnet,
/ Cl(Tl,OM) = X(M) =2 — 2g
M

dove g ¢ il genere di M. In particolare ¢; (71 0M) non ¢ esatta se g # 1. Dato che (T"'M)g = TM
otteniamo anche e(T'M) = ¢;(T10M). In particolare,

/M e(TM) = /M c1(ThoM)
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8. Lezione 8.

8.1. Ancora un esempio.
Se L — CP! ¢ il fibrato tautologico dello spazio proiettivo unidimensionale, vale:

/(CP1 a(l) = —-1.

Per la verifica del risultato, si scriva CP! = {[29,z1] € C?\ 0} e UUV = CP! un suo ricoprimento
tramite i due aperti U = {29 # 0} e V = {z1 # 0}. Su U e V si individuano due carte locali:

U — C Vv — C

[20,21] —2=2 [vo, v1] v =32

Si ricordi che il fibrato L — CP! & definito come L = {([z],v) € CP! x C? : v = \[x]}, e che la
base locale e data per le due carte da:

Sy U — L|y sy ¢ 1% — L]y
[207 Zl] — ([ZO> Zl] ) (17 Z)) ) ['U07U1] — ([v(J’Ul] ) (U7 1))

ossia in breve, sy : z — (z,(1,2)) e sy : v — (v,(v,1)) rispettivamente. Se p & un elemento
dell'intersezione UNV con coordinate vin Ve zin U vale sy (p) = (v,1) = (1,1) = 1(1,2) = Lsy(p),
ossia z sy = sy come deve essere. Quindi sy e sy costituiscono due basi locali olomorfe. La metrica
indotta su L da CP! x C? & nei due casi:

lsu ()| = 1+2* = h(z), lsv ()l = 1+ = h(v).

Sia ora V l'unica connessione complessa compatibile con la metrica; allora

z

wp=0h-h1= " —_dz,
Y (1+]=2)
da cui
0 5 dz Ndz 2idx A dy
= W = = .
Y L+ [=2)2 (At [2 + [y?)?
Analogamente Qy = (1?@?2”)2 . Da queste si ha:
; - dzAd
JepraL) = Jepall,V)= [y = [y 3 (1+|x9|£2+\z/|2)2 -
_ 1 oo 2™ pdpd® _ —1 o
=zl I (§+Z2)2 =5 m=-1

quindi il risultato, che indica come c¢;(L) ¢ chiusa ma non esatta, ossia come il fibrato L sia non
banale.

8.2. Il teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch.
Sia M una varieta complessa ed E un fibrato olomorfo. Abbiamo visto come sia possibile definire
l'operatore
d : C®(M, NP1 (M) ® E) — C®°(M, N\ (M) ® E).

Dato che (9)? = 0 otteniamo un complesso
= O @ B) & CR(M AP (M) 9 B) - ..

I gruppi di coomologia di Dolbeault Hg’i(M , E) sono per definizione i gruppi di coomologia di
questo complesso. Il teorema di Dolbeault, analogo complesso del teorema di de Rham, afferma
che

H'(M,E) ~ H'(M,0(E)),
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dove a destra compaiono i gruppi di coomologia a valori nel fascio delle sezioni olomorfe di E 0 .
Indicando con ‘ .
(M, 0(B)) = 3" (1) dim H'(M, O(E))
i
la caratteristica di Eulero della coomologia a valori nel fascio O(E), si ha il seguente importante
teorema

Teorema 11. (Riemann - Roch - Hirzebruch) Sia M una varieta complessa ed E un fibrato olo-
morfo. Risulta

(M, O(E)) = /M Td(M) A Ch(E)

dove Td(M) = [Td(T'*°M, V)] ¢ la classe di Todd di M e Ch(E) la classe di Chern di E. In
particolare per il genere aritmetico della varieta, x(M,O), risulta

(M, 0) = /M Td(M)

Otterremo questo teorema come corollario del teorema dell’indice di Atiyah-Singer.

8.3. Trasporto parallelo e connessione di Levi-Civita. Materiale per questi argomenti ¢ stato
inserito a posteriori nelle lezioni precedenti (lezione 3).

8.4. Operatori differenziali.
Siano E,F' due fibrati vettoriali su M. L’applicazione lineare
P : C®M,E)— C*(M,E)
¢ un operatore differenziale se per ogni carta banalizzante U comune ad F ed F
X : U—-ACR"
¢ : Ely = AxC"
Y @ Flgy = AxC™

ed indicando con iy : C§°(U, E|y) — C*°(M, E) I'immersione delle funzioni a supporto compatto
e con ry : C®(M,F) — C*®(U, F|y) la restrizione, risulti commutativo il seguente diagramma:

ryoPoiy
—

Cs° (U, Elv) C>*(U, Flv)

CP(A, A xCn) & C®(A,AxC™)
con Py matrice di operatori differenziali. Si utilizzera la notazione P € Diff*(M; E,F); P €
Diffk(M ; B, F') se per ogni banalizzazione non compaiono operatori di ordine superiore a k.

10her la definizione si consulti, as esempio, [3] o anche [11] [12]
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9. Lezione 9.
9.1. Simbolo principale.
Se P € Diff*(M; E, F) allora & ben definito
or(P) € C*(T*M,Hom(n*E, " F))

detto simbolo principale dell’operatore P.
Sia (z,&) € T*M ed e, € Ey; introduciamo f € C*°(M) ed e € C*°(M, E) tali che df|, =€ e
e(x) = e,. Definiamo oy (P)(z, &) € Hom(E,, Fm) come segue :

Uk(P)(%&)(ex)—Z SP((f = f(2)*e)()

Si verifica che o1 (P)(x, &) non dipende dalle scelte fatte e che ¢ un’applicazione lineare da E, — F,.
In una banalizzazione locale si ha:

. zw(m e

o <k
Z L (gmyom

Vale, inoltre, la seguente proprieta: se P € Diff*(M;E, F) e Q € Diff™(M; F,G) allora PQ €
Diff " *(M; B, G) e

Ohktm(PQ) = 0k(P)om(Q)
Definizione 16. P ¢ ellittico se V (z,&) #0 € T*M

ox(P)(x,&) € Iso(Ey, Fy)

Siano <,>p, <,>p metriche hermitiane su F ed F rispettivamente, si costruisca il prodotto
scalare (u,w)p = [,;<u,v >pdvol Yuu' € C®(M,E). Loperatore P : C®(M,E) —
C(M, F) ammette un aggiunto formale P* : C°°(M, F) — C*(M, E) se vale

(Pu,v)p = (u, P*v) g Yu € C°(M, E) Yu € C°(M, F)

Se P € Diff¥ (M; E, F) allora non ¢ difficile dimostrare riducendosi a carte locali ed integrando per
parti che esiste ed & unico P* € Diff*(M; F, E) ed inoltre:

ox(P") = or(P)"

Una vasta classe di operatori differenziali ellittici su varieta differenziabili si ottiene
considerando operatori di tipo Dirac (ordine 1) e loro quadrati, i Laplaciani general-
izzati (ordine 2).

Per definire questi operatori abbiamo bisogno di un po di Algebra Lineare e piu specificatamente
dalla teoria delle algebre di Clifford.
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9.2. Algebre di Clifford.

Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione finita dotato di una forma bilineare simmetrica
11
q .

Definizione 17. L’algebra di Clifford Cl(V,q) associata a V e ¢ € per definizione il quoziente
T(V)/I(V) dell’algebra tensoriale T'(V) = > V& per l'ideale I(V) C T(V') generato dagli elementi
del tipo v @ w +w ® v + 2¢(v,w) con v,w € V.

La proiezione naturale T(V) — CI(V,q) fornisce un’applicazione V' — CI(V,q). Non ¢ difficile
dimostrare che VN I(V) =0, per cui V — CI(V,q) ¢ iniettiva.
Per CI(V, q) vale la proprieta universale enunciata nella seguente:

Proposizione 10. Sia A un’algebra con unita e f : V. — A un’applicazione lineare tale che
f) - f(w)+ f(w) - f(v) =—=2q(v,w)-1a, perogni v,w eV,

allora esiste un unico omomorfismo di algebre f : Cl(V,q) — A che estende f. A meno di isomor-
fismi, ClU(V,q) é caratterizzata da questa proprieta.

Dimostrazione. Per la proprietd universale di T(V) esiste f© : T(V) — A che estende f. Per
I'ipotesi su f, f® passa al quoziente e fornisce la f voluta. Inoltre, sia C' un’altra algebra contenente
V' che soddisfi la medesima proprieta; entrambe le inclusioni V- — C, V' — CI(V, q) si estendono
rispettivamente a ¢ : CI(V,q) — C, ¢ : C — CI(V,q). Componendo, otteniamo ¢ o ¢ : CI(V,q) —
Cl(V,q) che estende l'inclusione V' — CI(V,q); dato che I'estensione ¢ unica, 1) o ¢ ¢ I'identita e ¢
e 1 sono una l'inversa dell’altra. [J

9.3. Moduli di Clifford.

Definizione 18. Un modulo di Clifford € uno spazio vettoriale FF dotato di un’azione dell’algebra
Cl(V,q), cioe un omomorfismo di algebre con unita ¢ : Cl(V,q) — End(E). Se E & dotato di
metrica (-, -) g 'azione puo essere unitaria il che avviene qualora c¢(v) € O(E, (-, )g) per ogniv € V
di norma unitaria.

Osserviamo che se E & un modulo unitario e se v ha norma unitaria allora si ha:
(c(v)er,c(v)e2)p = (e1,e2)p
e dato che (c(v))? = —1g si ha:
(c(v)er,e2)r + (e1,c(v)e2)p =0
vale a dire: ¢(v) ¢ anti-autoaggiunto per ogni v € V.

Proposizione 11. A*(V') é un modulo di Clifford (unitario) su ClL(V,q).

Dimostrazione. In primo luogo si estenda nel modo usuale a A*(V) il prodotto scalare ¢ di V.
Ricordiamo che per far cio si impone A¥(V) L A*(V) se k # h, e poi si dichiara ortonormale la
base (vi; A ... AV )i <..<ip di A¥(V) se {v1,...,v,} & una base ortonormale di V. A questo punto
definiamo e(v)(a) :==v A a (v € V,a € A*(V)) e la sua aggiunta tramite ¢: i(v) := €*(v). Si ha:
l
i) (wi A Aw) =Y (=D F oy A A (0 wi) AL Ay
i=1

11per noi sara V =T, M, dove (M, g) & una varieta riemanniana, con forma bilineare ¢ = g»(, ) definita positiva



52

e quindi i(v) non ¢ altro che I'usuale moltiplicazione interna per il covettore v* := ¢(v, -). Ponendo:

c(v) :=€(v) —i(v)

si ha:

in quanto si verifica che:
e(v)i(v) +i(v)e(v) = q(v,w) - 1

Dunque v +— ¢(v) si estende ad un omomorfismo di algebre CI(V,q) — End(A*(V)). L’azione &
unitaria grazie al fatto che ¢(v)* = —c(v). La dimostrazione ¢ completa.

Sempre nell’ipotesi che ¢(, ) sia un prodotto scalare, consideriamo ’applicazione

o:ClUV,q) — NV

che associa a x € Cl(V,q) lelemento c(z)(1) di A*V. Quest’applicazione ¢ un isomorfismo di
spazi vettoriali: infatti se {v1,...,v,} € una base ortonormale di V allora l'inversa di o ¢ data
dall’applicazione ¢ : A*V — CI(V, q) che manda v;, A---Av;, € A*V in v, ----- v, € Cl(V,q). E
facile verificare che queste due applicazioni sono una l'inversa dell’altra.

Concludiamo che esiste un isomorfismo di spazi vettoriali CI(V, ¢) ~ A*V: in particolare se {v;}
€ una base ortonormale di V allora

Vi = * Uy, 1 <---<ig, J=0,...,dimV

& una base dell’algebra di Clifford.
9.4. Graduazione e filtrazione di CI(V,q).

E molto importante per la teoria delle algebre di Clifford la graduazione Zs di cui gode CI1(V, q):
Cl(V,q) = CU(V,q)° & CI(V,q)"

dove CI(V,q)? & il sottospazio generato da prodotti di un numero pari di elementi di V' mentre
CI(V,q)! & quello generato da prodotti di un numero dispari di elementi di V. Dato che 'ideale
I(V) & generato da elementi di grado pari in T'(V') vediamo che la graduazione C1(V, q) = CI1(V,q)'®
CIl(V,q)! & effettivamente ben definita.

Alternativamente, si puo considerare 1’automorfismo « : CI(V, q) — CI(V, q) che estende la mappa
v+ —v definita su V; Cl(V, q)° e CI(V, q)! sono gli autospazi di « relativi agli autovalori —1 e 1.
Osserviamo anche che il prodotto rispetta la regola dei segni.

La filtrazione di T'(V):
k
T(V)=> (Z v®r>
k r=0

viene ereditata da CI(V, q) tramite la proiezione naturale, ovvero:

Cl(V,q) =Y _ CI*(V,q)
k
dove

k
Clk(V,q) = {U € Cl(V,q)|Fu € Z V® tale chelu] = v}
r=0
Possiamo altresi definire:
vk — CIF(V,q)/CIF1(V, q)
usando le proiezioni naturali: quest’applicazione ¢ suriettiva e non ¢ difficile dimostrare che il nucleo
& lo stesso ideale che definisce AFV (sard un esercizio per casa).
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Quindi:
CIMV,q)/CI* 1 (V,q) =AMV
percid l'algebra graduata associata alla filtazione di CI(V,q), e cioe @, CI*(V,q)/CI*"1(V,q), &

isomorfa all’algebra esterna A*V.
Come corollario otteniamo

Proposizione 12. FEsiste un isomorfismo di spazi vettoriali

Cl(V,q) 2 A*V
In particolare dim CI1(V, q) = 24V
e lisomorfismo con A*V, in quanto spazi vettoriali, ¢ ora valido per qualsiasi forma bilineare
simmetrica q(, )

9.5. Operatori di Dirac.

Sia M varieta riemanniana con metrica g. g induce una metrica, che denotiamo ancora g, su

T*M. Consideriamo:
U cuwy s, gm) = CU(T*M, g)
meM

che puo essere dotato in modo ovvio di struttura di fibrato vettoriale: il fibrato di Clifford associato
al fibrato cotangente di (M, g). Il fibrato CI(T*M, g) ¢ spesso denotato semplicemente con CI(M).

Supponiamo che esista un secondo fibrato £ su M, con ciascuna fibra E,, modulo di Clifford
su CU(T; M, gn) e supponiamo che 'azione dipenda in modo C*° da m (la definizione precisa si
da facilmente sulle carte locali). Diremo che E ¢ un fibrato di moduli di Clifford o anche, piu
brevemente, un modulo di Clifford. Il fibrato E sara sempre dotato di una metrica hermitiana.
Infine sia data su F una connessione compatibile V. Allora rimane definita Papplicazione:

C®(M, T*M ® E) % C®(M, E)
C(¢ & S)(m) = Cm(¢m)(5m) S D

Definizione 19. Ai dati M, g, E, ¢, V¥ rimane associato un operatore di Dirac Ip, definito come la
composizione delle mappe:

C®(M, E) Y5 C(M,T*M © E) % C*(M, E)

Vediamo l'espressione locale di ) in funzione di una base locale ortonormale (e;); di T'M e della
sua base duale (e');. C’¢ da osservare che la scrittura di ) che seguira non dipende dalla scelta
della base locale ortonormale. Se {s;} € una base locale di E allora abbiamo:

D(sj) = (coVF)sj = c(VFs;) = c(3 wis) =
(X 2k W;,keksl) =Y cleh) X Wé’,ksl =
>k C(ek)VeEij
e dunque:

D=> cle)VE.
i
Lo stesso calcolo dimostra anche che

D ;C(ﬂf)vaa%,
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quest’espressione dipende pero dalle coordinate scelte.

Nella dimostrazione del teorema dell’indice si richiedera addizionalmente che 1’azione di Clifford
sia unitaria e che la connessione V¥ sia di Clifford, cioe valga:

(54) VR(e(9)3) = (VK 9)(s) + c(8)VRs
dove VEC ¢ la connessione di Levi-Civita sul fibrato cotangente.

Vale la seguente

Proposizione 13. Se E ¢ un fibrato di Clifford unitario, allora esiste sempre una connessione di
Clifford su F.

Dimostreremo questa proposizione pitl avanti.

9.6. Esempio 0: il caso piatto. Sia (V,q) uno spazio vettoriale euclideo di dim V = n; sia
E un modulo di Clifford per V; sia {vi,...,v,} una base per V. Ricordiamo che C*(V, E) sono
le funzioni a valori in E, mentre z1,...,x, sono le coordinate indotte da {v1,...,v,}. Rimane
definito I'operatore di Dirac associato a questo modulo di Clifford :

(5% D= clye
Un semplice calcolo dimostra che :
0? 0?
2
(56) =gz~ 52)de

n

A destra c¢’¢ il Laplaciano A; vediamo quindi che I & una sorta di radice quadrata del Laplaciano.

9.7. Esempio 1: 'operatore di Gauss-Bonnet.

Abbiamo visto come A*M sia in maniera naturale un fibrato di moduli di Clifford unitari. Sia
VA™M 1a connessione su A*M indotta dalla connessione di Levi-Civita. Non ¢ difficile dimostrare
che questa connessione ¢ di Clifford.

Definizione 20. L’ operatore di Gauss-Bonnet (o di Eulero) ¢ I'operatore
co VA M . (M, A*M) — C°(M,A*M).

Vediamo ora come sia possibile dare un’espressione esplicita di questo operatore di Dirac. Per
prima cosa sia in generale V' uno spazio vettoriale di dimensione n, con prodotto scalare ¢. Si scelga
{e;} una base ortonormale di V, e si fissi un’orientazione tramite vol :=e; A--- Aey. Sia < -,- > il
prodotto scalare indotto su AV. Possiamo definire per ogni k 'applicazione * di Hodge:

* ARV — ARV
ey N+ Nejy, +— sign(o)ej N---Nej,

dove o(1) =i1,...,0(k) =ik, 0(k+1) =7j1,...,0(n) = ju_k. Si verifica senza difficolta che
(57) s = (—1)k=h)
e che :

w0 =< u,v>vol,Vu,v € AFV | wAv=<s*w,v>vol,Ywe A" *V,v e AFV
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Torniamo alla nostra varieta riemanniana di dimensione n e supponiamo in aggiunta che M sia
orientabile. Sia dvol € C*°(M, A" M) una forma di volume per la varieta riemanniana (M, g). Per
ogni x € M rimane definita un’applicazione lineare

*p AQIZM — A;‘_kM
che induce un’applicazione di fibrati:
w: APM — AR M

Gia sappiamo che date due k-forme w e a & ben definito il prodotto scalare L?:
(w,a)r2 ::/ < w,a > dvol.
M

Allora rimane ben definito I'operatore d* aggiunto formale di d : A¥M — AFT1M rispetto a (-, -) 2,
vale a dire che d* ¢ definito da (dw, &)r2 = (w,d*a) 2 per w k-forma e o (k+1)-forma. Per verificare
Desistenza di d* ne diamo una espressione in termini di d e . Prese w € A*M, o € A" %=1 si ha
per il teorema di Stokes:

fM < #dw, a > dvol = fde/\a

= (- [ wAda = [,(~1)F! <sw, da > dvol

Dato che %2 = (—1)k("=¥) i ottiene dopo qualche conto la formula cercata:
d* = (—1)"F Tl dy

In particolare, se o € una 1-forma, allora d*a € C*°(M) ed otteniamo, dall’'uguaglianza di (1, d*«)
e (d(1),a) =0, il Teorema della divergenza :

(58) /M(d*a)dvol =0

Proposizione 14. Consideriamo AM come modulo di Clifford unitario, e sia VA™M la connessione
su di esso indotta dalla connessione di Levi-Civita VFC. Sia coVAM operatore di Gauss-Bonnet.
Siha co VA M = d + d*.

Dimostrazione. Denotiamo la connessione su A*M semplicemente con V. La proposizione segue
immediatamente dal lemma seguente.

Lemma 4. d =), e(e")V,;; d* = > —i(e))Ve,.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

9.8. Moduli di Clifford Zs-graduati.

Sia £ un fibrato di moduli di Clifford per la varieta riemanniana (M, g). Diremo che E &
Zs-graduato se esiste v € C°(M,End(F)) tale che, per ogni m € M,

Y(m) =1dg,, , cmy(m)+y(m)en =0
Se E ¢ Zs-graduato allora otteniamo una graduazione di E, E = E* @ E~, con E* = {e €
E|~(e) = +e}. Supporremo sempre la connessione V¥ diagonale: V¥ = VET @ VE: & chiaro

allora che 'operatore di Dirac Ip = co V¥ manda sezioni di E¥ in sezioni di E7, i.e. risulta dispari
rispetto a tale graduazione. In formule e con ovvia notazione

(3 )
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Ad esempio A*M = E ¢ graduato da ya = « se a ha grado pari, ya = —a se a ha grado dispari.
Quindi A*M = AP g Adispari N[ e Poperatore di Gauss-Bonnet si decompone come

* 0 d+ d*|dispa7"i
d+d _<d+d*|pari 0

9.9. Esempio 2. L’operatore di segnatura DS8",
Sia M una varieta tale che dimM = 2k. Sia 7 = (v/—1)P@~D+ky con
T: A%M — Ag_pM
ove A%M = APM ® C. E chiaro che 7 definisce una nuova graduazione di AGM, diversa da quella
in pari/dispari. E anche chiaro che (d 4+ d*)7 = —7(d + d*). Sia
A;tM:{wEA;M(@(C D Tw = tw}

Da quanto detto C®(M,ALM) = C®(M,AfM) & C®°(M,AzM) e d + d* & dispari rispetto a
questa decomposizione. L’operatore di segnatura DS8" ¢ per definizione I'operatore d + d* insieme

alla graduazione T:
Dsign — ( 0 d—+ d*|A* >
d+ d*|p+ 0
Spesso si definisce 'operatore di segnatura come

DN = d o 4|y
9.10. Esempio 3. L’operatore 0 + 0* su una varieta quasi-complessa.

Cominciamo con una lunga premessa di algebra lineare. Sia V' uno spazio vettoriale reale con
prodotto scalare q(,). Si supponga che esista J € End(V) tale che J2 = —Id. Possiamo senz’altro
assumere che ¢(Jv, Jv') = q(v,v") (¢ & J-invariante) perché se p(, ) & un qualsiasi prodotto scalare,
allora q(-,-) := p(-,-) + p(J-, J-) risulta J-invariante. Notiamo che se esiste un tale J allora neces-
sariamente dim V' € 2N perché se {f1,..., fm} € una quasiasi base ortonormale di V' allora per la
matrice A associata a J in questa base si ha A € O(m) e quindi

1 = det(AAT) = det A det AT = det A% = det(—Id) = (—-1)™

da cui la tesi. Sia {ei,...,en,€nt1,...,€ntn} una base ortonormale tale che Je; = ejyn € quindi
Jejtn = —e; 1 < 7 < n. Non ¢ difficile dimostrare che una tale base esiste sempre 12 Sia
{el,...,e" e"l ... e} la base duale. Consideriamo ora V ® C e si estenda J per C-linearita.

Si definiscano V10, Vo1 come gli autospazi di J relativi agli autovalori =-i:
VIO =lv| Juv=iv}, VO ={v]|Jv=—iv}
equindi Vo C=V"0g Vo con
yi0 = Spanc(e; — i€14n, ..., €n — i€2p) yol = Spanc(e; + i€14n, .- ., €n + i€2p)
Osserviamo che
Vol =yio,
Estendiamo ora ¢(, ) a tutto V ® C per C-linearita. Dal fatto che ¢(, ) ¢ J-invariante segue
facilmente che V19 e V1. sono sottospazi isotropi '* massimali mentre g¢ : V10 x VOl — C ¢

12Basta procedere per induzione. Fissiamo e; di norma unitaria: dato che ¢(, ) & J-invariante si ha che Je; &
ortogonale a e;. Consideriamo lo spazio ortogonale a Span(ei, Jei). Dato che ¢(, ) & J-invariante si ha che tale spazio
¢ invariante per J; ora possiamo procedere induttivamente.

13¢id vuol dire che q<c|v110 =0eqclyo01 =0
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una metrica hermitiana su V°. Consideriamo ora lo spazio duale (V ® C)* = (V10)* @ (VO1)*,
L’applicazione V19 — (VO1)* che associa a w la forma gc(w,-) ¢ chiaramente un isomorfismo.
In particolare, se abbiamo un elemento w € V10 allora & ben definito il prodotto interno i(w) :
NVOL - ATy 0L

Lo spazio vettoriale A*V%! & un modulo di Clifford: posto v = v"?+v%! poniamo, per definizione,

(59) c(v) = V2(e(v™) = i(v17))

Notiamo che e; = {(e; —i€jin)+ (€ +i€jin)}/2 € si verifica da questa decomposizione che c(e;)? =
—1. In conclusione A*V%! = A%V ha una struttura naturale di modulo di Clifford.

Sia ora M una varieta reale quasi-complessa, il che vuol dire che esiste J € C°°(M,End(TM))
tale che J? = —Idg; sia ¢ una metrica J—invariante. Sia V%* una connesione su A%*M; possiamo
scegliere questa connessione compatibile con la metrica indotta da g e di Clifford. L’operatore

D :=co V% : C®°(M, A% M) — C°(M, A®* M)
& un operatore di Dirac. Dunque su ogni varieta quasi-complessa esiste un operatore di Dirac.

9.11. Gli operatori di Dirac sono ellittici.
Vogliamo ora calcolare il simbolo principale per 'operatore di Dirac che & ovviamente un opera-
tore differenziale di ordine 1. Sappiamo che in una carta locale

D= c(da?)V;.
Dunque si ha:

a1(D)(x,6) =Y e(da®)(V-1)&" =
= (V=1)e(g"da*) = (vV=1)e(¢)

In definitiva:
a1(P)(,€) = (V=1)c(€)
da cui segue che 1) ¢ ellittico. Inoltre
o2(P)(x,€) = —c(6)* = |I¢][PLdE,

e dunque anche D2 e un operatore ellittico.

9.12. Laplaciani generalizzati.

Sia P € Diff*(M; E, E) con FE fibrato hermitiano . Si dira che P ¢ un laplaciano generalizzato se
o2(P)(x,€) = [[¢|[’1dE,

Scriveremo brevemente ao(P)(x,€) = ||£]|?. Da quanto sopra segue che I)* & un laplaciano gener-
alizzato. Localmente P ammettera la seguente espressione:
)
P=—g" + (ordine 1) + (ordine 0)

Ozt OxI

Ad esempio in R", con la metrica piatta:

¢ un laplaciano generalizzato. Si noti il segno —.
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9.13. Chiralita. Il modulo degli spinori.

Sia V' uno spazio vettoriale reale con prodotto scalare ¢(, ) definito positivo. Consideriamo
l’algebra complessa CI(V,q) := CI(V,q) ® C. Poniamo per brevita Ci(V) := Cl(V,q) e Cl(V) :=
Cl(V,q). Se fissiamo una base ortonormale {eq,...,eqmy} di V, possiamo considerare

dim V+1
I'= \/jl[f}el ...6dimV € CZ(V) .
Tale elemento ¢ detto operatore di chiralita e non dipende dalla scelta della base. Si ha
e I2=1
e se dimV e pari, 'v = —vl' Vv € V;
e se dimV e dispari, 'v =o' Vv € V.

Notiamo che se V' ha dimensione pari ed F & un modulo di Clifford complesso, allora F eredita

in maniera naturale una Zs-graduazione:

E*:={ec F|Te=+e}.

Teorema 12. Sia (V,q) uno spazio vettoriale reale euclideo orientato di dimensione pari. Esiste
a meno di isomorfismi un unico spazio vettoriale complesso Zo-graduato S = ST @& S~, detto il
modulo degli spinori, tale che

(60) CI(V) ~ End(S) .

In particolare, dim S = 24mV/2 dim §+ = gdimV/2-1

Dimostrazione. Sia 2n la dimensione di V. Osserviamo che essendo V' di dimensione pari, V
ammette sempre una stuttura complessa J € End(V) tale quindi che J? = —1. Per dimostrare
I'esistenza di J basta fissare una qualsiasi base, ad esempio una base ortonormale

{e1,. - en,ently s enin}t
e definire J mandando e; — epyy, € €py, — —eg per 1 < £ < n. Notiamo che J puo essere
scelto compatibile con il prodotto scalare di V: ¢(Jv, Jv") = q(v,v’) (bastera prendere la base
{€1,. - y€n,€ntl,...,Enin} ortonormale). Siamo ora nella situazione che si ¢ gia presentata quando
abbiamo studiato 'operatore di Dirac associato ad una struttura quasi-complessa su una varieta
reale.
Possiamo quindi estendere J e ¢ a V ® C; otteniamo una decomposizione V @ C = V1.0 g y(©0.1)
con VO = {4 ¢ V@ C : Jo(v) = v} e analogamente per V(%1 Sappiamo gia che questi due
sottospazi sono una coppia di sottospazi trasversi isotropi di dimensione massima 4. Sappiamo
anche che tramite ¢ possiamo identificare V(1) con (V10))*,
Definiamo ora S := AV'Y. Se v € V allora v = v(10) 4 ¢(®1) | Definiamo un’azione di v su S come
segue

c(v)s = V2e(v10)s — v2int (v®V)s

dove int(v(®Y) & la moltipliazione interna per v(%Y e VO = (V1L.0)*  Sappiamo che questa
azione si estende ad una rappresentazione

CL(V) — End(S).

Notiamo ora che i due spazi hanno la stessa dimensione e che 'applicazione ¢ iniettiva dato che
con un semplice calcolo si verifica che gli elementi della base e;; ---¢e;, di CI(V) non sono mai
inviati nell’applicazione nulla. Si pud anche verificare che la Zs-graduazione naturale di S (forme

Mqove vi ricordo che un sottospazio P & isotropo se gc(p1,p2) = 0 Vp1,p2 € P.
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pari/dispari) coincide con quella data dall’operatore di chiralita I' '°. Infine, Punicita di S segue
dal fatto che l'algebra degli endomorfismi di uno spazio vettoriale ¢ semplice, i.e. ha un’unica
rappresentazione irriducibile a meno di isomorfismi.

Osservazioni.

1. Notiamo che S & un modulo di Clifford unitario e che ST sono ortogonali.

2. Abbiamo quindi scoperto che le algebre di Clifford complesse per spazi vettoriali di dimensione
pari sono semplicemente algebre di matrici: se dimV = 2n

3. Sia ora V' di dimensione dispari uguale a 2n + 1 e sia W un sottospazio di codimensione 1. Sia
(W)* = Regpy1. Consideriamo la decomposizione V = W@ (W)* esia {e1, ..., ean, U{ea,11} una

base ortonormale di V = W @ (W)+. L’applicazione f : W — CI(V,q)? che manda e in e/ - €211
per ¢ < 2n & tale che f(e;)f(e;) + f(ei)f(ej) = —20;; e si estende quindi ad un’applicazione di
algebre Cl(W,q‘W) — CI(V,q)° che risulta essere un isomorfismo. Ne deduciamo che nel caso di
dimensione dispari, dim V' = 2n + 1, si ha un isomorfismo di algebre

(62) (Cl(V) ~ Mony9n (C) ® Monyon ((C)

5infatti con qualche conto si verifica che se a € A*V*? allora To = (—=1)Fa.



60

10. Lezione 10: Operatori pseudodifferenziali (preliminari).

10.1. Trasformata di Fourier.

Denotiamo con a = (o, ..., a,) € N® un multi-indice. Poniamo

(67

lal=a1 4+ +ay, al=o!a,! e %=z a0n

o
Utilizzeremo la notazione

1 o olal
s LA e

Sia S(R™) € C*°(R"™) lo spazio delle funzioni a decrescenza rapida; ¢ un’algebra commutativa
rispetto al prodotto dato dalla convoluzione di due funzioni

DY = (

(Frg)@) = | f@=y)gly)dy = (g« f)().
Vi ricordo anche che S(R™) & uno spazio di Fréchet con seminorme definite da

Pa,s(f) = sup |27 Df|
z€R™

e che S(R™) & denso in L?(R"™).
Sia f € S(R™); la sua trasformata di Fourier, F(f) = f, € la funzione

1 —i<x
7(271_)”/2 /]R" e <> f(x)da

(63) f(&) =
E immediato verificare che f € S(R™); otteniamo in questo modo un’applicazione lineare

F: S(R") — S(R™).

Teorema 13. La trasformata di Fourier F : S(R") — S(R™) é un isomorfismo di spazi di Fréchet
con inversa data da

_ # i<z, &> F
(64) F@) = oz | @ Hepe
Per ogni multi-indice «
(65) ¢ f = (Def).
Inoltre
(66) Frg="Fa. Fo=1Fxg
Vale, infine, la formula di Plancharel:
(67) (f,9)r2 = (f,9)12

F si estende quindi ad un isomorfismo di L?>(R™) che ¢ una isometria.
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10.2. Spazi di Sobolev.

Sia s € R; la norma di Sobolev di ordine s di una funzione f € S(R™) ¢ data da
I112:= | @+ leh™Ifrde .

Si ottiene una norma equivalente sostituendo al posto di (1 + |£])?® I’ espressione (1 + [£]?)%. Se
s = k € N allora possiamo ulteriormente sostituire a (1 + |£]?)* 1'espressione 2 lal<k €22, Utiliz-
zando quest’ultima espressione e le proprieta della trasformata di Fourier scopriamo che una norma
equivalente a quella data, sempre nel caso s =k € N, e

If1E= 3 [ 12
jof<k K"
La norma C* di una funzione f € S(R") ¢ data da
Ifllex = sup Y [DfI?.
r€R”™ o<k

Definizione 21. Lo spazio di Sobolev di ordine s ¢ il completamento di S(R™) rispetto alla norma

I]s-

Gli spazi di Sobolev sono spazi L? ma con una misura diversa da quella di Lebesgue. Notazioni
equivalenti per questi spazi di Hilbert sono le seguenti: L2(R™) oppure W*2(R").
I seguenti risultati, dimostrati in dettaglio a lezione, riassumono alcune proprieta fondamentali
degli spazi di Sobolev.

Lemma 5. (Lemma di Sobolev.) Sia k € N e sia s > k+n/2. Se f € Hy(R") allora f € CK(R") e
[Fllex < CllFls-

Se s >t allora (1 + |€2)* > (1 + |€[')? e quindi || f||s > || f|l;- Ne segue che H(R"™) — H;(R").

Lemma 6. (Lemma di Rellich.) Sia {f,} una successione di funzioni in S(R") con supporto
contenuto in un compatto K C R™. Sia s > t e supponiamo che 3C | || fn|ls < C Vn. Allora esiste
una sottosuccessione { fy, } che converge in H;(R").

Consideriamo, infine, I'applicazione S x & — C definita da
g —(f, 9)rel-
Quest’applicazione si estende ad un’applicazione bilineare
Hy(R™) x H_y(R") — C
che identifica H_4(R™) con il duale di Hz(R"™).
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11. Lezione 11: Operatori pseudodifferenziali (teoria locale).

Sia P =}, <k ta(@)Dg, aa € C°(R"), un operatore differenziale di ordine k. Il simbolo di P
¢ la funzione o(P) € C*°(R™ x R") definita da

o(P)(x,8) = Y aa(z)€"

|la|<k

Per semplificare la notazione spesso scriveremo semplicemente p(x,&) al posto di o(P)(x,¢). 1l
simbolo principale di P ¢ la funzione

o (P)(,6) = 3 aal@)ee.

la|=k

Possiamo fare uso delle proprieta della trasformata di Fourier viste nella lezione precedente e scrivere
Vfe SR
dg

(63) (P@ = [ & plr Of©) s

Sappiamo dal teorema fondamentale del calcolo che 'inverso di un operatore differenziale (invert-
ibile) non ¢ piu un operatore differenziale; la nozione di operatore pseudodifferenziale permette di
definire un’algebra di operatori che contiene gli operatori differenziali e, se definiti, i loro inversi,
le loro potenze complesse etc. L’idea, molto semplice, & quella di sostituire al posto delle funzione
p(z, &) che compare in (68), e che ¢ ovviamente una funzione polinomiale in £, una funzione piu
generale ma con specifiche proprieta asintotiche in &; per analogia con il caso differenziale una tale
funzione & detta un simbolo. La trattazione che segue tende a minimizzare 1'uso delle distribuzioni
ed e particolarmente adatta all’estensione che ne daremo alle varieta compatte.

11.1. Spazio dei simboli. Definizione di operatore pseudodifferenziale di ordine m.

Definizione 22. Lo spazio dei simboli di ordine m, S™(R"™ x R") & definito come lo spazio vettoriale
delle funzioni p(x,§) € C°(R™ x R™) verificanti la seguente proprieta

e p(x,€) ha x-supporto compatto uniformemente in §.

e Vo, 3 1C, g tale che
(69) D2 D{p(,€)] < Cays(1+ )™
Notazione. Poniamo
STOMR" x R™") := N, SR x R") e SPR" x R") := U, S(R™ x R™).
Scriveremo spesso S™ al posto di S (R™ x R"™).

Definizione 23. L’operatore pseudodifferenziale associato al simbolo p(x,&) € S™(R™ x R") e
l'operatore p(z, D) definito dalla formula

(70) (p(z, D) f)(z) = / <P () f(€) 0

. W;fES(R”)

Non ¢ difficile verificare, ed ¢ un esercizio di un prossimo compito a casa, che p(z, D) manda
S(R™) in S(R™). Denotiamo con ¥™(R™), o pil semplicemente con W™, lo spazio vettoriale di tutti
gli operatori pseudodifferenziali di ordine m. Se P € ¥ denoteremo il simbolo di P con o(P)
oppure con p. Abbiamo il seguente importante risultato:
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Teorema 14. Se P € U™ (R"™) allora Vs € R ['operatore P si estende ad un operatore continuo
P: Hy(R") — Hg_,,(R™).

Se necessario denoteremo con Ps quest’estensione. Se P € U=™ m > 0 allora P : Hi(R") —
Hgyp,(R™). Tenendo presente il Lemma di Sobolev, questo vuol dire che operatori di ordine negativo
regolarizzano. In particolare se P = p(x, D) con p(x,&) € S™°°, allora P : Hy — H; Vs,t. Per il
Lemma di Sobolev P : Hy — C*° Vs. Un tale operatore & detto infinitamente regolarizzante o
anche semplicemente regolarizzante.

Diremo che due simboli p e g sono equivalenti, e scriveremo p ~ ¢, se p — q¢ € S~°°. Diremo che
due operatori P e @) sono equivalenti, e scriveremo P ~ @), se P — () € un operatore regolarizzante.

Se P—Q =R con R=r(z,D) er € S allora abbiamo visto che P ~ Q.

Definizione 24. Sia e sia p € 5%. Diremo che p ha sviluppo asintotico uguale a } p; e scriveremo
p~ S p; se¥d e N 3k(d) tale che Vk > k(d)

p— pj € S
J<k
In parole, a patto di prendere k abbastanza grande, la differenza p — Ejgk p;j definisce un
operatore di ordine arbitrariamente negativo e quindi un operatore arbitrariamente regolarizzante.
Il seguente importante lemma ci permettera di costruire operatori pseudodifferenziali con speci-
fiche proprieta
Lemma 7. (Completezza Asintotica). Sia p; € S, d; — —oo. Allora esiste p € S tale che
P~ 2.p5

11.2. Lemma di Kuranishi e sue conseguenze. Pseudolocalita.

Il seguente lemma tecnico riveste un’importanza fondamentale nello sviluppo del calcolo pseu-
dodifferenziale. Gli elementi di volume negli integrali sono intesi normalizzati, e cioe divisi per il
fattore (27)™? come in (68).

Lemma 8. (Lemma di Kuranishi) Sia d € R e sia a(z,y,£) € C®°(R" x R” x R™) un simbolo in
2+1=3 variabili; quindi a(z,y,§) ha supporto compatto nella variabili e y e Vo, 5,7 3Cq g 4 tale
che

‘DngDga(ZU,y,f” < Coéﬂ,’y(l + ’£|)d_|7‘ :

Consideriamo 'operatore lineare A : S(R") — S(R™) definito dall’integrale iterato

(Af)(a) = [ I ala, . f(y)dyde

Allora A € ¥4(R") ed il simbolo ¢(A) di A ha uno sviluppo asintotico

jlel
(71) o(A)(z,€) ~

«

—H(DED5a) (. 6),.,

Abbiamo i seguenti corollari del Lemma di Kuranishi:
1. Innanzitutto, se a(r,y,£) = 0 in un intorno U della diagonale A C R} x R} allora A € ¥~
(perché ¢ definito da un simbolo in S™°)..
2. Se K(z,y) € C*°(R™ x R™) ha supporto compatto allora 'operatore

&UWF=WM%WMW/
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definisce un operatore Px € W~°°. Gli operatori integrali con nucleo C**° sono quindi operatori
pseudodifferenziali infinitamente regolarizzanti.

3. Se nell’enunciato del Lemma d < —n — k allora l'integrale
Kla) = [ <€ aay,6)de

definisce una funzione C*(R" x R") (esercizio) e si ha

Af(z) = A K(z,y)f(y)dy.
K & detto nucleo di Schwartz di A. Se in particolare d = —oo allora il nucleo di Schwartz ¢ C* e
A € U=, (Per d arbitrario il nucleo di Schwartz € ancora definito come distribuzione.)

4. Un operatore & detto e-locale se Yu € C°(R"™) supp(Au) C {z|d(z,suppu) < €¢}. Se P € ¥4
allora P ~ P. con P, un operatore in U? che ¢ e-locale.

5. Se x1,x2 € CX(R") e P € U? allora anche 'operatore P definito da lg(f) = x1P(x2f) & un
operatore in W<,

6. (Pseudolocalita.)

A differenza degli operatori differenziali gli operatori pseudodifferenziali non conservano il supporto
di una funzione. Basta pensare al caso di un operatore integrale con nucleo C'°°. Si dice anche
che gli operatori pseudodifferenziali non sono locali: essi godono perod di una proprieta piu debole,
detta pseudolocalita. Vediamo di cosa si tratta. Sia P € U? e sia u € Hy, s > 0. Supponiamo
che in un aperto V' C R"™ si abbia v),, € C*; allora Pu),, € C*°. Nel linguaggio delle distribuzioni
questo vuol dire che P conserva il supporto singolare.

11.3. Composizione. Aggiunto formale.

Sia P € ¥¢. Diremo che P ha supporto contenuto nel compatto K C R” se

(i) suppPf C K Vf € C(R")

(ii) suppu N K = ) = Pu = 0.
Denotiamo con \I'f( il sottospazio degli operatori a supporto in K. Il Lemma di Kuranishi viene
anche e soprattutto utilizzato per dimostrare i suguenti due teoremi fondamentali. Il primo afferma
che lo spazio vettoriale W7, := Ud\D}l( ha una struttura di algebra.

Teorema 15. Sia P = p(x, D) € \IJ?( e@=q(z,D) € \I/%. Allora Po Q) € \I'f;rd, e

iled

(72) o(Po@)~>

«

o (Pen)(Dzq) .

Pit, in generale, se P = p(x,D) € ¥ ¢ Q = q(z,D) € U gllora la composizione di P. € 09,
Uoperatore e-locale associato a P, e di QuU® , Uoperatore € -locale associato a Q, é un operatore in
W che ¢ (e + €)-locale.

Il secondo risultato afferma che esiste una naturale involuzione in \Il?(:

Teorema 16. Sia P = p(z, D) € \Iff(. Allora esiste un unico operatore P*, detto aggiunto formale
di P, tale che

(Pf,g)r2 = (f, P g)r2, VYf,g€ C®(R"™) e con supporto in K .
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Si ha inoltre

(73) Pre®y e o(P)~) —(DEDSD).

Fino ad ora abbiamo lavorato in R™; se U C R™ ¢ un aperto di R", per semplicita a chiusura
compatta, allora & chiaro che ¢ ancora ben definito lo spazio dei simboli S4(U x R™) e lo spazio
vettoriale U(U ). Tenendo presente la teoria globale che stiamo per sviluppare, possiamo denotare
lo spazio dei simboli tramite S*(T*U) con T*U = U x R" lo spazio cotangente. Possiamo anche
definire 7} (U) con K sottoinsieme compatto di U. I due teoremi appena enunciati si estendono
senza difficolta.

Quanto appena visto puo essere generalizzato senza difficolta ad operatori che agiscono su fun-
zioni a valori vettoriali. Tenendo presente che dovremo fra poco generalizzare ad operatori che
agiscono su sezioni di fibrati vettoriali su varieta differenziabili, adottiamo qui una notazione un po
artificiale.

Sia quindi U un aperto di R™ e sia I¥ — U il fibrato banale I¥ = U x C* — U. Le sezioni di
I¥ — U sono le funzioni a valori in C¥. Analogamente le funzioni a valori matrici in My(C) sono
le sezioni del fibrato banale Hom(I¥ 1) . C>°(U,1¥) sono le funzioni vettoriali che sono C*°.

Un operatore pseudodifferenziale di ordine d, P : C°(U, 1¥) — C>°(U, 1), & definito da un simbolo
p(x,€) con p(, ) € C®(T*U,Hom(I¥,1%), p(, ) = (pi;(, )) ed almeno un elemento della matrice ha
ordine d. Per definizione P = (p;;(z, D)). Denotiamo questo spazio di operatori con ¥*(U, I¥ 1¢).
I risultati appena dimostrati valgono ancora per questi operatori. Per quel che concerne P*; esso e
definito tramite i prodotti scalari L?

/ < f@)g@) > dr,  f.geCXUT)
U

con <, > uguale al prodotto hermitiano canonico in C7. Si ha
il
* ? —
(74) o(P*) ~ >  —(DEDI (D))

a!
«

11.4. Operatori pseudodifferenziali ellittici. Sia P € U(R™ I 1), P = p(z, D). Sia U un
aperto di R™. Diremo che P ¢ ellittico in U se esiste V aperto, tale che U C V ed 3 ¢ > 0 tale che
V|¢| > ¢ la matrice inversa di p(z,§), € V, esiste e soddisfa

Ip(z, )7 <O+ |e)~e.

Notiamo che se p’ € S%77, con j > 0, allora p & un simbolo ellittico in U se e solo se p + p’ & un
simbolo ellittico in U. In parole, I'ellitticita di un operatore di ordine d dipende solo dalla classe
del suo simbolo nel quoziente S¢/S%1,

Teorema 17. Sia U un aperto di R™ con chiusura compatta. Supponiamo che P € \I’d(R”; I, IZ),
P = p(z, D), sia ellittico in U. Allora esiste Q € W=4(U;1¢,1%) tale che

PQ-1d~0, QP-Id~0 in U.

Proof. Possiamo sostituire P con la sua versione e-locale P, ( perché P = P, + R e la composizione
di un operatore regolarizzante R con un qualsiasi operatore pseudodifferenziale & ancora regolariz-
zante). Sia x : [0,00) — [0, 1] una funzione differenziabile, uguale a 0 per ¢ € [0, c] e uguale ad 1
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per t > 2¢. Consideriamo, in U, qo(z, &) == x(€)p(z, €)', Non ¢ difficile verificare che ¢y € S~
Consideriamo i simboli ¢, € S~ %, k > 1, induttivamente definiti da

k—1 ‘
1

ai==> | > S D{a)DIp) | o

J=0 \la|+j=Fk

|l
|

Per il teorema sulla completezza asintotica esiste un simbolo g € S~ tale che ¢ ~ > qi ed esiste
quindi un operatore pseudodifferenziale Q, in U, associato a tale simbolo. Possiamo assumere @)
e-locale. Se ora calcoliamo il simbolo di QP — Id, utilizzando ovviamente la formula per il simbolo
del prodotto di due operatori e-locali, ci rendiamo conto che il simbolo di QP — Id & regolarizzante
in U. Analogamente dimostriamo l'esistenza di Q' tale che PQ’ — Id & regolarizzante. Tuttavia

Q~ QPR =(QP)Q ~ @, quindi Q e Q' sono equivalenti. O
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12. Lezione 12. Teoria globale. Proprieta di Fredholm. Indice.

Definizione 25. Il simbolo principale di un operatore pseudodifferenziale di ordine m, P =
p(x, D) € ¥4(U) ¢ la classe [p] € S™/S™~L. Denotiamo il simbolo principale con oy, (P).

Supponiamo ora che ¢ : U — V sia un diffeomorfismo fra due aperti di R". Sia P € \I/‘[i((U).
Definiamo un operatore ¢, P : C°(V) — C°(V) come segue:

(6P)f)(y) = (P(f o 0) (&~ (1)) -

Il seguente teorema ci permettera di globalizzare i risultati locali alle varieta differenziabili.

Teorema 18. ¢, P € \Ilg(K)(V) e per il simbolo principale op(¢+P) si ha

(75) opr (9 P) (Y5 ) = ope(P)(91(y), J (y)1n)
con g1 = ¢~ e J(y) = (¢4 (y)~)"

Riassumendo: se denotiamo con ( )* il passaggio all’aggiunto formale e se ¢ : U — V & un
diffeomorfismo allora

(76)  WE(U) o WH(U) C OV (W); () VK(U) = TR(U); o UH(U) = TG4 (V)

e dalle formule (72), (73), (18) deduciamo che per i simboli principali valgono le seguenti notevoli
formule:

(77) Jpr(P ° Q) = Upr(P) Upr(Q) Upr(P*) = Upr(P)a

(78) opr (9= P) (Y, n) = ope(P)(d1(y), T (y)n)
con 1 = ¢~ e J(y) = ((¢4(y)) )"

Proprieta del tutto analoghe valgono per operatori che agiscono su funzioni a valori vettoriali.

12.1. Operatori su varieta. Fibrati vettoriali.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Per semplicita supporremo direttamente M
compatta e orientabile, anche se molte definizioni si estendono senza difficolta al caso generale.
Fissiamo una metrica riemanniana g su M e denotiamo con dg la forma di volume associata.

Nella lezione n. 10 abbiamo definito gli spazi di Sobolev Hg(R™). Possiamo definire in maniera
analoga spazi di Sobolev per funzioni a valori in C*, una volta fissata la metrica hermitiana standard
di C"; denotiamo questi spazi di Hilbert con H,(R™ C¥). Sia ora M una varieta differenziabile
compatta e sia {¢;} una partizione dell’unita subordinata ad un ricoprimento di M tramite carte
locali (Oj, kj : Oj — Uj). La norma di Sobolev di f € C*°(M) e per definizione

1£lls = > I3 (fe)lls dove mi=r"".
j

Questa norma dipende dalle scelte fatte; tuttavia scelte diverse danno norme equivalenti. Hg(M)
¢ per definizione il completamento di C*° (M) rispetto a questa norma.

Sia ora P : C*°(M) — C°°(M) un operatore lineare. Diremo che P & regolarizzante se P si
estende ad un operatore limitato Hs(M) — H(M) per ogni s ed ogni t.
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Definizione 26. Diremo che 'operatore lineare P : C*°(M) —s C°°(M) appartiene a U¢(M), lo
spazio degli operatori pseudodifferenziali di ordine d, se esiste un atlante {O;,x; : O; — U; C R"}
tale che, a meno di operatori regolarizzanti, P =}, P; con P; : C2°(0;) — C°°(0;) un operatore
che si esprime in coordinate locali come un operatore pseudodifferenziale a supporto compatto 6.
La definizione & ben posta grazie al teorema (18).

Osservazione. DiffY(M) c W4(M).

Sia P € W4(M) e sia z € O C M; definiamo il simbolo principale di P calcolato in 3" &dr;(z) €
T*M come il simbolo pricipale di Py calcolato in (k(x),&) € T*U. Non ¢ difficile verificare che il
simbolo principale di P ¢ globalmente definito come funzione C* su T*M: oy, (P) € C°(T*M).
L’esercizio ¢ semplice ed utilizza (78).

Siano ora E — M e F — M due fibrati vettoriali su M, di rango k ed ¢ rispettivamente.
Passando a banalizzazioni locali su carte locali e tenendo presente quanto detto alla fine della
lezione precedente, possiamo definire in maniera analoga lo spazio W¥(M; E, F) degli operatori
lineari

P:C*®(M,E) — C®(M,F)
che sono pseudodifferenziali di ordine d. Non ¢ difficile dimostrare (ma ¢ un minimo laborioso) che
se P € W4(M;E, F) allora & ben definito il simbolo principale di P che & una sezione del fibrato
Hom(m*E,n*F) — T*M con 7 : T*M — M:

(79) opr(P) € C°(T*M,Hom(r*E, 7" F)) .

12.2. Operatori pseudodifferenziali classici. Spazi di Sobolev.

Per le applicazioni alla geometria € comodo restringersi ad una sottoclasse di operatori pseudod-
ifferenziali, gli operatori pseudodifferenziali classici.

Sia U C R™ un aperto; lo spazio dei simboli classici di ordine d, Sgl(U x R™) & definito come il
sottospazio vettoriale di S%(U x R™) costituito dai simboli che hanno un’espansione asintotica

D~ ij con p; omogenea di grado d — j per |{| > C
Jj=0
Lo spazio \Il(‘fl(U ) & definito usando questi particolari simboli.
Utilizzando carte locali possiamo anche definire \Ilgl(M ) per M una varieta riemanniana M ed ¢
chiaro che se P € V¢ (M) allora op,,(P) ¢ una funzione che & omogenea di grado d nelle fibre di
T*M (per |¢| > C). Infine, se E ed F sono due fibrati vettoriali allora ¢ ben definito W% (M; E, F)
eseweTrM, |w| > C,e >0 allora

(80) opr(P)(Ow) = Moy (P)(w) in Hom(E,, Fy)
E ovvio che
DiffY(M; E, F) ¢ W4(M;E, F) c W4(M;E, F).

Se E — M ¢ un fibrato vettoriale con metrica hermitiana allora possiamo analogamente definire
H (M, E). Per gli spazi di Sobolev Hy(M, E) valgono il Lemma di Sobolev ed il Lemma di Rellich

16Gia k : © — U C R una carta locale. Dire che Po : C2°(0) — C*(O) si esprime in coordinate locali come
un operatore pseudodifferenziale vuol dire che I'operatore lineare Py : C°(U) — C°°(U) definito dalla seguente
composizione . .
o)LL () Fe o 0) " o)

& un operatore pseudodifferenziale.
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(senza ipotesi sul supporto dato che M ¢ compatta). Il Lemma di Rellich puo essere rienunciato
come segue: se s >t l’inclusione Hy(M, E) — H,(M, E) ¢ un operatore compatto. 7

Passando a carte locali non e difficile dimostrare, a partire dal risultato locale, che P € \Ilffl(M s BV F)
si estende ad un operatore continuo P : Hy(M,E) — H,_4(M,F) Vs € R.

E chiaro infine che se E , F' e G sono fibrati vettoriali su M allora
(81) V4 (M; E, F) o Wh(M; F,G) C W& (M; E, G)

Se E ed F sono due fibrati hermitiani allora per P € W% (M; E, F) ¢ ben definito P* € V¢ (M; F, E)
tale che

/ <Pe,f>ng:/ <e,P'f>gdg

M M

e si ha op (P*) = opr(P)*.

Osservazione. Le stesse proprieta di composizione, continuita etc... valgono per gli operatori in
U*(M; E, F), non necessariamente classici.

12.3. Operatori ellittici. Esistenza della parametrice.

Definizione 27. Sia M compatta. Sia P € W4(M; E, F). P & un operatore ellittico se esiste ¢ > 0
tale che o, (P) € invertibile su ogni vettore cotangente £ di norma > c e per I'inversa vale

ope(P)THO) <CA+1EN™,  JEll > e

Si noti che, in particolare, E ef F' devono avere lo stesso rango. Gli operatori differenziali ellittici
sono ovviamente ellittici secondo questa definizione.

Teorema 19. Sia P € \I/gll(M; E., F) ellittico. Allora esiste Q € \Ilad(M; F,E) tale che

(82) PoQ~1d, QoP~1d
e cioe, esplicitamente, tale che
(83) PoQ=1d+R,, QoP=Id+ R, RrE\chl_oo(M;FaF)leG\IJCI_OO(M;EaE)

L’applicazione lineare () ¢ detta una parametrice per P o anche un’ inversa modulo operatori
infinitamenti regolarizzanti o anche, brevemente, una pseudoinversa di P.

Il teorema fondamentale sugli operatori ellittici si dimostra con un uso intelligente di una par-
tizione dell’unita ed utilizzando il teorema locale sugli operatori ellittici (abbiamo dato una di-
mostrazione di questo teorema locale).

12.4. Teorema di regolarita.
Il Teorema (19) ha alcune fondamentali conseguenze.
Teorema 20. (Regolorita ellittica.) Sia P € VY (M;E,F) ellittico e sia f € Hy(M,E). Sia

V' C M un aperto e supponiamo che Pf,, € C* allora f|, € C*. In particolare, se f € Hy(M,E)
e Pf=0 allora f € C*(M,E).

Dimostrazione. Per il teorema (19) possiamo scrivere f = QPf — R;f con R} € Uy~*°. Gia
sappiamo che R;f € C®(M,E). D’altra parte Q € ¥, ¢ e quindi vale per @ la proprieta di
pseudolocalita; ne segue che QP f,, € C* e quindi la tesi.

1Tyn operatore lineare C' & compatto se 'immagine tramite C' di una successione limitata ammette una sottosu-
cessione convergente.
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12.5. Operatori di Fredholm.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso separabile '8, Denotiamo con £(H ) algebra di Banach delle
applicazioni lineari continue con la norma operatoriale. Gli elementi invertibili in quest’algebra for-
mano un insieme aperto L*(H) in £L(H) che ¢, ovviamente, un gruppo. Il teorema dell’applicazione
aperta implica che se T € L£(H) & una biezione allora T~ € L(H) e quindi T' € L*(H).
Analogamente possiamo definire £(Hy, Hy) per una coppia di spazi di Hilbert e £*(H7, Hs) che
risulta, anche in questa caso, aperto.

Definizione 28. Un operatore T' € L(H) ¢ di Fredholm se KerT e cokerT := H/ImT sono di
dimensione finita. In tal caso si defisce I'indice di 7" come

indT = dimKerT — dim coker T".

Denotiamo con F(H) = F l'insieme degli operatori di Fredholm in £(H). Dato che dimker (ST') <
dim Ker S + dim Ker T" e dato che dim coker (ST") < dim coker S + dim coker 7', vediamo che F & un
semigruppo, con elemento neutro uguale all’identita.

12.6. Proprieta degli operatori di Fredholm.

1. Im T & chiuso.

Essendo (Im T')* = Ker T* ne segue che Im T' = Ker T* e quindi

(84) ind7T = dim Ker T — dim Ker T*

In particolare, un operatore autoaggiunto di Fredholm ha indice uguale a zero.

2. ind (ST) = ind (S) + ind (T)

3. Sia K(H) l'ideale degli operatori compatti. Se C € K(H) allora Idg + C ¢ di Fredholm e
ind(Idg +C) =0 .

4. T € F & T e invertibile modulo K (e cioe esiste S € L(H) tale che (T'S —Idy) € K e
(ST —1dg) € K). 1*

5.5¢eCeKeTeFalloraT+CeFeind(T+C)=ind(T)

6. F ¢ aperto in ‘H; ind : F — Z ¢ localmente costante ed induce una biezione

ind : mo(F) — Z.

In particolare ind Ty = ind 73 se e solo se esiste un cammino continuo (7'(t));c(0,1] € F, tale che
T0)=TyeT(1)=T1

Il fatto che Ty ~ T1 (Tp omotopo a Ty in F) implichi che ind Ty = ind 7T} & noto come invarianza
pe omotopia dell’indice.

12.7. Indice di un operatore ellittico. Disuguaglianza di Géarding.

Teorema 21. (Proprieta di Fredholm.) Sia P € Uad(M;E, F ellittico. Allora Vs € R lestensione
P,: H(M,E) — Hys_q(M, F)

e un operatore di Fredholm e l'indice di Ps ¢ indipendente da s.

18per nozioni standard di Analisi Funzionali potete consultare, ad esempio il Reed-Simon, Vol 1.

19Questa proprieta & anche nota come teorema di Atkinson. Ci dice che F = 7~ ((L(H)/K(H))*) con 7 L(H) —
(L(H)/K(H)) la proiezione canonica. L’algebra L(H)/KC(H) & detta algebra di Calkin e la conclusione & che gli
operatori di Fredholm sono "immagine inversa, tramite la proiezione canonica, degli invertibili dell’algebra di Calkin.
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Dimostrazione. Basta dimostrare che P, ammette un’inversa modulo operatori compatti. Sia
Q € \I/C_Id(M; F,E) una pseudoinversa di P e sia Q45 la sua estensione a Hy_4(M, F). Allora
Qs—qgPs =1d+(R;)s. Ma R; ¢ infinitamente regolarizzante e quindi (R;)s : Hs(M, E) — Hy(M, E)
Vt € R. In particolare (R;)s : Hs(M,E) — Hsi1(M, E). Dal Lemma di Rellich sappiamo che
linclusione Hqy1(M,E) — Hs(M, E) ¢ compatta; dato che gli operatori compatti sono un ideale
ne concludiamo che (R;)s € un operatore compatto. Analogamente si costruisce un’inversa destra
di P; modulo compatti. Ne segue che Ps € di Fredholm ed & quindi ben definito

ind Ps := dim Ker P; — dim coker P; = dim Ker P; — dim Ker(FP;)* .

Utilizzando il teorema di regolarita ellittica e la dualita fra Spazi di Sobolev si dimostra che 'indice
non dipende da s.

Teorema 22. (Disuguaglianza di Girding.) Sia P € Wa%(M; E, F) ellittico. ¥s € R 3C; tale che
(85) 1flls < CslllPSflls—a + [ flls-a)

Dimostrazione. Possiamo scrivere f = QPf — R;f. Ne segue che ||f|ls < (|QPf|ls + |[Rif]ls)-
Ma Q € Uy~ ? e quindi continuo da H,_q(M,F) — Hy(M, E) e dato che R; € Uy~ otteniamo
immediatamente la tesi.

Osservazione. La disuguaglianza di Garding gioca un ruolo fondamentale nello studio delle pro-
prieta spettrali degli operatori ellittici.
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13. Lezione 13. Teorema di Hodge generalizzato

13.1. Operatori ellittici formalmente autoaggiunti.

Sia P € Uy (M; E, F) un operatore pseudodifferenziale ellittico di ordine d. P & detto formalmente
autoaggiunto se P = P*.

Teorema 23. Sia P € YV 4(M;E,E), P: C®°(M,E) — C>(M,E), ellittico formalmente au-
toaggiunto. Allora esiste una decomposizione L?-ortogonale

(86) C*®(M,E) =KerP & ImP

Sketch della dimostrazione. Sicuramente esiste una decomposizione ortogonale L?(M, E') = KerP®
(KerP)*. Notiamo che, per definizione, Ho(M, E) = L?(M, E). Sia u € C*®(M,E) c L*(M, E);
allora

u=ug+u, ug € KerP, uj € (KerP)J‘ ;
ma ug € C®(M,E) per regolarita ellittica e quindi uy € C*°(M,FE). Basta dimostrare che
u; = Pw; con wy € C®°(M, E).
Consideriamo Py : L?*(M,E) — H_4(M,E) e identifichiamo (H_4(M,E))* = Hy(M,E); per
I'ipotesi P = P* e usando questa identificazione scopriamo che il trasposto di Py, che va quindi da
Hy(M,E) a L>(M, E) & uguale all’estensione Py di P stesso. Ma allora

(KerPy)™ = ((TmPy)™)* = TmPy,

dato che P; e di Fredholm (quindi ad immagine chiusa). Ne segue che u; = Pw; con w; €
H;(M, E). Abbiamo visto che u; € C*°(M, E); per regolarita ellittica segue che w; € C*°(M, E) e
la dimostrazione ¢ completa.

13.2. Complessi ellittici. Teorema di Hodge e sue conseguenze.

Definizione 29. Siano Vi,...,V; fibrati vettoriali su M e supponiamo di avere Vj un operatore
P; € DiffY(M;V;}, Vj41). La successione

Pv
(87) e C%(M, V) =50 (M, Vi) — -

e un complesso di operatori differenziali di ordine d se Pj11 0 P; = 0. Il complesso ¢ detto ellittico
se Ve € M e Vw € T M \ 0 la successione dei simboli

(88) e (1),

¢ esatta

Viet)e —

Denotiamo un tale complesso con {V, P,}. Definiamo il k-mo gruppo di coomologia HF({V,, P,})
del complesso {Vi, P.} come lo spazio vettoriale quoziente

H*({V,, P.}) := KerP,/ImP;_; .

Supponiamo che ogni fibrato V; sia dotato di una metrica hermitiana. E allora ben definito P?
che ¢ ancora un operatore differenziale di ordine d. L’operatore A; := ij"Pj + Pj,llDJf‘Ll ¢ allora
un operatore differenziale di ordine 2d che ¢ formalmente autoaggiunto e manda C*°(M,V;) in se
stesso.

La seguente Proposizione ¢ di facile dimostrazione:

Proposizione 15. Il complesso {V}, P;} ¢ ellittico se e solo se " operatore A; é ellittico Vj.
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13.3. Teorema di Hodge generalizzato. Indice di un complesso ellittico.

Teorema 24. (Decomposizione di Hodge). Sia {V}, P;} un complesso ellittico. Allora Vj il sot-
tospazio KerA; ha dimensione finita e vale la seguente decomposizione L?-ortogonale:

(89) C®(M,V;) = KerA; & ImPj_; ® Im P

Sketch della dimostrazione. Sappiamo che A; ¢ ellittico formalmente autoaggiunto. Per il Teorema
abbiamo la decomposizione ortogonale C*°(M,V;) = KerA; @ ImA;. Dalla definizione di A;
segue che ImA; C ImP? + ImP;_;. Osserviamo che dalla definizione di aggiunto e dal fatto che
Pj o P;_1 = 0 segue che ImP]?k 1 ImPj_;. Inoltre KerA; = KerP; N KerP;‘_l; infatti un’inclusione
¢ ovvia e l'altra segue dal fatto che se u € KerA; allora (Aju,u) = ||Pjul|® + ||P]7‘71uH2 = 0. Da
queste due osservazioni segue che ImP; +ImP;_1 C A; da cui 'uguaglianza ImP; +ImP; 1 = A;
e, nuovamente per la prima osservazione, la tesi.

Teorema 25. (Isomorfismo di Hodge) Per ogni j esiste un isomorfismo di spazi vettoriali:

(90) KerA; ~ H ({Vi, P,}) := KerP;/ImP;_;

Sketch della dimostrazione. Abbiamo verificato che A; = KerP;NKerP; ;. Consideriamo la mappa

¢ : KerA; — KerP;/ImP;_;
che associa a v € KerA; la sua classe [v] nel quoziente. Quest’applicazione ¢ iniettiva, perché se
¢(v) = 0 allora v € ImP;_; e quindi v = 0 dato che ImP;_; N KerA; = 0. Dimostriamo che ¢ &
anche suriettiva. Sia [v] € KerP;/ImP;_;. Possiamo decomporre v = vy + Ajv; con vy € KerA;.
Si ha ¢(vg) = [v] (da cui la tesi). Infatti: dato che v € KerP; ne segue che Pjug + PjAjv; = 0;
ma Pjug = 0 e quindi ne deduciamo che P;P/Pjv1 = 0 (vi ricordo che P;P;_; = 0). Facendo il
prodotto scalare di P;P;Pjuy con Pjuy ed utilizzando la definizione di aggiunto (e cioe integrando
per parti) otteniamo HP;‘Pjle2 = 0 da cui Ajv; = Pj_1P}_jv1. Ma allora [v] = [vg] = ¢(vo) come
si voleva.

Definizione 30. Sia {V}, P;} un complesso ellittico; I'indice del complesso ¢ definito come

ind ({Vi, P.}) ==Y (=1)/ dimH/ ({V, P.}) € Z.
J
Osservazione. La nozione di indice di un complesso ellittico € una semplice generalizzazione
dell’indice di un singolo operatore ellittico. Se P : C>*(M, E) — C*°(M, F) ¢ un operatore ellittico,

allora 0 — C*°(M,E)— C®(M,F) — 0 ¢ un complesso ellittico e I'indice dell’operatore P &
uguale all’indice del complesso.

13.4. Esempi notevoli: de Rham, Dolbeault, ’operatore-segnatura.

Esempio 1. (Complesso di de Rham.)

Sia M una varieta riemanniana compatta e sia A¥M := A¥(T*M). Le sezioni di questo fibrato sono
le forme differenziali di grado k: C°(M,A*M) = QF(M). L’operatore di differenziazione esterna
dj : QI (M) — QL (M) definisce un complesso {A*M, d.}, detto il complesso di de Rham:

L — O (M, AFM) 25 0o (M, AMM) — -

Non ¢ difficile verificare (ed era un esercizio del terzo compito a casa) che se w, € Ty M e o € AKM
allora

(opr(di)(we)) (o) = V=lw; A .
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E allora un semplice esercizio di algebra lineare verificare che il complesso di de Rham ¢ ellittico.
La comologia di questo complesso non ¢ altro che la coomologia di de Rham H (JiR(M ). L’operatore
A; e detto operatore di Laplace-Beltrami sulle forme di grado j. Le forme differenziali in KerA;
sono dette forme differenziali armoniche di grado j. Il teorema di Hodge ci dice in questo caso che

QI (M) = KerA; @ d¥ 1 @ a* Q7!

e che '
KerA; ~ Hlp (M).

Notiamo infine che per il teorema di de Rham (che identifica H. éR(M ) alla coomologia singolare di
M):

(91) ind ({A*M,d.}) = x(M).
In parole, lindice del complesso di de Rham ¢ uguale alla caratteristica di FEulero-Poincaré di M.
Osservazione. Consideriamo

d+d* : QP — Qdispari(M)'

Sappiamo che questo operatore & ellittico 2. E anche semplice dimostrare, utilizzando il teorema
di Hodge, che
).

Quindi, in particolare, vediamo qualcosa che abbiamo enunciato in passato e cioe che
ind(d+df )=x(M).

‘Qpari

ind ({A*M, d,}) = ind (d + d

|Qpari

Dualita di Poincaré.

Vi ricordo che possiamo dare un’espressione esplicita, in termini di d e dell’operatore di Hodge
%, per operatore d*, aggiunto formale di d : C°° (M, A* M) — C>°(M, A*+1 M) rispetto al prodotto
scalare (-,)2:

(92) d* = (=1)" e d s
Dalla formula
(93) i = (—1)k=h)

e da (92) segue che xAp = A, _p* e quindi che KerAy ~ KerA,,_j. Ricordando il teorema di Hodge
e ancora una volta l'isomorfismo di de Rham Hjy (M) ~ H*(M,R) otteniamo infine il seguente
notevole

Corollario 7. (Dualita di Poincaré). Sia M una varieta compatta orientabile di dimensione n.

Allora Vk € 0,...,n esiste un isomorfismo

H*(M,R) ~ H" *(M,R).

Esempio 2. (Operatore di segnatura) Sia M una varietd compatta di dimensione 4¢. Utilizzando il
teorema di Hodge si puo dimostrare che I'indice dell’operatore di segnatura e proprio la segnatura
della forma bilineare H?*(M,R) x H?*(M,R) — R che manda (o, ) in [, @ A 8. Quindi, se
denotiamo con o(M) questa segnatura

ind (D%8™) = o(M) .

20Infatti abbiamo dimostrato, in generale, che gli operatori di Dirac sono ellittici
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Esempio 3. (Complesso di Dolbeault.)
Sia M complessa. Abbiamo visto la decomposizione

AN T*M ®C) = Bptq=k AP (M)
con AP9(M) generato localmente da forme del tipo
dz;, /\---/\dzip/\d?jl/\”-/\dqu.

Le sezioni C*° di AP*2M sono le forme differenziali di tipo (p, ¢); questo spazio di sezioni ¢ solitamente
denotato con QP4(M). Vi ricordo

0 1 0 1. 0 0
— = —(=—+ V- — = —(=— —V—-1-—").
oz, 2((%] * ay])’ 9z~ 2\oa, ay;)
Siano I = (i1,...,1p) € J = (j1,. .., jq) due multi-indici; possiamo definire I'operatore

31 C®(M, API(M)) — C(M, AP (M)

in maniera analoga all’operatore di derivazione esterna: localmente poniamo con ovvia notazione

E(ZWI,szI/\cFJ ZZ LUIJ ng/\dz A dz’

1,J 1,J (=1

N . . =2 . =
E facile verificare che 9 = 0. Se necessario denoteremo quest’operatore con 0y 4
Fissiamo p e consideriamo la successione

(94) co s (M, API(M))-L 00 (M, AT (M) — -

Per costruzione questo ¢ un complesso di operatori differenziali di ordine 1 detto complesso di
Dolbeault. Si verifica senza difficolta che

(0pr (D) (wa))(+) = V=Twg A ()

con TyM 3 wy = w4+ W21 rispetto alla decomposizione di un covettore reale in termini di
covettori complessi di tipo (1,0) e (0,1). Ne segue che il complesso di Dolbeault é ellittico. Fissiamo
una metrica hermitiana su AM9M; questa induce una metrica hermitiana su APYM e quindi un
prodotto L2. Il Teorema di Hodge generalizzato implica la seguente decomposizione, detta di
Hodge-Dolbeault,

QPA(M) = Ker[l, , ® 9P~ H(M) @ 9" Qpat!
con [, 4 = gz,qu,q + 5p,q_15;q_1. Inoltre
Ker(, , ~ Kerd, ,/Imd, ;1

A destra c’¢ la coomologia di Dolbeault di tipo (p,q) che per il Teorema di Dolbeault ¢ isomorfa
alla coomologia a valori nel fascio delle (p,0)-forme olomorfe. In particolare se p = 0 allora la
coomologia di Dolbeault ¢ isomorfa alla coomologia a valori nel fascio O delle funzioni olomorfe.
Riassumendo

(95) Ker(p,q ~ Kerdo 4/Imdg 4—1 ~ HI(M, O).
Per l'indice analitico del complesso di Dolbeault {A%*, g .} troviamo allora

ind ({A%*, 99 }) = Y _(~1)7 dim H' (M, 0).
J
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Il membro a destra di questa uguaglianza ¢ un invariante geometrico della varieta M, particolar-
mente importante in geometria algebrica; esso prende il nome di genere aritmetico e viene denotato
con x(M, ). Riassumendo:

(96) ind ({A%*, 90,4 }) = x(M, 0).
Osservazione. Come nel caso del complesso di de Rham, I'indice del complesso di Dolbeault ¢
uguale all’indice dell’operatore di Dirac
o+0) , .
00,pari

Questa e, come nel caso di de Rham, una conseguenza del teorema di Hodge. Quindi, come
preannunciato,

ind (@+9]_, ..) = x(M,0).
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14. Lezione 14. Spettro. Nucleo del calore. Formula di Atiyah-Singer per operatori
di Dirac.

14.1. Proprieta spettrali. Consideriamo un operatore differenziale ellittico P di ordine m su una
varieta compatta M di dimensione n. Supponiamo che P sia formalmente autoaggiunto. Vale il
seguente importante

Teorema 26. Ogni autospazio Ky di P ¢ finito dimensionale e contenuto in C>°(M, E). Se X é un
autovalore di P, allora A € R. Esiste una base ortonormale di L>(M, E) costituita da autovettori
di P. Infine, se d(A) ¢ la dimensione di ®|x<pKx, allora esiste ¢ tale che

n(n+2m+2)

d(A) < (A" a0,

Sketch della dimostrazione. 11 fatto che 1’ autospazio associato a A sia di dimensione finita e
contenuto in C*°(M, E) ¢ chiaro dall’ellitticita di (P — \). Gli autovalori sono reali perché P &
formalmente autoaggiunto. Vediamo che esiste una base ortonormale di L? costituita da autovettori
per P. Sappiamo che C*°(M, E) = KerP @ ImP. Consideriamo P : Im P — Im P che ¢ quindi
un’applicazione lineare bigettiva. Sia P~! la sua inversa e sia G I'operatore uguale a P! su ImP ed
uguale al vettore nullo su KerP. G ¢ detto 'operatore di Green. Dalla disuguaglianza di Garding (e
dalla sua dimostrazione) si ha che G si estende ad un operatore limitato G : L?(M, E) — H,,(M, E).
Dato che I'inclusione di H,, in L? & compatta, segue che G : L?(M, E) —: L?>(M, E) & un operatore
limitato compatto ed autoaggiunto. Per il teorema spettrale relativo a tali operatori esiste una base
ortonormale di L?(M, E) costituita da autovettori di G; pilt precisamente esiste una base {¢;} con
Goj = pjdj e pj — 0 quando j — oo. Ora, per definizione, KerG' = KerP e se u € Ker(G — ),
pj # 0, allora Pu = Miju, perché u = PGu = P(puju) = p;P(u). Ponendo A; = 1/p; si ha la tesi

con ’eccezione della stima su d(A). Omettiamo la dimostrazione di questa stima.

14.2. Proiezione ortogonale sul nucleo. Sia P un operatore differenziale ellittico e sia II la
proiezione ortogonale L?(M, E) — Ker(P) C L?*(M, E), dove sappiamo che Ker(P) & di dimensione
finita e contenuto in C*°(M, E). Dimostriamo che IT & un operatore integrale con nucleo C*°:

N k
fissiamo una base 1, ..., ¢, di Ker(P). E chiaro che se s € L?(M, E) allora IIs = > (s, ¢;)¢; da cui

7:1
k
(97) IIs = Z(/ < 8,05 >)pi
i1 Y M

Supponiamo preliminarmente che ¢; siano funzioni: definiamo allora funzioni C*° su M x M, e le
denotiamo ¢; X ¢¥, come segue

(i B ;) (M1, m2) = @i(m1)@i(ma).
Riscrivendo (97) in termini di queste funzioni abbiamo allora
k
(Is)(m1) =3 ([ s(ma2)@i(ma)dvolin, ) @i
i1
k
= [y (e B ) (m1, ma)s(mz)dvolm,
i1
espressione che dimostra che IT ¢ un operatore integrale con nucleo C°.
In generale se E ¢ un fibrato hermitiano allora definiamo
pi R e C°(M x M, EX E*) = C*(M x M,HOM(E, E))
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con (EX E*)(m1,mg) = Ep, ® By, = Hom(Ey,, Ep, ), tramite

((pi M @7)(ma,ma)) (v1) = (v1, pi(m2)) pi(m1), con v € Ep,.

Con questa definizione, ed utilizzando nuovamente (97) abbiamo ancora

(IIs)(mq) = /M K(I1)(mq, ma)s(mg)dvol,,,

con nucleo
k

K(IT) :thi@sﬁ € C®(M x M; EX E*).
i1

14.3. Equazione del calore. Traccia. Supponiamo ora di avere un operatore formalmente au-
toaggiunto e positivo. Ad esempio possiamo considerare P = D*D con D un qualsiasi operatore
ellittico su un fibrato hermitiano ¥ — M di rango k. Saremo interessati al caso in cui D & un
operatore di Dirac. L’equazione del calore associata all’operatore P ¢ per definizione ’equazione

0
(98) st Ps=0

in C*°(R* x M;E). Sappiamo che esiste una base ortonormale {¢;} di autosezioni di P per lo
spazio di Hilbert L?(M, E); sappiamo che queste autosezioni sono C™, che gli autovalori Aj sono
reali e positivi e che crescono come j° con § > 0.

Consideriamo nuovamente F X E*, il fibrato su M x M che ha come fibra su (my, mg) il fibrato
Em, ® By, = Hom(Ep,,, Ep, ). L'operatore del calore exp(—tP) ¢ I’ operatore

(99) (e s)(my) :/ Ki(m1, ma)s(mg)dvol pr(ms)
M
dove K; ¢ la sezione di EX E* — M x M data da

Ko=) e ™g;Rer.
j

K, & detto il nucleo del calore. Utilizzando la stima sulla crescita degli autovalori si puo dimostrare
(e non ¢ difficile) che la serie che definisce il nucleo del calore converge uniformemente e definisce un
elemento in C°(R} x M x M; EX E*); in particolare, K; € C°°(M x M; EX E*); l'operatore del
calore & quindi un operatore regolarizzante. E anche chiaro che se so € L2(M, E) allora s(t,-) :=
exp(—tP)sg ¢ una soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale s(0,-) = sp.

Esempio. Il nucleo del calore del Laplaciano in R” & K;(z,y) = (47t)~ 2 e tllz—vl,

La traccia dell’operatore del calore € per definizione:
Tr(e F) = / trg,, Ki(m, m)dvolyr(m) = E e~
M ,
J

dove osserviamo che Ky(m,m) € End(E,,) (ed ha quindi senso prenderne la traccia trg, ). La
seconda uguaglianza discende dalla ortonormalita di {¢;}.
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14.4. Formula di McKean-Singer. Ricordiamo innanzitutto che se V =V " & V™~ & uno spazio
vettoriale Zo-graduato e A € End(V), allora

_ [ A A4
(2 )

str(A) == tr(A44) —tr(A__).
(Mentre, ovviamente, tr(A) = tr(Ayy) +tr(A__).)

e, per definizione,

0 D~
Dt 0
tore ellittico formalmente autoaggiunto e dispari su un fibrato hermitiano graduato £~ @ E~. In
particolare D~ = (DT)*. Consideriamo

p2_ (D DT 0 o otD? et Dt
0 D¥D~ ) 0 o—tb*D= |-

Teorema 27. (Formula di McKean-Singer) Si ha

Sia M una varieta riemanniana di dimensione pari e sia D = ( un qualsiasi opera-

(100) ind (D) = Str(e_tD2) = / strg,, K¢ (m, m)dvol.
M
Dimostrazione Sia Ky = Kj\r ® K, un autospazio di D? associato a A e sia nf\c = dim(KiE).
Per quanto visto Tr(e P P7) = 3 e i =nd + Y ePnl e Tr(e7PTD7) = 3 e7n) =
A>0 A>0 A=0

ng + > e~ny. Inoltre,
A>0
ind (D1) = dim Ker(D™) — dimKer(D ™) = dimKer(D~ D) — dimKer(DTD™) = nd —ng.

Basta quindi provare che Y. e=ny = > e ™n}. Se T € Ky per A > 0 allora DT¢T € K, per
AS0 A>0
A > 0: infatti DT D~ (D) = DT (D™ Dtpt) = ADTpt. Analogamente se ¢~ € K, per A > 0

_ + s + DT _%D7 Y o + _
allora D™~ € K, cioe Ky — K, = K ¢ l'identita. Ne segue che Ky ~ K, per A > 0 e
quindi n;\r =n, come si voleva.
14.5. La formula dell’indice di Atiyah-Singer per operatori di tipo Dirac. Sia M una

varieta riemanniana compatta, £ un fibrato hermitiano che ¢ anche un modulo di Clifford unitario
graduato, con connessione di tipo Clifford diagonale

oF _ vET| 0
B 0 |VE

Sappiamo che ¢ allora associato a questi dati un operatore di Dirac ) = c o V¥ che & un operatore
formalmente autoaggiunto®! e dispari:

0 1P ). . _ o ~ _
D:(ﬁ).c (M,EY)® C®(M,E~) — C®(M,E")® C>®(M,E™),

con P~ = (PH)*. Sia QF la curvatura di E. Consideriamo c(I\T'¥ € C°°(M,End(E)) dove
I'F & l'operatore di graduazione di E (E* = {s cTEs = :I:s}, (I‘E)2 = 1) e I" & Poperatore di

21on abbiamo dimostrato questa proprieta, ma non & difficile
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chiralitd. Poiché I’azione ¢ graduata c(I')T'F commuta con I’azione di Clifford ed ¢ quindi a valori
in Endgyp) (E), gli endomorfismi che commutano con I'azione di Clifford. Notiamo questo elemento
con I'.

Definizione 31. Sia A € C*° (M, End(E)), abbiamo visto la definizione di supertraccia di A: essa
pu‘dessere espressa, ovviamente, come

Str(A) = Tr (FEA) .

. A++ A_|__
A= ()

Tr (FEA) =TrA;+ —TrA_ _.

Infatti, se

allora

Ispirati da questa definizione poniamo per A’ € C'*® (M » Endeyan (E))
Str'(A’) = Tr (I"A') .

Ricordiamo ora che QF & una due forma a valori negli endomorfismi di E. La decomposizione
End(M) = CI(M)®Endc;pr)(E£) pud essere dimostrata utilizzando argomenti puramente algebrici;

assumiamo 'esistenza di questa decomposizione. Vediamo che c’¢ allora una decomposizione Q¥ =
QUM @1d +1d® Q.

Definizione 32. Poniamo

Ch(E,VE) := Str/ <exp (;Q’))

™

Teorema 28 (Atiyah-Singer per operatori di tipo Dirac). Vale la sequente formula:
ind (p+) = / A(M, vTM) cn'(E, V).
M

Per i 3 esempi ”canonici” (Gauss-Bonnet, segnatura e Dolbeault) si pud dimostrare con argomenti
di algebra lineare (ma non & proprio banale) che I'integrale a destra si specializza agli integrali
che compaiono a destra negli enunciati dei teoremi di Chern-Gauss-Bonnet, della segnatura di
Hirzebruch e di Riemann-Roch-Hirzebruch rispettivamente.

14.6. Idea della dimostrazione. Sia AS la forma differenziale che compare nel membro a destra
della formula di Atiyah-Singer. Denotiamo la componente di grado massimo di questa forma
differenziale con [AS],, con n uguale alla dimensione di M. La formula di Atiyah-Singer per
operatori di Dirac si ottiene mandando a zero t nella formula di McKean-Singer. Per operatori
qualsiasi il limite della supertraccia del nucleo del calore moltiplicato per la forma di volume, non
esiste. Per operatori come quelli considerati in questa sezione (quindi, in paricolare associati ad
una connessione di Clifford) si ha, miracolosamente, il limite puntuale

(101) strg, K¢ (p, p)dvolyr (p) — [AS](p) -

Dato che il limite & puntuale, possiamo ragionare in un intorno di p € M. Il limite si calcola con
un procedimento di riscalamento che e dovuto ad Ezra Getzler. Lo trovate spiegato nel libro di
Berline-Getzler-Vergne oppure in quello di Roe (seconda edizione, la prima conteneva errori).

E importante notare che per ’esempio dato dall’operatore di Dolbeault e necessario assumere che
la metrica sulla varieta complessa sia di Kahler; solo con questa ipotesi addizionale si ottiene un
operatore di tipo Dirac per il quale il limite puntuale (101) esiste. Tuttavia, per una qualsiasi
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varietd complessa hermitiana, & ancora possibile calcolare I'indice dell’operatore (0 + 5*)+ e si
ottiene effettivamente la stessa formula di Atiyah-Singer, quindi con il membro a destra uguale al
membro a destra del teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch. Ecco uno sketch dell’argomento: si
introduce una connessione di Clifford sul fibrato A%*M, si considera I'operatore di Dirac associato
a questa particolare connessione ed alla struttura di modulo di Clifford gia introdotta in A%*M, si
ottiene un operatore D che ha lo stesso simbolo principale di (9 + 5*)+ e che ha quindi lo stesso
indice (la loro differenza & di ordine 0). Si scrive la formula dell’indice per D7 e si verifica che &
proprio quella che fa intervenire il mebro a destra del teorema di RRH. Dato che (9 + 9" )" e D
hanno lo stesso indice, abbiamo finito.
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15. Lezione 15. K-Teoria. Indice analitico ed indice topologico.

In questa ultima lezione vogliamo spiegare un approccio completamente diverso alla formula
dell’indice di Atiyah-Singer, quello tramite la K-teoria. Storicamente, questo approccio € anteriore

alla dimostrazione tramite I’equazione del calore 22.

Alla fine della seconda lezione, in un’appendice, abbiamo definito il gruppo di K-teoria per uno
spazio compatto X.

Definizione 33. Sia ora X uno spazio con punto base p e sia i : p — X linclusione: definiamo
K(X) = Ker(i* : K(X) — K(p)). Il sottogruppo K(X) & per definizione il gruppo di K-teoria
ridotta di X.

Se X ¢ localmente compatto, si pone K(X) := K(XT), con X* la compattificazione ad un
punto.
In particolare, se X € una varieta compatta, possiamo considerare

K(X xR?) o pil in generale K (E)

con E un fibrato complesso.
Il seguente teorema € noto come Teorema di periodicita di Bott in K-Teoria; € uno dei risultati
cruciali in K-Teoria.

Teorema 29. Esiste un esplicito omorfismo, l'omomorfismo di Bott 3 : K(X) — K(R? x X) che
¢ un isomorfismo.

Piu in generale, vale

Teorema 30. Esiste un esplicito omomorfismo ¢ : K(X) — K(E), detto I’ omomorfismo di
Thom, che é un isomorfismo.

15.1. L’indice topologico.

Sia Y una varieta differenziabile compatta e sia X < Y una sottovarieta regolare. Definiremo
ora un morfismo

(102) iW: K(TX) — K(TY)

che & fondamentale nella definizione dell’indice topologico. Si noti che questo € un morfismo co-
variante.

Sia n — k = codimX. Fissiamo una metrica riemanniana su 7Y e sia N — X il fibrato nor-
male a X: N ¢ uguale per definizione all’ortogonale di TX in T'Y| . Per il teorema dell’intorno
tubulare sappiamo che esiste un intorno I/ di X in Y ed un diffeomorfismo U < N. Il differenziale
dell’immersione ¢ induce un’immersione regolare T X — TY ed e chiaro che TU = T'N € un intorno
tubulare di X in TY. D’altra parte TN = 7*(N & N) , con 7w : TX — X la proiezione naturale.
Ne segue che T'N ha una naturale struttura complessa data dall’endomorfismo

0 -1
1 0 '
221 ordine temporale le tre piu celebri dimostrazioni della formula di Atiyah-Singer sono: (1) dimostrazione
tramite cobordismo; ¢ la prima dimostrazione. (2) dimostrazione tramite K-teoria (ora la spieghiamo). (3) di-

mostrazione tramite la formula di McKean-Singer.
Esistono oggi altre dimostrazioni.
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Per il Teorema di Thom esiste un isomorfismo di gruppi abeliani
¢: K(T'X)— K(TN).

D’altra parte TNcLTY ¢ un intorno aperto di 7X in TY .
In generale se Z & uno spazio localmente compatto ed U < Z € un aperto di Z allora ¢ ben definito
un morfismo

Vi K(U) — K(Z);
questo morfismo ¢ semplicemente indotto dalla proiezione naturale

Zt—Zt)(ZT\U)=U".

Applicando questa osservazione a T'N J, TY otteniamo un morfismo Jsx : K(TN) — K(TY).

Il morfismo iy : K(TX) — K(TY) indotto dall’immersione i : X — Y ¢ per definizione uguale
alla composizione di ¢ e j., esplicitamente

K(TX) -2 K(TN) 25 K(TY), i = juod.

Sia ora X una qualsiasi varieta differenziabile compatta; per il teorema d’immersione di Whitney
sappiamo che esiste n € N ed un’immersione regolare 7 : X — R™. Sia j : 0 — R" l’inclusione
naturale. Abbiamo due morfismi indotti

iw: K(T'X) — K(TR") = K(C"), ji: K(punto) — K(TR") = K(C")

con il secondo morfimo uguale semplicemente all’isomorfimo di Thom (o meglio di Bott). Vi ricordo
che K (punto) = Z.

Definizione 34. Sia X una varieta differenziabile compatta. L’indice topologico € per definizione
I’omomorfimo
indy : K(TX) — Z
ottenuto dalla composizione
. 1
K(TX)-% K(C") 2= K(punto) = Z ;  ind, = j; Lo
15.2. Proprieta di stabilita dell’indice di Fredholm.

Definizione 35. Sia P € Uy 4(M; E,F) e sia S*M il fibrato sferico definito dalla metrica rie-
manniana in 7*M. Sia g : S*M — M. Il simbolo principale asintotico e la sezione &y, (P) €
C>®(S*M,Hom(rs B, mgF) definita da

ope(P) (tw)

- , weS'™M

(103 Gor(P)(@) = lim_
I1 simbolo principale asintotico definisce per omogeneita un sezione di C*° (7 M\0, Hom(7*E, 7*F)).
Denotiamo C®(T*M \ 0, Hom®(7*E, 7*F)) lo spazio delle sezioni che sono omogenee di grado d
fuori dalla sezione nulla. Una tale sezione definisce un operatore in \Ilcld(M ; B, F); basta utiliz-
zare una partizione dell’'unita {v;} subordinata ad un ricoprimento di carte locali (per ogni carta
sara anche necessario utilizzare delle funzioni cut-off in |w|, w € T*M, per estendere il simbolo in
maniera C*° da T*M \ 0 a T*M).
La seguente Proposizione ¢ di facile dimostrazione:

Proposizione 16. Ym € R la sequente successione é esatta:

(104) 0 — U™ Y (M; E, F) — Wo™(M; E, F) 200 (T*M \ 0, How™ (* E, 7°F)) — 0
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Rimane definita un’applicazione
Op:C®(T*M\ 0,Hom™(n*E,n*F)) — V" (M; E, F),

che associa ad un simbolo il corrispondente operatore pseudodifferenziale. Quest’applicazione,
un’inversa destra di op( ), non € unica perché dipende ovviamente dalle scelte fatte (partizione
dell’unita, funzioni cut-off etc..); tuttavia scelte diverse producono operatori che differiscono per
un operatore di ordine strettamente minore di d. Notiamo infine che esiste una biezione

C*®(S*M,Hom(n, E,ngF)) < C(T*M \ 0, Hom™ (n*E, 7" F'))
con la quale possiamo introdurre in maniera naturale una topologia in C*°(T*M\0, Hom™ (7*E, 7*F)).

Supponiamo ora che P; e Py siano due operatori ellittici in W¢(M; E, F). Se Opr(P1) = opr(P2)
allora P, = P» + K con K € \Ifgl_l(M; E, F). Otteniamo allora

(105) ind P; = ind (Pl)s =ind ((PQ)S + KS) =ind (PQ)S =ind P»

dove abbiamo utilizzato il fatto che K : Hy(M,E) — Hy_4(M, F) & compatto 23. Vi ricordo che
I'indice di un operatore di Fredhom é invariante per ’aggiunzione di un operatore compatto.

Siano P; e P in \I’dd(M ; £, F) ellittici e supponiamo che i simboli principali asintotici siano
omotopi attraverso simboli invertibili in 7*M \ 0: 0 (P1) ~ op:r(P2). Sotto queste ipotesi segue che
ind (P;) = ind (P,); per dimostrare questa proprieta bastera utilizzare I'invarianza per omotopia
dell’indice di un operatore di Fredholm e la continuita della mappa

Op : C®°(T*M \ 0,Hom*(7*E, n*F)) — L(H,, Hy_q) .

Quest’ultima proprieta segue dalla dimostrazione della continuita degli operatori pseudodifferen-
ziali fra spazi di Sobolev.

Riassumendo
(106) P, Py € Uy? ellittici, Gpr(Py) ~ Gpe(P2) = ind (P) = ind (P2)

In parole: I'indice di un operatore ellittico dipende solo dalla classe di omotopia del simbolo prin-
cipale dell’operatore. Storicamente e stata proprio questa proprieta a far congetturare da parte di
Gelfand la possibilita di esprimere I’indice in termini coomologici. 24

Osservazione. L’ordine d non gioca di fatto alcun ruolo; dimostriamo anzi che possiamo sempre
ridurci al caso d = 0. Facciamo prima vedere che Vd € R esiste un operatore A% € \Ildd(M ;EVE)
che induce un isomorfismo Hs(M, E) < Hs_4(M, E); a tal fine consideriamo un simbolo o = o* €
C>®(T*M \ 0, Hom?(7*E, 7*E)), ad esempio o (w,) := ||w.||?Idg,, con w, € T} M. Sia Q := Op(o).
Dato che o = 0* ne segue che ind (Q) = ind (Q*) = —ind (@), quindi ind (Q) = 0. Ma allora (si
dimostra che) esiste K € W~ tale che AdE := @ + K induce un isomorfismo H; — H,_4 Vs € R.
Sia ora P un operatore ellittico di ordine d . Consideriamo 'operatore ASF_d o Po A™%; & chiaro che

AP0 Po A ¢ U(M,E,F), e ind(P)=ind (A5 %0PoA™?)
come si voleva.

23essendo K di ordine d—1 ne segue che K fattorizza tramite I’inclusione compatta Hs_q+1(M, F) — Hs_q(M, F)

24Che questa congettura di Gelfand sia all’origine del teorema di Atiyah-Singer mi & stato perd smentito per-
sonalmente da Singer stesso; storicamente la vera ispirazione di Atiyah e Singer & stata 'integralita del genere A per
varieta spin. Atiyah e Singer erano convinti (giustamente !) che quest’integralita fosse dovuta al fatto che il genere

A fosse 1’ indice di un operatore ellittico.
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15.3. Operatori pseudodifferenziali ellittici e K-Teoria.
Sia X localmente compatto. Vi ricordo che
K(X):=K(X")

con XT = (X U+) uguale alla compattificazione ad un punto di X. Si pud dimostrare 2> che K (X)
¢ uguale al gruppo abeliano ottenuto quozientando il semigruppo C,,(X) costituito dalle classi di
omotopia di complessi di fibrati vettoriali di lunghezza n a supporto compatto per il sottosemigruppo
C,9(X) costituito dalle classi di omotopia di complessi con supporto vuoto (e cio¢ esatti ovunque).
Vi ricordo che il supporto di un complesso

@
By L Ejyy -

¢ l'insieme degli x € X tali che
Al
(Ej)a — (Ejt1)z -
non e esatta.

Supponiamo in particolare che X sia uguale ad un fibrato vettoriale V —— M su uno spazio
compatto M. Per noi V sara uguale a T*M, con M una varieta differenziabile compatta senza
bordo ma possiamo procedere per il momento in tutta generalita. Consideriamo due fibrati E7 e
Ey su M e siano 7*Ej; i fibrati indotti su V. Sia m € R; diremo che un morfismo di fibrati

7T*E1 i> W*EQ
¢ (positivamente) omogeneo di grado m se
ap = t"a,, YoeV . Vt>0.

Ad esempio, se P € ¥ ™ (M; E1, Ep) allora il simbolo principale omogeneo &p,.(P) definisce un
morfismo 7*Fy — 7* Ey di fibrati su T*M che & omogeneo di grado m.

E chiaro che un morfismo omogeneo e determinato dalla sua restrizione al fibrato sferico SV =
{v e V||| =1}, dove abbiamo fissato una metrica in V.

Denotiamo con ™C,, (V) il semigruppo delle classi di omotopia di complessi di lunghezza n che
sono omogenei di grado m ed a supporto compatto; le omotopie sono da intendersi lungo complessi
omogenei di grado m. Denotiamo con ™C,, ¢(V) il sottosemigruppo costituito dai complessi la cui
restrizione a SV ¢ indotta da un complesso su M che ha supporto vuoto.

Proposizione 17. FEsiste un isomorfismo di gruppi abeniani:
(107) K(V) ="Cp(V)/"Crp(V)
Omettiamo la dimostrazione.

Osservazione. Sia X una varieta differenziabile. Abbiamo definito la K-teoria K(X) tramite
fibrati vettoriali nella categoria degli spazi topologici ed applicazioni continue. Tuttavia, se [V] €
K (X), allora esiste W fibrato C* su X tale che [W] = [V]. Infatti V & classificato da un’applicazione
continua f in una grassmanniana; le grassmanniane sono varieta C>° e dato che X e per ipotesi
anch’essa una varieta C'°° possiamo approssimare f con un’applicazione differenziabile ¢. 1l pull-
back del fibrato universale tramite ¢ definisce un fibrato C*°, W, tale che [W] = [V].

25Vi rimando al classico libro di Atiyah "K-Theory”; per una spiegazione rapida ed informale potete anche
consultare le note del mio corso di dottorato ”K-teoria”
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Sia ora « € K(T*M), M varieta differenziabile compatta senza bordo. Per I'osservazione prece-
dente e per la Proposizione (17), con n = 1, sappiamo che esistono fibrati C*° Fy, Fy su M ed un
omomorfismo

a TI'*F() — TF*Fl
che ¢ omogeneo di grado m, un isomorfismo fuori da un compatto e tale che [r*Fy——m*Fi] = a €
K(TM). Sinoti che necessariamente a € un isomorfismo fuori dalla sezione nulla, perché altrimenti,

per omogeneita, non potrebbe essere a supporto compatto. Per quanto visto nelle sezioni precedenti
esiste un operatore A € Vo™ (M; Fy, F) tale che 0 (A) = a. Possiamo ovviamente prendere m = 0.

Riassumendo, abbiamo dato uno sketch della dimostrazione del seguente risultato:

Teorema 31. Vo € K(T*M) esistono fibrati Fy, Fy su M e A € U °(M; Fy, Fy) ellittico tale che

(108) a = [ B W )

15.4. L’omomorfismo indice analitico.

Sia M una varieta differenziabile compatta senza bordo. Introduciamo una metrica riemanniana
e identifichiamo T* M con T'M.

Definizione 36. Definiamo l'indice analitico
ind, : K(TM) - 7Z
associando a

o (

(109) K(TM) > [n*F —1>4)7T*F1] =a lintero ind(A).

Proposizione 18. L’applicazione indice analitico (109) é ben definita ed un omomorfismo di

grupps.

Sketch della dimostrazione. E chiaro che Pindice ¢ additivo per somme dirette. Occorre verificare
che & ben definito in °Cy(M)/°C} 4(M) e che non dipende dalla scelta dell’operatore A. Se

[W*FOLWT*Fl] S Ocl,Q(M)

allora a € indotto da un isomorfismo ¢ : Fy — F}; & allora chiaro che A € I'operatore di ordine 0
indotto da ¢, (Af)(x) = ¢(s(x)), in particolare ind (A) = 0 come si voleva. Il fatto che I'indice
analitico non dipenda dalla classe di omotopia del complesso segue da (106); I'indipendenza dalla
scelta di A segue dallo stesso ragionamento utilizzato in (105).

15.5. Enunciato del teorema di Atiyah-Singer. Sketch della dimostrazione.

Utilizzando ’isomorfismo di Thom abbiamo definito all’inizio di questa lezione I’indice topologico
ind; : K(TM) — Z. 1l seguente teorema ¢ fondamentale in Matematica:

Teorema 32. (Teorema di Atiyah-Singer.) Sia M una varieta differenziabile compatta senza bordo.
L’indice topologico é uguale all’indice analitico:

(110) ind¢(a) = indy (), Vae K(TM).
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Idea della dimostrazione. L’indice topologico gode di 2 importanti proprieta:
(Al). Se M = punto allora K(T'M) =Z e ind; = Idz.
(A2). Sia i : M — N un’immersione regolare e sia iy : K(T'M) — K(TN) 'omomorfsimo indotto;
allora ind ;(iy) = ind (o) Yoo € K(T'M).

La prima proprieta ¢ una semplice conseguenza delle definizione; la seconda segue da proprieta
funtoriali dell’isomorfismo di Thom.

Vale il seguente risultato di unicita:
Supponiamo che per ogni varietd compatta senza bordo M sia dato un omomorfismo ¢M : K(TM) —
Z verificante (A1) e (A2). Allora ¢ = ind;.
L’indice analitico verifica banalmente (A1l). La difficolta della dimostrazione & tutta concentrata
nella verifica del secondo assioma. Occorre ”seguire” analiticamente la costruzione dell’omomorfismo
11 e verificare che l'indice analitico rimane invariato. Una certa proprieta di moltiplicativita per
'indice (ricordate che occorre passare ad un intorno tubulare di M in V) gioca un ruolo cruciale in
questa verifica. Per i dettagli vi rimando all’articolo originale (in Annals of Mathematics, vol 87,
1968, pp 484-530) oppure al libro [6].

15.6. Formulazione coomologica del teorema di Atiyah-Singer.

La K-teoria e la coomologia di grado pari sono isomorfe se si tensorizza con Q, e I'isomorfismo &
proprio fornito dal carattere di Chern. Passando dalla K-teoria alla coomologia € possibile dare una
formula coomologica per I'indice topologico e quindi, per il teorema di Atiyah-Singer, per I'indice
analitico. In questa ultima sottosezione vogliamo enunciare questa formula. Vi faccio notare che
la formula & molto generale: vale per qualsiasi operatore pseudodifferenziale ellittico.

Premessa topologica.
Siano X = X7 U X5 e X7 N Xy = A (tutti gli spazi essendo compatti). Supponiamo di avere fibrati
vettoriali (E}, 7, X;) e supponiamo che esista un isomorfismo di fibrati ¢ : E1|a — Es|a.

Definizione 37. Il fibrato ottenuto per incollamento di (E1, 71, X) e (Fa,m2, X) tramite ¢ ¢ il
fibrato (£ Uy B2 — X) che ha come spazio totale

E1U¢EQZE1|_|E2/N

con e; ~ ey < mi(e;) =ma(e2) € Aeey = d(er).

E facile verificare che questa definizione produce effettivamente un fibrato vettoriale su X.

Esempio. Sia X = S%esia X; = S?r, un emisfero, e Xo = S2, I’altro emisfero, di modo che A = S1,
I’equatore. Siano Fq = Si x C e Ey = 5% x C; un isomorfismo ¢ : E1|4 — Es|4 € semlicemente
un isomorfismo di fibrati banali ¢ : S x C — S' x C ed & quindi dato da un’applicazione continua
¢:S" — GL(1,C) = C*. Considerando ¢,(z) = z7¢, z € S', otteniamo per incollamento un fibrato
complesso di rango 1. Il fibrato dato da ¢(z) = 1/z & detto fibrato di Hopf.

Fine premessa topologica.

Sia ora M una varieta differenziabile compatta senza bordo. Fissiamo su M una metrica rie-
manniana. Siano
BiM™EM |, S*MZ5M
il fibrato in dischi di raggio 1 ed il fibrato in sfere rispettivamente; ¢ ovvio che 9B} (M) = S*M ed
¢ quindi ben definita
XM = BY (M) Ug=p BT(M)EM,
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una fibrazione in sfere di dimensione n 4+ 1 su M.

Sia P € Wy%(M; Fy, F1) un operatore ellittico e sia Gy (P) € C*(S*M,Hom(r5Fy, 75F1)) il
simbolo principale asintotico di P. Per alleggerire la notazione denotiamo il simbolo principale
asintotico con p. Dato che P ¢ ellittico p ha valori negli isomorfismi fra 75Fy e mgFy. Possiamo
allora incollare 3 Fo — BYM con npFy — By M tramite p ottenendo un fibrato vettoriale

Y(p) = XM.

Sia Ch(X(p)) € Hjp(EXM) = H*(XM,C) il carattere di Chern di questo fibrato e sia Td(T*M®C)
Hjp(M) = H*(M,C) la classe di Todd del fibrato tangente complessificato.

Teorema 33. (Formula dell’indice di Atiyah-Singer) Sia M una varieta differenziabile compatta
senza bordo di dimensione n Sia P € \I/dd(M; Fy, F1) un operatore ellittico con simbolo principale
asintotico p. Vale la formula:

ind P = (—1)"(n+1)/2 Ch(Z(p)) A & Td(T*M ® C)
XM

(=)™ HD/2 « Ch(2(p)) UnsTd(T* M @ C), [£M] >

Osservazioni.

1. Ci sono altre formulazioni della formula di Atiyah-Singer; quella che abbiamo scelto mini-
mizza 1 requisiti di topologia algebrica. Ad esempio, se M & orientabile, si pud dare una for-
mula integrale direttamente su M utilizzando l'isomorfismo di Thom in coomologia ([8]). Piu
precisamente: applicando il charattere di Chern per spazi localmente compatti seguito dall’inverso
dell’isomorfimo di Thom in coomologia alla classe di K-teoria [p] € K (T M) otteniamo una classe
¢~ Y(Ch[p]) € H*(M,C) e la formula di Atiyah-Singer diventa

(111) ind (P) = (—1)""*1/2 < ¢=1(Ch[p]) U Td(T*M @ C),[M] > .

2. Ovviamente, utilizzando I'isomorfismo di de Rham, come abbiamo gia fatto nell’enunciato
del teorema, possiamo esprimere 'indice di P come l'integrale del prodotto esterno di due forme
differenziali

(112) ind (P) = (—1)"(n+1)/2 / ¢~ H(Ch[p]) ATA(T*M @ C).
M
Per operatori di tipo Dirac si puo vedere, con un po di lavoro, che le due formule sono compatibili.
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