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1. Lezione 1. NOTE A CURA DI FEDERICO INCITTI.

1.1. Definizione di fibrato vettoriale.

Definizione 1. Un fibrato vettoriale C*° di rango k é una terna (E, 7, M), dove E ¢ M sono
varieta C®°, w: E — M ¢é un’applicazione C'*° suriettiva, tale che per ogni m € M
(i) la fibra Ey = 71 (m) ha una struttura di spazio vettoriale di dimensione k;
(ii) esiste un intorno U di m e un diffeomorfismo oy : 71 (U) — U x RF tale che per ogni
m' e U
a) ¢y (En) C{m'} x R¢
b) ‘PU|Em, : By — {m'} x R* ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.

La varieta M é detta base del fibrato. Gli intorni U sono detti intorni banalizzanti, i diffeomorfismi
wy banalizzazioni locali. Se per ogni m € M T'intorno U puo essere scelto uguale ad M, il fibrato
vettoriale si dice banale.

Definizioni analoghe.

o Fibrati vettoriali nella categoria degli spazi topologici e applicazioni continue.

e Fibrati vettoriali su C, H.

e Se M ed E sono varieta complesse (quindi le carte 9, : U, — C" hanno valori in C" e le
funzioni di transizione 15 0 95! : 9o (Ua) € C* — 15 (Ug) C C* sono biolomorfe) allora (E, T, M)
¢ un fibrato vettoriale complesso olomorfo se ogni banalizzazione locale ¢ : 771 (U) — U x CF &
biolomorfa.

1.2. Funzioni di transizione.

Dalla definizione di fibrato vettoriale segue che M ammette un ricoprimento {U,} con intorni
banalizzanti, che chiameremo ricoprimento banalizzante. Per ogni coppia di aperti U,,Upg del
ricoprimento, con U, N Up # 0, e per ogni m € U, N U I'applicazione

g ) = vl o (2] )+ X B > o x B

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. Allora possiamo pensare alle g,3 (m) come applicazioni

9op : Ua NUg — GL (k,R).

Queste vengono dette funzioni di transizione e verificano due proprieta:

1) g;ﬂl = gga in Uy N Ug,

2) gaﬂ o gﬂ’y = ga'y in Ua n Uﬂ N Ufy.

Inoltre se M & una varietd differenziabile e se sono dati un ricoprimento {U,} di M e una
collezione di mappe go5 : Us N U — GL (k,R) soddisfacenti le proprieta 1) e 2), allora & pos-
sibile definire un fibrato vettoriale (E, 7, M) che ammetta le g,3 come funzioni di transizione.
Precisamente la varietd F & data dal quoziente

E:Ll (Uax]Rk)’

~

dove, per ogni m € U, NUg e per ogni A € R



Ug x RE 5 (m, \) ~ (m, gag (M) \) € Uy x RE.

Quindi si puo dare una definizione alternativa di fibrato vettoriale, come una varietd M su cui
siano dati un ricoprimento {U, } e una collezione di mappe gos5 : UoNUg — GL (k,R) soddisfacenti
le proprieta 1) e 2).

1.3. Morfismi di fibrati.

Definizione 2.  Siano (E,m, M) e (F,n',M) due fibrati vettoriali (sulla stessa base). Una
mappa di fibrati (o un morfismo di fibrati) da (E, 7, M) a (F,n', M) é un’applicazione differenzia-
bile f : E — F che manda omomorficamente fibre in fibre corrispondenti, ovvero tale che per ogni
meM

1) [ (Bm) C Fn

2) flg, : BEm — Fn € un omomorfismo di spazi vettoriali.

Una mappa di fibrati f : E — F si dice isomorfismo di fibrati se manda isomorficamente fibre in
fibre corrispondenti, ovvero se per ogni m € M
flg,, + Bm — Fp, & un isomorfismo di spazi vettoriali.

1.4. Esempi notevoli.

1) Sia M una varieta differenziabile. Per ogni punto m € M indichiamo con T,,M lo spazio
tangente alla varietd M nel punto m. Poniamo

TM = U T,, M
meM
e definiamo 7 : TM — M ponendo 7 (z) = m se x € T, M. Si verifica che ("M, 7, M) & un fibrato

vettoriale il cui rango & uguale alla dimensione di M. Tale fibrato vettoriale si dice fibrato tangente
ad M.

2) Sia RP"™ lo spazio proiettivo di dimensione n. Ricordiamo che RP™ = S"/ ~, dove ~ ¢ la
relazione che identifica i vettori ze —z. Sappiamo che RP" & una varietd differenziabile compatta.
Consideriamo ’insieme

Eipi1 (R) = {([z],v) € RP" x R"" 1y = Az}

e 'applicazione 7 : F 41 (R) = RP™ definita da = ([z],v) = [z]. La terna (Ei pn4+1 (R) , 7, RP™) &
un fibrato vettoriale di rango 1. (Per ogni [z] € RP™, consideriamo Uy, un intorno di z in S™ ad
intesezione vuota con la sua immagine tramite la mappa antipodale; 'aperto U = U;/ ~ C RP™ &
un intorno banalizzante di [z] e il diffeomorfismo ¢y : 771 (U) — U x R definito da ¢y ([z] ,tz) =
([z],t) & una banalizzazione locale.)

3) Analogamente la terna (Fy 41 (C) , 7, CP™) & un fibrato vettoriale complesso olomorfo di rango
1.

4) Poniamo

Gy (R”+k) = {sottospazi vettoriali k—dimensionali di R”+k} .
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Lo spazio Gy, (R"**) & una varieta differenziabile (compatta) di dimensione nk. Consideriamo
I'insieme

Bk ® = {(p,v) € Gi (R*) xRy e p

e lapplicazione 7 : Ej, 5,1 (R) = Gy (R"**) definita da 7 (p,v) = p. La terna (Ejpnik (R) , 7, Gy (R"1F))
¢ un fibrato vettoriale di rango k. Si noti che

(El,n+1 (R) 3 Ty Gl (Rn+1)) = (El,n-l—l (R) ,W,an) .

5) Analogamente lo spazio Gy (C”+k) ¢ una varietd complessa di dimensione nk e la terna
(Bntk (C),m, G (C*™*)) & un fibrato vettoriale complesso olomorfo di rango k.

1.5. Sezioni di un fibrato.

Definizione 3.  Sia (E,n, M) un fibrato vettoriale. Una sezione C™ del fibrato é un’applicazione
differenziabile s : M — E tale che mo s = Id|;, ovvero tale che per ogni m € M risulti s(m) €
En =71 (m).

Denotiamo con C* (M, E) l'insieme delle sezioni C* del fibrato (E,w, M). Si noti che, poiché
ogni fibra & una spazio vettoriale, anche C*® (M, E) & uno spazio vettoriale, le cui operazioni sono
definite punto per punto.

Proposizione 1.  Un fibrato vettoriale (E, 7, M) di rango k ¢é banale se e solo se esistono k
sezioni C* s1,..., g linearmente indipendenti, ovvero tali che s1(m), ..., sk (m) siano linearmente
indipendenti per ogni m € M.

Dimostrazione.

Supponiamo (E, w, M) banale. Allora esiste una mappa di fibrati ® : E — M x R* che induce
un isomorfismo @ : E,, — {m} x R* su ogni fibra. Sia ¥ = &' : M x R¥ — FE e definiamo le
applicazioni s; : M — E ponendo s; (m) = ¥ (m,¢;) (dove g; & I’i -simo vettore canonico di R¥).
Le applicazioni s1, ..., s; sono sezioni C*° e per costruzione sono linearmente indipendenti.
Supponiamo che esistano k sezioni C'*° sy, ..., s linearmente indipendenti. Definiamo W :
M x R¥ — Eponendo ¥ (m,z) = x's; (m) + ... + zFsy, (m). L’applicazione ¥ & C* e induce un
isomorfismo su ogni fibra. Allora ¢ facile vedere che ¥ & un diffeomorfismo. Quindi (E, 7, M) &
banale. O

Esempio. 1l fibrato (E; 41 (R) ,7,RP™) non ¢ banale.

Dimostrazione. Basta far vedere che ogni s € C° (RP", E1 ;41 (R)) si annulla in un punto. Sia
s : RP" — Ejpt1(R) una sezione. Sia p : S” — RP"™ la proiezione canonica. L’applicazione
g=so0op:8" = FEi,q1(R) e tale che ¢(z) = ([z],t(z)z), con t € C*(S™). Inoltre, poiché
q(—z) = q(z), si deve avere t(—z) = —t(z) . Allora, poiché S™ & connessa e in particolare
t € C%(8™), deve esistere z, € S, tale che ¢ (z,) = 0, ovvero tale che s ([z,]) = ([zy],0). O

Ricordando la definizione alternativa di fibrato vettoriale, possiamo dare anche una definizione
alternativa di sezione. Sia M un fibrato vettoriale, con ricoprimento {U,} e funzioni di transizione
gap : UaNUg — GL (k,R). Una sezione C* del fibrato & allora una collezione {s,} di mappe
Sq : Uy — RF differenziabili tali che per ogni coppia di aperti U, e Up non disgiunti e per ogni
m € Uy N Upg risulti

Sa (M) = gap (M) sg (m) .



Le due definizioni sono equivalenti. Sia s una sezione C* (nel senso della prima definizione).
Occorre verificare che esiste una collezione {s,} di mappe che soddisfa le condizioni richieste nella
seconda definizione. Sia m € M e siano U, un intorno di m banalizzante e ¢, una banalizzazione
locale su U,. Se ey, ..., sono i vettori della base canonica di R", ¢! (m,e;), ..., 0, (m,e;) sono
una base di E,,. Quindi esistono k¥ numeri, che chiamo s}, (m), ..., s® (m), tali che

k

s (m) = ZSZ (m) g (mse;) -

Allora, considerando la restrizione di s a U, N Ug, si ha

k
Sluany = D Sk (M) gt (myeg) =Y sl (m) op" (m,e;).
i=1 =

Applicando ¢, al secondo e terzo membro, si ha
k ) k )
Soshm)e = > sh(m)(vaops’) (me) =
1=1 =1

k
= D55 (m) gap (m) (&) =
i=1

k
= > s5(m) (gap (m))! (e;) -
=1
Quindi
st (m) = sf (m) (gap (M)},

t . .
Allora, ponendo s, = (sa, ...,sg) , si ottiene

Sa = Gap S8-
Quindi la collezione {s,} soddisfa le condizioni richieste nella seconda definizione.
Come esercizio vi lascio da verificare il viceversa.



2. Lezione 2. NOTE A CURA DI GIORDANO GIORGI.

2.1. Operazioni sui fibrati.

Dati 2 fibrati su M (E,n% M), (F, ¥, M) si possono definire i fibrati

EQF, E®F, A"E, Hom(E,F)
a partire dagli spazi vettoriali delle fibre; ad esempio
E®F :=UpncuEn @ Fp,.
Il fibrato (E @ F, 7%®F M) ha come fibre (n9F)~1(m) = E,,, ® F,,; per ipotesi Ym € M esistono
gli aperti UP | UF e i diffeomorfismi
oP: (@P)THUF) s UP xRE, ¢f (7)) TN UF) - U xR?
con cui si costruisce il diffeomorfismo
GEOF . (rBOF)=L(E qyF)  UE 0 ¥ x RE+n

che da la banalizzazione di F & F.

2.2. Fibrato indotto da un’applicazione (pull-back).

Sia f un’applicazione tra le varietd differenziabili M ed N e sia (E, 7, M) un fibrato su M. Si
consideri 'insieme
fTE={(n,v) € N x E|f(n) = n(v)}.

Esistono due applicazioni naturali f e 7"¢:

f:f*E— E con f(n,v) =v
7 f*E — N con n™(n,v) =n
(f*E,n™¢ N) & un fibrato vettoriale che & per definizione il fibrato indotto da f su N. {nfatti,
sia U un intorno banalizzante di M. f~!(U) ¢ un aperto di N e si ponga f~1(U) = U. Sia
¥ : U x R¥ — 771(U) una banalizzazione di 7~ 1(U). Si definisca:
b : U xR = (a1 (T) con 9h(n,v) = (n,9(f(n),v))

Si ha w(4(f(n),v)) = f(n) come deve essere ed & facile verificare che 9 & un diffeomorfismo.
Si puod dare una definizione di fibrato indotto utilizzando le funzioni di transizione: se E =

{(Ua»gap)}, si ponga f*E = {(f'(Ua),gas © f)}-
2.3. Sottofibrato.

Sia (E,w, M) un fibrato vettoriale. Dato E,, = m—!(m), si pud considerare una collezione di
sottospazi vettoriali F,,, C E,, tali che F' = Up,crFi sia una sottovarietd di E. Rimane in tal
modo definito un fibrato (F, 7, M) che & detto sottofibrato di F; le banalizzazioni locali si ottengono
come restrizioni di quelle di E date da:

¢E,U : 7T71(U) — U x R

a patto di prendere U sufficientemente piccolo. In termini delle funzioni di transizione: possiamo
scrivere in una tale banalizzazione
_ ( hag kap )
gaﬂ - ( 0 ]a[)’

ele hop : Uy NUg = GL(I,R) sono le funzioni di transizione di (F, 7, M).



10

Con la stessa tecnica si puo costruire il fibrato quoziente (E/F, 7, M) le cui funzioni di transizione
sono le jug.

2.4. Metrica su un fibrato.

Dato un fibrato reale (E, 7, M), si definisce una metrica g come una sezione del fibrato E* @ E*:
g € C®(M,E* ® E*) e tale che g(m), forma bilineare su E x E, sia simmetrica g(m)(u,v) =
g(m)(v,u) e definita positiva:

g(m)(v,v) >0 Vv € En,

Inoltre g si dice metrica riemanniana su M se £ =TM.

2.5. Matrice locale della metrica rispetto ad una base locale.

Tramite le banalizzazioni locali, abbiamo V U,, intorno banalizzante, una base locale di sezioni.
Infatti se 1, : Uy x R¥ — 771(U,) & una banalizzazione locale, fissata una base e; in R, si ha una
base locale di sezioni definita da:

s8¢ (m) = Pa(m,e;) € C°(Uy, E)

Se u,v € 7 1(U,), allora u = A'sf e v = p'sy, dove si ¢ utilizzata la convenzione della somma su
indici ripetuti e:
e Oﬁ)

g(u,v) = Nyl g(sf, s

i',8§)(m) := gij(m) ¢ la matrice locale della metrica rispetto alla base locale

Dunque Vm € U,, g(s¥,
{s&}. Sia {s{/} un’altra base locale con
s8r= Ggsg?‘
allora g/ = G*gG con gijl = g(s1, 531).
In particolare, si considerino due intorni banalizzanti Uy, Us ed in U, N Up le basi {s{}, {32’3 IS

allora sf = (ga/g)gs;-”. Se g(a)(m) & la matrice della metrica Vm € U,, si ha:

9(B) = 9ap9()gap

Quest’ultima relazione puo essere utilizzata per definire la metrica mediante le funzioni di tran-
sizione gog.

Se (E,m, M) & un fibrato complesso analogamente si definisce la nozione di metrica hermitiana
su (E,n,M).

2.6. Fibrato normale.

Sia F' un sottofibrato di £ dotato di metrica g, allora & ben definito il sottofibrato:

Ft=|J F,
meM

Si ha E/F ~ F+ ed F @ F+ ~ E come fibrati. Se M C R" & una sottovarietd e si considera il
sottofibrato TM C M x R* = TR" |y, allora Nyy = (TM)* ¢ il fibrato normale ad M. Analoga-
mente se M C (X, g) & una sottovarieta di una varieta riemanniana X dotata di metrica g, allora
(TM)*+ = Ny x, Vortogonale di TM in T'X |y, ¢ il fibrato normale ad M in X.
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2.7. Connessioni su un fibrato.

Sia X un campo di vettori su M e cioé¢ un elemento di C*°(M,TM). Data una sezione
s € C®(M,E) ed una banalizzazione locale del fibrato (E,w, M), si consideri la corrispondente
funzione vettoriale s® : U, — RF. Si potrebbe considerare il vettore di 1—forme (ds®!, .., ds®*)
e porre la derivata di s lungo X pari a (ds®'(X),..,ds**(X)). Tale procedimento, perd, non si
globalizza: cambiando base si avrebbe ds? = d(gaps®) = dgaps® + gapds®, dunque se dgag # 0 le
ds? non si trasformano mediante le sole funzioni di transizione ma anche attraverso dgep ed s*.
Ci domandiamo quindi come poter derivare una sezione lungo un campo di vettori. La nozione di
connessione € introdotta proprio a questo scopo.

Definizione 4. Una connessione su un fibrato (E, 7, M) ¢é un operatore lineare
V:C®(M,E) - C®(M, T*"M ® E)
verificante la regola di Leibnitz:

V(fs)=df ® s+ fVs Vfe C®(M)e s C®M,E)

Osservazioni.
Se X € C%°(M,TM) & un campo di vettori su M, X = u;-2- localmente; inoltre, df € C®(M,T*M)

dz;

edf(X)=X(f)= uig—wfi. Ponendo Vs(X) := Vxs si ha un operatore
Vx : C%°(M,E) - C®(M, E)
che si definisce derivata covariante di s € C*°(M,E) lungo X € C*°(M,TM). Si noti che Vf €
C*®(M), si ha
Vix(s) = Vs(fX) = fVs(X) = fVxs
essendo Vs lineare su T'M. Inoltre
Vx(fs) = V(fs)(X) = (df ® s)(X) + fVs(X) = X(f)s + fVxs.

Sia T : C*°(M, E) — C*°(M, E) un operatore lineare e tale che T'(fs) = fT(s) se f € C®(M)
e s € C®°(M,E). Sipuo definire in maniera naturale un operatore 7' € C*°(M, End(E)). Infatti
sia ep, € Ep,, allora esiste e € C°(M, E) tale che e(m) = ey, e si ponga T'(e)(m) = T(m)(em). Per
Pipotesi la definizione & ben posta. Viceversa & ovvio che dato un T' € C®°(M, End(E)) si possa
definire T' : C*°(M, E) — C*°(M, E) nello stesso modo. Dunque vi € una corrispondenza biunivoca
T <> T. Analogamente, un operatore T : C*° (M, E) — C*°(M,T*M ® E) tale che T(fs) = fT(s)
definisce in maniera naturale una sezione di C*°(M,T*M ® End(FE)). Tale osservazione risultera
subito utile.

Siano, infatti, V e V' due connessioni, allora (V — V')(fs) = V(fs) = V'(fs) =df ® s+ fVs —
df @ s+ fV's = f(V — V')(s) ossia (V — V') soddisfa la proprieta sopra enunciata per ’'operatore
T e dunque si puo scrivere:

V=V+uw
ove w € C®°(M, T*M ® End(E)) (stiamo quindi identificando gli operatori T con T').

2.8. Descrizione locale delle connessioni.

Sia U un aperto banalizzante ed e; una base locale di 7 (U). Allora Ve; € C®(U,n 1 (U)®T*U)
e dunque

Ve; = fldry ® ej = w! ®¢;



12

con wf € C®(U, T*U) = QY(U). La (wf) ¢ per definizione la matrice locale di 1-forme associata

alla connessione V nella base locale scelta. Data s € C°°(U,7rf1(U)) si ha s = s'e; e quindi

Vs = V(sle;) = ds' ® e; + 5'Ve; = ds* ® e + s'wF @ e, = (ds* + s°wf) ® ey In forma compatta:
Vs =ds + ws.

2.9. Esistenza di una connessione.

Si noti che se V e V' sono due connessioni e g € C*®°(M) allora gV + (1 — g)V’ & ancora una
connessione. Utilizzando un ricoprimento {U,} banalizzante, una partizione subordinata ad esso e
le ovvie connessioni banali (e cio¢ date dai differenziali) su 7~ (U,), si ottiene una connessione su
tutto E.

2.10. Cambiamento di base locale.
Sia e;/ = Ggej allora si ha:
V(est) = V(Gle;) = dGl ® e + G Ve;

= dG] ®@ ej + Glwk @ ey = (dGF + Gjwh) ® ¢

Il primo membro a sinistra & anche uguale a V(e;/) = wf 1 ® el = wzj IGT" ® em ed essendo ep, una
base si ha: . .
k k k
w)IG; = dG7 + Gjw;
ossia in forma compatta:
w =G G + G 'w@G
In particolare in U, N Ug si ha:
V = d + w, rispetto a {s{'}
V = d + wg rispetto a {sf}
e si’g = (gaﬂ)gsz?‘, dunque:
wpg = (gaﬂ)_ldgaﬂ + (gaﬁ)_lwaga/a’
formula che lega le matrici locali di 1-forme della connesione in due intorni banalizzanti differenti.
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3. Lezione 3. NOTE A CURA DI GERARDO MORSELLA.

3.1. Trasporto parallelo.

Sia 7 : E'— M un fibrato vettoriale di rango k e V una connessione su di esso. Data inoltre una
base locale di sezioni di E, (€;)i=1,. k, su un aperto banalizzante U C M, siano w! € C®(U, T*U),

i,7 =1,...,k, le forme di connessione di V rispetto a tale base. Si ha allora, per s € C*(M, E),
X € C®°(M,TM),

(1) Vxsly = (ds? +w]s)(X)e;,
esesulU, X :Xl%,
0s

J o
(2) VXS|U = <ﬁXl + sTlel> 6]',

dove I‘gl € C*®(U), sono le componenti di wlj ,

i 1J 4.0
(3) w! =T dz".
Da queste formule si vede che fissato m € M, Vxs(m) dipende dalle componenti X'(m), di X (m),
ma non dalle loro derivate. Dato allora un vettore X,, € T}, M, si potrad definire Vx, s € E,, come
V zs(m), con X estensione arbitraria di X, ad M, non dipendendo, per quanto appena osservato,

il valore di questo dall’estensione scelta. In particolare se v : I — M, I C R aperto, é una curva
C*, sard ben definito V;s(t) := Vs, t € I, il che ci permette di dare la seguente

Definizione 5. Una sezione s € C°(M, E) é parallela lungo una curva C* v, se Vs = 0.

Se, in coordinate locali, v = (y!,...,9™), si avr4, dalla (2),
Os7 d’yl - dqll
“ Vss(t) = <@% + sZFgl('y(t))E e;
ds? - dvt
~ (& i ) o,
e pertanto s sard, parallela lungo v se e soltanto se la funzione t € I — s(t) = (s!(¢),...,s*(t)) &
soluzione del sistema, lineare di k equazioni differeniali ordinarie

dsi | dy! :
Ci si puo allora porre la questione di ricercare le soluzioni di un problema di Cauchy associato al
sistema (5). Per far questo conviene prima pero generalizzare le nozioni di sezione e di connessione.

Definizione 6. Siano E, v come sopra. Una sezione di F lungo 7 é una funzione C*° s: 1 — E,
tale che s(t) € E, ) per ognit € I.

La connessione V definisce allora in modo naturale una derivazione D% delle sezioni lungo 7,
verificante la regola di Leibniz

D , Ds o
ﬁ(fs) =fs+f5. [eC ().

Ingenuamente, si potrebbe pensare di poter fare questo estendendo una sezione s lungo 7y ad una
sezione di F definita su un intorno aperto di y(I) (’'immagine di 7y), ed utilizzando poi la definizione
precedente di V5. Questo ¢ perd in generale impossibile, poiché in generale s non sara estendibile,
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ad esempio perché v potrebbe avere autointersezioni, o punti di accumulazione non banali (cioé
Ds

non appartenenti a y(I)). E invece possibile ottenere una definizione sensata di Dt definendola in
coordinate locali tramite la (4), e dimostrando poi che questo definisce effettivamente una sezione
di F lungo v, cioe verificando che le componenti di %‘z si trasformano nella giusta maniera passando
da una banalizzazione locale ad un’altra.

Procederemo tuttavia in una maniera differente, utilizzando la nozione di connessione indotta.

Sia f : N — M un’applicazione C* e consideriamo il fibrato indotto f*E — N. Si & visto allora
che, se {U,} € un atlante banalizzante per E e {g,s3} sono le relative funzioni di transizione, si ottiene
un atlante banalizzante per f*E, con relative funzioni di transizione, considerando {f 1(U,)} e
{gapof}. Seallora VE & una connessione su E e {w,} ¢ la famiglia di matrici di 1-forme determinata,
da V¥ su {U,}, consideriamo le matrici di 1-forme w}, := f*w, := (f*(wa)])jji=1,..k € verifichiamo
che definiscono una connessione su f*E: si ha, su f~! (U, N Up):

wp = f* (gg,gldgaﬂ + g;ﬂlwagag)
= [*(9p)*dap + *(9:5) F*wa " gap
= (gaﬂ o f)_ld(gaﬂ © f) + (gaﬂ o f)_lw;(gaﬂ o f)

avendo usato il fatto che il pull-back commuta con il differenziale, e che, essendo g,g una funzione
(a valori matrici), f*gas = gop © f- Ha dunque senso la seguente

Definizione 7. Siano E, f e V¥ come sopra. Le matrici di 1-forme {w}} considerate sopra
definiscono una connessione VI su f*E, detta connessione indotta da V¥ tramite f.

Tornando allora al problema di determinare una sezione parallela lungo una curva, consideriamo
il fibrato v*FE su I indotto dalla curva v : I — M; & evidente che le sezioni di quest’ultimo
fibrato sono precisamente le sezioni di E lungo v, poiché per definizione (y*E); = E. - Se allora
V7' E & la connessione indotta su y*E, definiremo una derivazione delle sezioni lungo v ponendo

Vs = VA{;E. Osserviamo anche che poiché ogni fibrato vettoriale su un intervallo di R & banale, si
dt

avra, globalmente, V"% = d + ¢, con ¢ = (go{ dt);i=1,..k, rispetto ad una base globale di sezioni
di y*E. Allora per ogni fissato so € E,4,), to € I, esisterd un’unica sezione s5, € C*°(I,7*E) che
sia soluzione (globale, perché ’equazione & lineare), del problema di Cauchy

. dgl o
(VﬁS)J:E—}—(p‘ZZSl:O, j:]-a"'aka
S(t()) = S50.

(6)

D’altra parte, poiché v*(I'Y,dz!) = (T}, o 7)4'dt, si ha che su v ' (U) (U aperto banalizzante E
considerato all'inizio) V4s ¢ dato dalla (4), e quindi il problema di Cauchy (6) coincide con quello
associato a (5).

Rimane cosi definita, per ogni curva v : I — M, un’applicazione

Tg),t 18 € E’Y(to) — SSO(t) € E’y(t)a

evidentemente lineare ed iniettiva (e quindi un isomorfismo), detta trasporto parallelo lungo ~.
Risulta inoltre che é possibile recuperare la connessione a partire dal trasporto parallelo: si puo
infatti dimostrare [5] che per ogni sezione s di E ed ogni campo tangente X ad M vale
(Vxs)(m) =i~ [(75) " s(y(0) — s(m)]
—0 t ’
dove 7 & una qualunque curva su M tale che v(0) = m e ¥(0) = X,,.
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Diamo ora alcuni esempi di connessioni.

1. Sia M una sottovarieta differenziabile di RY. Sul fibrato banale TRY |y, = M x RY c’¢ la
connessione banale d. Sia poi p : TRY |5; — T'M la proiezione canonica sul primo addendo
della decomposizione in somma diretta TRY |,y = TM & N, dove N ¢ il fibrato normale ad M,
cioe il fibrato ortogonale a TM C M x RY rispetto alla metrica canonica. Allora la posizione

VxY :=pdY (X)), X,Y e C®(M,TM),

definisce una connessione su T'M, come si verifica facilmente tenendo conto del fatto che sia
p che dY sono C°°(M)-lineari, e che pY =Y.
2. Sia M = G{(R"**) 1a grassmanniana dei k-sottospazi in Rt e sia

Bipix(®) = {(,0) € G(R™F) x R v € p}

il fibrato tautologico su M. Rispetto alla metrica canonica sul fibrato banale M x R*t% vale
allora la decomposizione in somma diretta
M xR = Bk (R) @ By k(R

e sia p la proiezione sul primo addendo. Allora anche in questo caso si verifica facilmente che
si ottiene una connessione su Ej . «(R) ponendo

Vxs:= p(dS(X)), s € Coo(Ma Ek,n-l—k(R))aX € Coo(MaTM)

Siano E,F fibrati su M, con rispettive connessioni V¥, V¥ E facile verificare che

VE 0
EQF .__
v "( 0 VF)

definisce una connessione su F & F', con matrice di 1-forme
E
E®F __ w O
w - 0 wF )

VFET .= VP @ Igoo(ar,p) + Looo(ar,) @ VE

e che

definisce una connessione su E ® F, con matrice di 1-forme w?®F = w¥ @ 1+ 1 ® wf', prodotti
tensoriali di matrici. Inoltre si definisce una connessione VE" sul fibrato duale E* di E, richiedendo
che, se {e;} & una base locale di F ed {e'} & la relativa base duale, valga

0=d(e,e;) = (V¢ ¢;) + (¢, V7ey),

dove con (-,-) si & indicata la dualitd naturale tra E ed E*. Si trova allora che w? = —(w®)T. Se
il fibrato E ha una metrica (,-) g, la connessione V¥ si dird compatibile con la metrica se
(7) d{s,t)g = (VEs,t)p + (s, V)R, s,t € C*(M, E),

dove naturalmente si intende (w ® s,t)p = w(s,t)p = (s,w ® t)g, per w € Q(M), o equivalente-
mente, per X € C°(M,TM),

X(s,t)p = (VEs, 1) + (s, Vit p;
se poi E ¢ reale e (-,-)p € simmetrica ed {e;} & una base locale ortonormale, dalla (7) si ha:
0= d(ei, ej)E = (wf ® ek,ej)E + <61,w§- ® el)E

— . J i
= w; + wj,
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e quindi la matrice di 1-forme di connessione & antisimmetrica. Analogamente si verifica che se F
¢ complesso e la metrica ¢ hermitiana, la matrice di connessione rispetto ad una base ortonormale
¢ antihermitiana.

3.2. Curvatura.

Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale di rango k. Una connessione V su E & un’applicazione V :
C®(M,E) —» C®(M,T*M ® E) soddisfacente la regola di Leibniz. La si pud poi estendere ad una
applicazione R-lineare (o meglio, ad una famiglia di applicazioni), V : C®°(M, \’T*M ® E) —
C®(M, \’"' T*M ® E), richiedendo che valga

p
Vie®s)=dp@s+ (-1’9 AVs, e C®M,\T"M),s € C°(M,E

)
dove naturalmente si intende pA(w®s) = (pAw)®s, w € Q' (M). Poiché, se f € C®(M), (fo)®s =
©®(fs), affinché la definizione di V sia sensata & necessario verificare che V((fp)®s) = V(o®(fs)).
Si ha:

V((fo) ®s) =d(fe) ® s+ (—1)’(f@) A Vs
=df Np®s+ fdp@s+ (—1)PfoAVs=df No®s+ fV(p®s),

e, d’altra parte,

Vip® (fs)) =dp® (fs) + (-1)P¢ AV(fs)
= fldp®s) + (1)’ (p A df) @ s + (=1)’ f(p A Vs)
=df Np®s+ fV(p®s),

avendo usato nell’ultimo passaggio ¢ Adf = (—1)Pdf A . La definizione & dunque ben posta. D’ora
in poi, con un piccolo abuso di notazione, porremo V = V.

In particolare da quanto appena visto segue V(fVs) = df A Vs 4+ fV2s, ed allora per V2 :
C®(M,E) = C®(M,\>T*M ® E), si ha

V2(fs) =V(df ® s+ fVs)
=d’fQ@s—df ANVs+df ANVs+ fV2s = fV2s,

poiché d?f = 0. Dunque V? si identifica con una sezione del fibrato A T*M ® End(E), definisce
cioé una 2-forma su M a valori endomorfismi di E.

Definizione 8. Siano E, V come sopra. La sezione V2 € C®°(M, N> T*M ® End(E)) ¢ detta la
curvatura della connessione V.

Vediamo 1'espressione della curvatura in coordinate locali. Sia {e;} una base locale di E, allora
con le notazioni usuali:

V3(e;) = V(w! ® ¢;)
:dwzj®ej —wf/\w?@eh
= (dw?—l—w?/\wf)@eh = Qr ®ey,.

Dunque localmente la curvatura V? ¢ determinata da una matrice di 2-forme, Q = (Q) =1, ,
calcolabile a partire dalle 1-forme di connessione wf tramite le

(8) Q?:dwzh-l—w;-l/\wf, hi=1,....k,
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che si riscrivono anche, in forma matriciale,
Q=dw+wAw,

dove il prodotto esterno a secondo membro & un prodotto righe per colonne di matrici di 1-forme.
Poiché inoltre, come osservato sopra, la curvatura definisce una sezione globale di /\2 T*MQEnd(E),
si ha che se Q, (risp. €p) € la matrice di curvatura in un aperto banalizzante U, (risp. Ug), e
se, come al solito, gag : Us N Ug = GL(k,R) & la funzione di trasizione relativa, su U, N Up vale
Qﬁ = g;égagaﬂ-

Alternativamente, se E & definito tramite un ricoprimento banalizzante {U,} ed una famiglia di
funzioni di transizione {g,s}, e se la collezione di matrici di 1-forme {w, € My (Q'(U,))} definisce
una connessione su F, si potra definire la curvatura di tale connessione come la sezione globale di
/\2 T*M ® End(FE) definita localmente da Qg := dwq + wa A wq; se allora si pone, per semplificare
le notazioni, Q := Qq, Q' := Qp, W 1= wq, W' :=wg € G := gqp, ne segue:

=dv' +u' N
= d(G7'dG + G7'w@) + (GG + G7'w@) A (GTHdG + G'w(@)
=dG ' ANdG 4+ dG' AwG + G ldwG — GTlw A dG + G7HG A GG
+ G MG A G 'wG 4+ GTwG AGTHG 4+ GG A GG
=dG ' ANdG+dG ' AwG + G ldwG — GTlw ANdG —dGTIG A GG
—dGTIGAGT'WG 4+ G w A dG + GTlw AWwG
= G ldwG + G lw AwG = G706,

avendo usato G 'dG = —dG 'G, e pertanto la collezione di matrici di 2-forme {,} definisce
effettivamente una sezione globale di A2 7*M ® End(E).

Proposizione 2 (Identita di Bianchi). Con le notazioni di sopra:
(9) dQ =[Quw]|=QAw—wAQ.
Proof. E un semplice calcolo:
dQ = d(dw + w A w)
=dwAw—wAdw
=(dwtwAw) Aw—-—wA (dw+wAw) =[Quw]. O
3.3. Connessione di Levi-Civita.
Specializziamoci ora al caso £ = T'M. Si verifica facilmente che, per ogni connessione V su T M,
T(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y], X,Y € C®°(M, TM),
¢ un tensore, detto torsione di V.
Definizione 9. Una connessione V su T'M é detta simmetrica se ha torsione nulla:
VxY - VyX =[X,Y], X, Y €e C*°(M, TM).

Il risultato seguente ¢ giustamente noto come il teorema fondamentale della geometria rieman-
niana.

Teorema 1. Sia (M, g) una varietd riemanniana. Esiste un’unica connessione V su TM simmet-
rica e compatibile con la meitrica.
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La connessione di cui il teorema afferma ’esistenza & detta connessione di Levi- Civita.

Proof. Siano X,Y,Z € C*°(M,TM). Se V esiste, dalla compatibilita con g segue:
X(9(Y,2)) = 9(VxY, Z) + g(Y,Vx Z).
Permutando ciclicamente X,Y e Z nella relazione precedente si ottengono altre due relazioni; som-

mando allora le prime due e sottraendo la terza si trova, tenendo conto della simmetria della
connessione:

(10) X(9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) — Z(9(X,Y))
—I—g([X,Y],Z) —g([X, Z]’Y) —g([Y, Z]vX) = 2g(vXY7 Z)

Da questa equazione e dalla non degeneratezza della metrica segue subito 'unicita di V. Ma si
ottiene subito anche l'esistenza: per X ed Y fissati il primo membro ¢ un funzionale C*°(M)-lineare
di Z, e dunque, per 'isomorfismo naturale tra T* Me T M indotto dalla metrica, definisce un campo
vettoriale Wx y su M, che dipende R-bilinearmente da X ed Y, e si verifica poi facilmente che
X — Wxy & C®°(M)-lineare, e che Y — Wy y soddisfa la regola di Leibniz; pertanto (X,Y) —
Wx y definisce una connessione su T'M. O
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4. Lezione 4. NOTE A CURA DI EZ10 VASSELLI
4.1. Descrizione locale della connessione di Levi-Civita.

La scorsa lezione abbiamo dimostrato un teorema fondamentale sull’esistenza di una connessione
naturale su una varietd riemanniana, la connessione di Levi- Civita:

Teorema 2. Sia (M,g) una varieta riemanniana. Allora esiste ed € unica la connessione V sul
fibrato tangente TM che é simmetrica e compatibile con la metrica g.

Questa connessione & esplicitamente definita dalla formula seguente:
29(VxY,Z) = X(9(X,2)) +Y(9(Z, X))+
(11) —2(9(X,Y)) +9([X,Y], 2)+
_g([Xa Z]a Y) - g([Xa Z]a Y) - g([Ya Z]aX)
Diamo ora una descrizione locale della connessione di Levi-Civita. Consideriamo una carta locale
(U, (z*, ...,z")) e scegliamo X,Y, Z in una base locale per T'M:

0 0
_ Y — —_
oxh ' oxt ox™
Ricordiamo allora che
9 9| _
ort’ dxd |
e che
0 .0
Vst = Yigg
dove w} € QY(U). Esplicitando i coefficienti w) = T? ,dz™, I'* , € C®°(U) otteniamo la relazione
0 .0
12 V - = L —_—.
(12) % Oxt 3§

I coefficienti P;m si dicono simboli di Cristoffel. Per darne un’espressione esplicita introduciamo le
seguenti notazioni per gli elementi di matrice del tensore metrico:

o 0 .
9ij =49 (@, @) ) g] = (gZ]) 1;

effettuando i prodotti scalari membro a membro nella (12) e sostituendo otteniamo

Ogjk , Ogik  09ij
Lok i ik _ 99ij
2L =9 (3302 + ori  Ozk

A partire dalla connesssione di Levi-Civita possiamo considerare la curvatura Q := V2. Sappiamo
che localmente €2 si presenta come una matrice di 2-forme

0 0 0 (0 0 0 1. 0
Ql—, — | |— =% —,— )| =— ) = =R}, —.
(8:6’“’ Bxl) (8x7> J (8wk’ 6$l) (a.TZ) 27 IM o,
(11 coefficiente % proviene dai termini di prodotto esterno del tipo dz' A dz?). I termini R;- &1 SOno i
coefficienti di un tensore R, detto tensore di curvatura, definito globalmente come

R(X,Y)(Z) = (VxVy — VyVx — Vixy]) (2).
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4.2. Geodetiche di una varieta.

Definizione 10. Sia M una varietd riemanniana, V la connessione di Levi-Civita associata, 7y :

I = M una curva C*®. v si dice geodetica se é autoparallela, ovvero se V’-Y 7.’: 0.

Osserviamo che poiché la connessione di Levi-Civita € compatibile con la metrica, ne segue che

la norma di ¥ € costante lungo . A livello locale la condizione di autoparallelismo si esprime nel
seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie:

dQ,Y ; oj ck
(13) ST +ThO®) =0
con vy := (y!,...,4"). Enunciamo ora un risultato di esistenza locale delle geodetiche; a livello

preliminare osserviamo che se v & una geodetica allora ’applicazione k — y(kt), k € R definisce
anch’essa una geodetica.

Teorema 3. Sia mq appartenente ad una carta locale U in M. Allora esiste un intorno aperto
Umy di mo ed un € > 0 tali che per ogni m € Up,, per ogni v € Ty, M con ||v|| < € esiste ed é unica

la geodetica vy : (—2,2) — M tale che v,(0) = m, ’;’v (0) =v.

La dimostrazione del teorema precedente si basa sul seguente risultato generale di esistenza ed
unicitd della soluzione locale di sistemi di equazioni differenziali, applicato alle (13).

Teorema 4. Sia data F : R" x R* — R" un’applicazione C°, ed il sistema

Az dr
14 2 =F
(14) (m, dt

) , z:ICR< R

Allora per ogni (zg,y0) € R* x R" esiste un intorno U X V di (zg,y0) ed un € > 0 tali che per

ogni (z,y) € U x V il sistema (14) ammette un’unica soluzione x : (—e,e) — R™ con z(0) = x,

z (0) =vy.

Osserviamo che nel Teorema, 3 € € uniforme rispetto alla carta locale U. Abbiamo dunque un risul-
tato di esistenza locale delle geodetiche; si puo dimostrare che tali curve sono quelle che minimizzano
localmente la distanza tra due punti in una varietd riemanniana:

d(p,q) = igf L(y)

dove l’estremo infreriore & valutato sulla classe delle curve che hanno estremi p e ¢. E importante
notare che questa proprieta & solo locale. Per piu dettagli si consulti, ad esempio, [3].

4.3. Coordinate Normali.
Definizione 11. Con la notazione del teorema 3, sia m € M, V un intorno di m nel piano tangente
TwM. L’applicazione exp,(v) :=v,(1) € M, con v € V, si dice applicazione esponenziale.

Localmente expy, ¢ un diffeomerfismo. Per dimostrarlo facciamo 'identificazione To(T,, M) ~ T, M
e consideriamo il differenziale dexp,, dell’applicazione esponenziale come un’applicazione da T,,, M
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in sé; calcoliamo quindi, presa la curva 7, (t) := tw (ovviamente passante per 'origine e con vettore
tangente w in 0),
d
—(expy (Tw = w.
Glemolim)|
L’identit4 precedente ci dice che dexp,,, calcolata in 0, & I'identitd. Dunque il teorema, delle funzioni
implicite implica che exp,, ¢ localmente un diffeomorfismo, come volevasi dimostrare.
Le coordinate definite dall’applicazione esponenziale exp,, si dicono coordinate normali centrate

in m. Fissiamo ora una base ortonormale in 7;,, M; per costruzione i vettori 2 sono ortonor-

ozt lmyg

mali, e quindi

9ij(x) = 0 + O(|z])
in un intorno di 0. Mostriamo come & possibile migliorare questa stima utilizzando le coordinate
normali.

Proposizione 3. In coordinate normali I‘fj (0) =0.
Dimostrazione Per avere 1'asserto basta mostrare che nell’origine
(15) V.o — =0
Consideriamo il campo vettoriale

0
X::Zi:aia—mi , a; €ER

nell’ipotesi che Vx X = 0 nell’origine e scegliendo opportunamente i coefficienti a; otteniamo la
(15) dal seguente calcolo

(%Jr%)(ax% 6:51) W@ 5 8] 5 o
:V%%‘+Vaijw+va‘zlw+vﬁw
:2V5 817

Dunque rimane da dimostrare che V x X = 0 nell’origine. Cio & pero chiaro una volta osservato che
X ¢ il campo tangente ai raggi uscenti dall’origine, cioé alle geodetiche di M per il punto fissato;
ne segue, dalla definizione stessa di geodetica, che Vx X = 0 lungo tale raggio e la proposizione &
dimostrata.

Ricordiamo ora che la connessione di Levi-Civita € compatibile con la metrica, ovvero
X(9(Y,2)) =9(Vx,2) + g(Y,Vx 2Z);
scrivendo I'uguaglianza precedente in termini di elementi della base otteniamo
99
OxP

il che implica, scrivendo tali relazioni nell’origine e tenendo conto della proposizione precedente,
che lo sviluppo di Taylor della metrica in un intorno di 0 non contiene termini lineari; in formule

g9i; = 8ij + O(|z|?).

= Th015 + T Gpi

Piu precisamente vale la seguente proposizione che non utilizzeremo e della quale omettiamo quindi
la dimostrazione
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Proposizione 4. In un’intorno dell’origine si ha

1
gij(.l‘) = 5ij — —Rikjl(()).’L‘k.’I)l + O(|$|3)

3

Consideriamo ora un fibrato vettoriale £ — M dotato di metrica , una connessione compatibile
V, un punto m € M e la fibra F,,. Fissata una base di E,, possiamo effettuare il trasporto
parallelo lungo le geodetiche ed ottenere una base locale {s;}. Poiché V & compatibile ne segue che
{si} & ortonormale; I'espressione locale di V & quindi del tipo Vs; = w!s; con w una matrice di
1-forme. Scriviamo w! = Agkd:pk, con A, funzioni C* in un intorno opportuno di m. La seguente
proposizione sara utile nella dimostrazione del teorema dell’indice:

Proposizione 5. Risulta

Aly(z) = sz (0)a" + O(|[).

Dimostrazione Innanzitutto osserviamo che deve essere, in modo del tutto analogo al caso in cui F
¢ il fibrato tangente, AL.(0) = 0 (vedi Prop. 3). Calcoliamo ora (usando la notazione V; := V 5 )

oz ;

A;0) = (200) (L2 ) (s0),57)

= (v2(0) (&, 6%) (%), 57)

= (ViV(sk) — V;Vi(sk), s7)
=(V; (A —ksn> - Vj (Atsm) ,37)
az, Al — Zj Aék) (0);

per avere l'asserto rimane dunque da dimostrare che %A;k = Al i in 0. A tale scopo consid-
1

eriamo il seguente campo di vettori tangenti alle geodetiche uscentl da m

Per costruzione deve essere Vxs; = 0 lungo X. In particolare VxVys; = 0 nell’origine; scrivendo
questa relazione in coordinate otteniamo

Vva(Sj) =Vx (Z aivi(sj)>
=2>2a;VxVi(s;)
= Zaiazvlvi(sj)

= %:azazvz (A,,sm)

_Za,al (awlAm)( m) =0

nell’origine, avendo usato il parallelismo e la regola di Leibniz. Dunque, in 0

9 \m
zil:aial (a—xlAji> (8m) = 0;
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a questo punto scegliamo X = 82- — 3%1’ ovvero a; = 1, ay = —1, e ap = 0 per k # 4,1, ottenendo

[P 9 AMm O AM _ R
nell’origine, _6_;clAji — a—mAﬂ = 0 da cui ’asserto.
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5. Lezione 5. NOTE A CURA DEL DOCENTE.
5.1. Polinomi invarianti.

Denotiamo con My (C) lalgebra delle matrici k£ X k a coefficienti complessi.
Definizione 12. Sia P : My(C) — C una funzione polinomiale. Diremo che P ¢é un polinomio
invariante se
(16) P(gAg™") = P(A), Vg€ GL(k,C),VA € My(C)
L’insieme dei polinomi invarianti ha una struttura naturale di algebra; la notazione standard per
quest’ algebra & I(GL(k,C)).
Piu in generale, se G & un gruppo di Lie allora ha senso considerare I'algebra I(G) delle funzioni
polinomiali P : Lie(G) — C che sono invarianti rispetto alla rappresentazione aggiunta Ad : G —
End(Lie(G)):
P(Ady(A)) = P(A) Vg € G,VA € Lie(G).
Noi saremo principalmente interessati alle algebre
IGL(k,C)), LU(K), LO(K)), LSO(K)).
Vi ricordo che in questi quattro casi si ha:
Lie(GL(k,C)) = My(C), Lie(U(k)) = {matrici antihermitiane}
Lie(O(k)) = Lie(SO(k)) = {matrici antisimmetriche};
inoltre la rappresentazione aggiunta & proprio data Adg(A4) = gAg—.

Esempio 1. La traccia e il determinante di una matrice sono due esempi di polinomi invarianti.

Esempio 2. Consideriamo i polinomi Py(A) definiti dall’identita
k
det(T +tA) = Py(A)t.
=0

I polinomi P;(A) sono invarianti; si noti che P;(A) = Tr(A), Px(A) = det(A). Piu in generale
Py(A) = Tr(A%A). Per dimostrare quest’ultima identitd notiamo che essa & facilmente dimostrabile
sulle matrici diagonali; ne segue, per invarianza, che essa € vera sulle matrici diagonalizzabili e
quindi, per densita, su tutte le matrici.

5.2. L’omomorfismo di Chern-Weil.

Sia ora F un fibrato complesso di rango k su una varietad differenziabile M munito di una
connessione V¥. Consideriamo la curvatura

(VE)? € ¢®(M,A*(T* M) ® End(E)).

Localmente la curvatura di V¥ ¢ data da una matrice Q di 2 forme; se U, e Up sono due aperti
banalizzanti, allora per le relative matrici di curvatura Q, Qg si ha (Lezione 3):

(17) Qu=9gQg ",

con g = gap: Uy NUg = GL(k,C) le funzioni di transizione.

Sia ora P € I(GL(k,C)); dato che la curvatura ¢ una matrice di due forme e dato che il prodotto
wedge & commutativo sulle 2 forme, ha senso considerare P(2,) € C*°(U,, A*T*U,) e analogamente
P(Qp). Per 'invarianza di P e per (17) abbiamo che

P(Q,) = P(Q28), su U, NUg;
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Otteniamo quindi una forma differenziale di grado pari globalmente definita che denotiamo con
P(E,V¥®). Sinoti che se P & un polinomio omogeneo di gradi j allora P(E, V¥) € C®°(M, A% (T* M)).
Teorema 5. Sia P € I(GL(k,C)) e sia V¥ una connessione su E. Si ha
(18) dP(E,VEF)=0.

Inoltre, se V(];J e VE sono due connessioni su E allora esiste una forma differenziale TP(VE, VOE) €
C®(M,AN*(T*M)) tale che

(19) P(E,V{) - P(E,V§) = d(TP(VY, V§))

Dimostrazione. Basta dimostrare il teorema per i polinomi omogenei. Sia P un polinomio

omogeneo invariante di grado j. A partire da P possiamo definire un’applicazione multilineare
P(Ay,...,A;) tale che

(i) P(4,...,4) = P(A)
(ll) ﬁ(Ala---aAj):ﬁ(Ag(l);---;Ag(j))a VUESj
(111) P(gAlgil, - ,gAjgil) = P(Al, ce ,Aj).

L’applicazione multilineare P & definita come segue

1
P(Ay,...,A)) = ﬁ(coefﬁciente dit;---t; in P(t1 A1 +---+t;4;))

Ad esempio, per il polinomio invariante Q(A) = Tr(A?) si ha:
Q(tlAl + t2A2) = T‘I‘(t%A% + tltz(AlAQ + A2A1) + t%Ag) ;

ne segue che Q(Al,Ag) = %T‘I'(AlAQ + AsAq) = Tr(A414,).
Sia ora X € M (C) = Lie(GL(k,C)). Si ha

(20) > P(Ay,...,[Ay X],..., Aj) =0

Per dimostrare questa identita consideriamo exp(tX) = ) j(tX )7/j!. Poniamo exp(—tX) := g; €
GL(k,C). E facile verificare che

(21) 2 (g0 g lizo = [4,X].

Per ipotesi

P(gtAlgt_la s agtA]gt_l) = P(Ala s aAJ) vt € Ra
derivando rispetto a ¢ questa uguaglianza, utilizzando la multilinearita di Pe (21) otteniamo subito
(20).
Supponiamo ora che A, sia una matrice di j,, forme e che X sia una matrice di 1 forme. Sotto
queste ipotesi:
(22) Z(_l)jl+"'+jiP(A1a AR [Ala X]a s aA]) =0

%

In questa formula il commutatore &, per definizione, il commutatore graduato:

[Ai, X] = 4X — (1) XA = AX — (—1)TXA;.
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Per dimostrare (22) possiamo assumere che A, = Apwm, con A, € Lie(GL(k,C)) e wy, €
C®(M,ANm(T*M)), e che X; = Xa, con X € GL(k,C) e o una 1-forma su M. Con calcoli

elementari si dimostra allora che

S (=D)AL [A X, A))

i
¢ uguale a
Y P(Ay,. . [A XA (@ Aw A Aw))
i
che & zero per (20). Siamo ora nella posizione di dimostrare (18). Sia w la matrice di 1-forme

associata a V¥ in un aperto banalizzante U C M; sia Q la relativa matrice di curvatura; vi ricordo
I'identita di Bianchi:

(23) dQ = [, ).

Certamente dP(Q) = dP(,...,Q); utilizzando la multilinearita di P ed il fatto che Q & una matrice
di 2-forme !, possiamo eguagliare questa espressione a

> P(Q,...,do,...,Q)

e utilizzando Bianchi e (22) otteniamo

Y P(Q,...,dQ,....Q) =) PQ,...,[Qu],...,Q) =0

quindi dP(€2) = 0 che & quello che dovevamo dimostrare.

Passiamo alla seconda parte dell’enunciato. Siano VE e V¥ due connessioni. Abbiamo visto (lezione
2) che

VP vl e c®(M, T*M ® End(E)).
Poniamo 0 = V¥ — V¥ e consideriamo V¥ = (1 — t)V¥ +tVF = V¥ + 0. Sia U un aperto
banalizzante per E e denotiamo con w; e {; le corrispondenti matrici di connessione e di curvatura.
La formula precedente ci da
wp = wgy + 0.

Da quest’equazione e dall’equazione di struttura (Q; = dw; + w; A wy) otteniamo immediatamente

dQ
(24) d—tt = df + [0, w;)

! gli eventuali segni dovuti a commutazioni di prodotti esterni sono quindi tutti positivi
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Facendo uso di (24), della multilinearita e simmetria di P e del fatto che Q; & una matrice di due
forme otteniamo

1
d
P@) - P() = [ Pt
0
1d~
= —P(Qy,...,Q
/Odt (t7 ) t)dt
L doy
= P(—,Q, ..., 0;)dt
J 0 (dt’ £ ) t)

= j [ PdO+[0,w],Q,...,0)dt

1
=7

J
J

o~ 1 o~
P(dO,Qt,...,Qt)dt+j/ PO, wil, s ..., )t
0

Per (22) sappiamo che:
—P([0,wi], Ry -, ) = PO, [, wiy o, Q) A+ PO, Q. Q[ wy])

Sostituendo e utilizzando Bianchi ancora una volta otteniamo

1 ~
P(Qq) — P(Qp) = j/ P(do,Qy, ..., Q%)dt
0

1 —~
- j/ > P09, dY, ..., Q)dt
0

i>2

1 o~
_ d(j/ P(G,Qt,...,Qt)dt>
0

1 ~
TP(VE,VE) :j/ P(0,Qy,...,0)dt
0

Ponendo

otteniamo la dimostrazione completa del teorema.

Corollario 1. Per ogni fibrato complesso di rango k su M ¢ definito un omomorfismo di algebre

(25) CWE : I(GL(k,C)) — H24(M,C)

CW¥(P) = [P(E, V")
che & detto omomorfismo di Chern-Weil. Scriveremo brevemente CW invece di CWF .

L’omomorfismo di Chern-Weil da una misuta della non-banalita di un fibrato: se E & banale allora
possiamo scegliere la connessione banale che ha curvatura nulla; in questo caso CW(P) =0 VP.

5.3. Riduzione del gruppo di struttura.

Sia G un sottogruppo di Lie di GL(k,C). Supponiamo che sia possibile scegliere le funzioni di
transizione di E a valori in G (si dice in tal caso che il gruppo di struttura di E & riducibile a
G). Fissiamo una volta per tutte una ricoprimento {U,} che ammetta funzioni di transizione a
valori in G. Possiamo allora introdurre una connessione VZ che abbia matrici di connessione wq,
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a valori in Lie(G). Diremo che V¥ & una G-connessione. 2 Si noti che in questo caso le matrici
di curvatura sono anche a valori in Lie(G) e sono invarianti per la rappresentazione aggiunta di G.
Dato P € I(G) ha quindi senso considerare P(E,V¥) € C®(M,A?>*T*M). La dimostrazione del
seguente teorema € del tutto analoga a quella del Teorema 5

Teorema 6. Sia E un fibrato complesso di rango k con gruppo di struttura G, sottogruppo di Lie
di GL(k,C). Sia P € 1(G) e sia VE una G-connessione su E. Si ha

(26) dP(E,VF)=0.

Se V¥ e VP sono due G-connessioni su E allora esiste una forma differenziale TP(VY ,VE) €
C®(M,AN*(T*M)) tale che

(27) P(E,VY) - P(E, V() = d(TP(VT, V)
Rimane definito un omomorfismo di algebre
(28) CWg¢ : 1(G) — H3:(M,C)

CW¢(P) = [P(E,V")]

Osservazione. Abbiamo fino ad ora considerato fibrati complessi di rango k con gruppo di strut-
tura G, sottogruppo di Lie di GL(k,C). Possiamo analogamente considerare fibrati reali di rango
k con gruppo di struttura G, sottogruppo di Lie di GL(k,R). Saremo principalmente interessati ai
seguenti 3 gruppi di Lie:

U(k) < GL(k,C), O(k) <GL(k,R), SO(k) <GL(k,R).
5.4. Definizione di classi di Chern.

Torniamo al caso complesso. Tramite I’identita
det(Id +£4) = Py(A)t*

abbiamo definito i polinomi invarianti Py( ); questi polinomi sono detti polinomi simmetrici ele-
mentari (per matrici diagonali sono infatti uguali alle funzioni simmetriche elementari). Notare che
Pj( ) & un polinomio omogeneo di grado j. Definiamo
V-1
i(A):=P;(——A

6(4) = Pi(5—4)
Definizione 13. Sia E un fibrato complesso su M. La j-ma classe di Chern di E é per definizione
la classe

¢;j(E) = [¢;(E,VP)] € H,(M,C)

Esempi. Segue dalla definizione e dall’Esempio 2 che

(29) c1(B) = m(gm] . () (Tr(R A Q) = Tr(Q) A T(2))].

[ 1
82
dove abbiamo denotato con  la matrice di curvatura di una qualsiasi connessione su E.

2Quando abbiamo dimostrato 'esistenza di una connessione abbiamo utilizzato tre informazioni: (i) l'esistenza
di connessioni locali V* sugli intorni banalizzanti {U,}; (ii) il fatto che combinazioni convesse di connessioni siano
ancora connessioni (iii) una partizione dell’unita. Le connessioni locali V* sono definite dalla loro azione su una base
locale tramite una matrice di 1-forme che & appunto la matrice di connessione. Possiamo scegliere queste matrici
locali a valori in Lie(G). La connessione risultante gode della proprietd enunciata.



La classe di Chern totale & la classe

¢(E) = [det(1d —i—gﬁ)] =141 (E)+c2E) + -+ cp(E)

29
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6. Lezione 6. NOTE A CURA DI DOMENICO FIORENZA.

6.1. Le classi di Chern di un fibrato hermitiano.

Sia E — M un fibrato hermitiano di rango k. Il suo gruppo di struttura & il gruppo U (k) delle
matrici hermitiane k£ X k. Siamo interessati ai polinomi su Lie(U (k)) invarianti per 1'azione di U (k)
per coniugio, che al solito indicheremo con I(U(k)). Si ha:

Proposizione 6. I(U(k)) ~ Clcy,...,ck]

Dimostrazione. Sia P € I(U(k)) allora
P: Lie(U(k)) = C
con
P(gAg') = P(A), VA e Lie(U(k)), g € U(k)

Poiché A € Lie(U(k)), A ¢ anti-hermitiana. Ne segue che v/—1A ¢ hermitiana e dunque esiste
g € U(k) tale che

g-vV—1A-g7t =diag{m,n2,...,n}
con gli n; reali. Ma allora
b = /=1 diag{ni,m2,...,m} =: diag{ 1, Aa,..., s}
con i \; immaginari puri. Se poniamo
P(\,..., ) := P(diag{\1,..., \})
abbiamo, per 'invarianza di P,
P(A) = P(9Ag™") = P(Ai,-.., \p)
Sia adesso h;; € U(k) I'applicazione che scambia i vettori e; ed e; della base canonica. Poiché
hij - diag{Ai, ., Aiye o Ny Ak} - Byt = diag{An, - Ags e Ai e AkY
la U(k) invarianza di P implica
)OI VU PR VS = {0 SRR PRI PR V8

ovvero il polinomio P & Si-invariante. A questo punto un ben noto teorema di algebra commutativa
ci dice che P & un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari. Piu precisamente esiste ed &
unico un polinomio F' tale che

P, 0) = F(o1(A1y oo, M), 020, oo M) oo o5 0k (A1, AR))

dove i polinomi o;(A1, ..., A;) sono definiti dall’equazione
[[a+x1 Eo—, M, A
1

Osserviamo che si ha
A1
TI@+ N t) = det(7 +1 ) = det(I + tA)
i by
da cui
oi(A1,..., Ak) = Pi(A)
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In conclusione, abbiamo dimostrato

dove, al solito,

Per definizione, la i-esima classe di Chern del fibrato hermitiano £ — M &
ci(E) := [ci()] € Hip(M,C)

6.2. Classe totale di Chern. Carattere di Chern. Classe di Todd. Vediamo ora alcuni es-
empi di classi caratteristiche ottenibili come polinomi nelle classi di Chern di un fibrato hermitiano
E — M. Notiamo innanzi tutto che, poiché le classi di coomologia di una varietd di dimen-
sione finita sono nilpotenti, ha perfettamente senso valutare una serie di potenze su una classe di
coomologia.

i) La classe di Chern totale. Si tratta, per definizione, della classe

(E):=1+c1(E)+ - +c(E) = [det (1 + gg)]

Dalla definizione seguono immediatamente le proprietd seguenti:
(E@®F)=c(E)Nc(F)

(f*E) = [Te(E)

co(E) =1~ c1(B) + c2(B) + - + (=1)*cx(E)
In particolare si ha
c(E®l)=c(E)

ovvero la classe di Chern totale & stabile. Notiamo che dalla formula ¢(E & F) = ¢(E) A c¢(F),
prendendo la componente in grado ¢ in ambo i membri dell’uguaglianza, si ottiene

c(E®F) =Y a(E)Aci(F)
1=0

i1) Il carattere di Chern Ch(FE). Si tratta della classe definita dalla serie

v-1q)
/_1 Tr (WQ>
Ch(E) := [expTT (?Q)] = 2]: —
Dalla definizione di Ch(E) segue immediatamente che
Ch(E @ F) = Ch(E) + Ch(F)
Ch(E ® F) = Ch(E) A Ch(F)

I primi termini della serie Ch(E) sono

Ch(E) =k + 1 (E) + % (c1(E) — 265(E)) + ...
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i1i) La classe di Todd. Definiamo la serie di Todd come

Td(A) := det (%)

dove A & una matrice ( se non si conosce il calcolo funzionale analitico, si puo definire T'd(A)
sull’aperto denso delle matrici diagonalizzabili come

Td(diag{Ai,..., \}) == H

i

N
1—e N
e poi estenderla per continuitd). Con queste notazioni, la classe di Todd di F &, per definizione,
v—1
T

I primi termini della serie T'd(F) sono

Td(E) =1+ %cl(E) + % (cL(B) + ex(B)) + ..

Vale inoltre

Td(E® 1) =Td(E)
ovvero la classe di Todd é stabile. Per concludere, se M & una varietd complessa compatta e senza
bordo, si pone

Td(M) := /M Td(T° M)

dove THOM indica il fibrato tangente olomorfo di M. Il numero T'd(M) prende il nome di genere
di Todd della varietd. Vedremo come conseguenza del teorema dell’indice che T'd(M) & un intero.

6.3. Classi di Pontryagin di un fibrato riemanniano.

Sia £ — M un fibrato riemanniano di rango k. Il suo gruppo di struttura & il gruppo O(k) delle
matrici ortogonali k x k. Siamo interessati ai polinomi su Lie(O(k)) invarianti per I'azione di O(k)
per coniugio, che al solito indicheremo con I(O(k)). Si ha:

Proposizione 7. I(O(k)) ~ Clp1,...,pp/2l, dove [z] indica la parte intera di z.

Dimostrazione. Sia P € I(O(k)) allora
P: Lie(O(k)) = C
con
P(gAg™') = P(A), VA € Lie(O(k)), g € O(k)

Poiché A € Lie(U(k)), A & anti-simmetrica. Dunque A, vista come matrice complessa, & anti-
hermitiana. Ne segue che Ac ¢ diagonalizzabile sui complessi e che i suoi autovalori sono tutti
immaginari puri. Poicheé A & reale, il suo polinomio caratteristico lo &, e dunque i suoi autovalori
sono a due a due coniugati. Sia v/—1X uno di questi autovalori, e sia e € C*¥ un autovettore. Il
vettore € & un autovettore di autovalore —/—1\. Poniamo e; = e, ey = €, e siano

v = @(61 + \/—_162)
Vo = @(62 + \/—_161)
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Si ha
A’l)1 = A’Ug
A’UQ = —)\’Ul

Inoltre

(1+\2/j1) (62 — —161) = (17\2/7_1) (61 + vV —162) =
1+2_1) (e1 — v —1leg) = (1_‘2/__1) (e2 + v —1ler) = vo
dunque i vettori vy,vo € RF. Un rapido calcolo mostra che v; e vy sono ortonormali rispetto

all’usuale prodotto scalare su R¥. Effettuando questo procedimento per tutti gli autovalori di Ac
troviamo una base ortonormale {v;} di R¥ nella quale A ha la forma

0 X\
-1 0

ﬁ

Sl S

0 X
(30) ~X 0

*

dove il blocco (*) & (0) se k & dispari ed ¢ assente se k & pari. Indicheremo la matrice a blocchi (1)
con il simbolo BI(Ay, ..., Aj/9))- Tutto quanto abbiamo fin qui dimostrato si riassume dicendo che,
se A € Lie(O(k)), esiste g € O(k) tale che

gAg~" = BI(A1, ..., Ajyg))
con i \; reali. Se poniamo
P(Ar, -, Apyg)) i= P(BI(AL -, Ay2))
abbiamo, per 'invarianza di P,
P(A) = P(gAg ") = P(A\1, -, Ajy2)
Sia adesso hig34 € O(k) I'applicazione definita da

V1 <> U3
V9 <> U4

Il coniugio con hig34 permuta il primo e il secondo blocco della matrice Bl (A1, - s Alk /2]); ne segue

la Si-invarianza del polinomio P, ovvero P & un polinomio simmetrico nelle );. Sia ora hio € O(k)
I’applicazione definita da

V1 > Vg
Si ha
B - Bl(AL, ... Agja)) - hi; = BI(—A1,..., M)
dunque la O(k) invarianza di P implica che il polinomio P& un poliyomio pari nella variabile ;.
Ripetendo questo ragionamento per le altre varibili, troviamo che P & un simmetrico polinomio

pari nelle variabili );, ovvero che & un polinomio simmetrico nelle variabili A\?. Ne segue che esiste
ed & unico un polinomio F' tale che

P, A pg) = Fris - M) 2 (s -5 Aey2) s - - -0 Yk /21 (A5 - - -5 M)
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dove i polinomi y;(Ay, - .., Ajg/2)) sono definiti dall’equazione
[[a+x¢) = Z% ALy ey Ay )t
i
Osserviamo che si ha

[T +22 ) = det (T +t- Bi(A,..., Apya)

da cui
Yi( A1y« Apgy2) = Poi(A)
Poniamo
1\ 2%
pia) = (5) Puta)
™

11 polinomio p;(A) prende il nome di i-esimo polinomio di Pontryagin di A. In conclusione, abbiamo
dimostrato

il che conclude la dimostrazione.

Per definizione la i-esima classe di Pontryagin di un fibrato riemanniano £ — M ¢

pi(E) := [pi()] € Hgp(M, C)

Dalla definizione risulta immediatamente che, se indichiamo con F¢ := E ® C il complessificato di
un fibrato reale E, si ha

pi(B) = (—1)"cai(Ec)

D’altro canto, se £ & un fibrato complesso di rango k, possiamo vedere E come un fibrato reale Eg
di rango 2k. 11 complessificato di Er € un fibrato complesso di rango 2k e risulta

Er@C~ FE®FE ~ E® E*

dove E indica il fibrato coniugato di F, mentre E* indica il fibrato duale. (Ricordiamo che per uno
spazio vettoriale complesso V', lo spazio coniugato V' ¢ definito come lo spazio vettoriale che ha per
elementi gli stessi elementi di V, ma con ’azione di C su V definita da
CxV -V
(A v) = Axv = v
Se V' & un fibrato complesso di base {e;}, Vg ¢ il fibrato reale di base Re(e;), Im(e;), e dunque

Vr ® C pud essere visto come il fibrato complesso di base {e;,€}. A questo punto i due isomorfismi
scritti sopra sono immediati). Si ha pertanto

2
pi(Br) = (1)’ (E@ E*) = Y (=1)'"a(E) cpi(E)
1=0
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6.4. Classe di Pontryagin totale. Classe L di Hirzebruch. Classe A.

In analogia a quanto fatto per i fibrati hermitiani, vediamo ora alcuni esempi di classi caratteristiche
ottenibili come polinomi nelle classi di Pontryagin di un fibrato riemanniano £ — M.
i) La classe di Pontryagin totale. Si tratta, per definizione, della classe

1
p(E):=14+pi(E)+--- +p[k/2](E) = [det (1 + EQ)]
Dalla definizione seguono immediatamente le proprieta seguenti:

p(E© F) =p(E) Ap(F)

p(f*E) = f"p(E)
In particolare si ha
p(E®1) =p(E)

ovvero la classe di Pontryagin totale & stabile.
i1) La classe di Hirzebruch. Definiamo la serie di Hirzebruch come

e (o (7))

dove A & una matrice. Con queste notazioni, la classe di Hirzebruch di F &, per definizione,

s o)

27
I primi termini della serie L(E) sono
1

L(B) =1+ ipy(B) + —

3 15 (P +Tex(B)) + ...

Vale inoltre
L(E® F)=L(E)AL(F)

e dunque, in particolare, la classe di Hirzebruch & stabile. Infine, la classe L(T'M) prende il nome
di classe di Hirzebruch della varieta M.
#i) La classe A. Definiamo la serie A

A(B) = (det (smi B))l/2

dove B & una matrice. Con queste notazioni, la classe A di E &, per definizione,

-3 (520

I primi termini della serie A(E) sono

AEB) =1- Lp(B) +

24 (Tp1(E)? — 4co(E)) + ...

5760
Vale inoltre

A(E® F) = A(E) N A(F)
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e dunque, in particolare, la classe A & stabile. Al solito, la classe A(TM ) prende il nome di classe
A della varieta M. Il numero

A(M) = /M AT M)

prende il nome di genere A della varieta.
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7. Lezione 7. NOTE A CURA DI FaBIO CIOLLI.
7.1. Fibrati orientabili.

Un fibrato reale E di rango k sulla varietd M & detto orientabile se A* E = A™* E & banale.
In questo caso il fibrato in rette (A™** E, 7, M) possiede una sezione globale non nulla.

Se E & orientabile allora A" E\0 = Upepr(A™** Ep, \0) ha due componenti connesse; la scelta
di una di esse & detta scelta di una orientazione per E. Fissata un’orientazione per E, e quindi
una sezione banalizzante per A" E, ¢ chiaro come dati comunque due intorni trivializzanti U, e

Ug sia possibile scegliere due basi locali ortonormali {s¢,...s¢} e {s[f yeen sf } tali che
s?,/\---/\sg:cs?,/\---/\si, c>0.

Quindi, se F ¢ orientabile e dotato di metrica, le funzioni di transizione possono essere scelte a
valore in SO(k) invece che in O(k), ossia

9op - UaNUg — SO(k).

Viceversa, se il gruppo di struttura di E pud essere ridotto da O(k) a SO(k), allora & chiaro che
possiamo banalizzare A" E e quindi F ¢ orientabile.

7.2. Polinomi SO(k)-invarianti. Classe di Eulero.

Si indichi con I(SO(k)) ’algebra dei polinomi invarianti per SO(k). Lo studio di questi polinomi
porta a due casi, a seconda della parita di k.

Primo caso, k dispari: kK = 2m + 1. Analogamente al caso visto per I(O(k)), data una matrice
antisimmetrica A, ossia A € Lie(SO(2m + 1)) = Lie(O(2m + 1)), esiste sempre una matrice
g € SO(2m + 1) la cui azione aggiunta trasforma A in una matrice diagonale a blocchi, con m + 1

blocchi:
( (3\ )(‘)1) 0 0 0
— A1
0 ( \ )(‘)2) 0 0
gAg~! = -
0 B 0
0  Am
0 0 (_/\m 0 ) 0
0 0 (0)

Come per il caso di I(O(k)), si trovano polinomi p che dipendono solo dagli autovalori A;:
P(A) = P(gAg_l) = p(A,--yAm)

L’azione della matrice h € SO(2m + 1) definita sulla base canonica come

e — e3

h - ey —> €4
) e3 — €1
€4 — €2

scambia il primo con il secondo blocco della matrice, lasciando invariati i polinomi . Analogamente
tramite h € SO(2m + 1) opportuna si possono scambiare due blocchi qualsiasi, ottenendo

Pty Am) = ﬁ(/\a(l)a---aAa(m))a o€ Sn.
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Nel caso I(O(2m + 1)), per verificare che p(A1,...,A\m) = p(—=A1,..., Ap) si & utilizzata la trasfor-

mazione h € O(k), h : { € 7 ©  Ma b ha matrice
e — €1
01 0
h = 10 ¢ SO(2m +1).
0 I
Si considera allora la trasformazione h con matrice
) ( 0l ) 0 0
h = 0 7 0 € SO(2m + 1)
0 0 (-1)
che scambia A1 con —\q, ottenendo p(A1,...,A\p) = p(—A1,---, A). Quindi vale:
PALy oy Ny ey Am) = DA, ey =Xiye oy Am)

ossia P € un polinomio simmetrico nelle /\22. Si ottiene quindi, come nel caso di O(2m + 1), che
esiste un unico polinomio simmetrico F', tale che

DAL Am) = Flo1(A, -, A0), -, om(A], ., A0))
e P(A) = F(pi1(A),... pm(A)) dove p; sono i polinomi di Pontryagin, ottenendo ancora

e non ci sono quindi nuove classi caratteristiche in questo primo caso.

Secondo caso, k pari: k = 2m. Non c’¢ piu la possibilita di utilizzare (—1) nel blocco finale
della matrice per definire he quindi non & piu possibile scambiare A; con —\;.

Si procede allora come segue: fissato gg € O(k)\SO(k) si puo scivere

P(A) = (PlooAgs") + P(A)) + S(P(4) = PlooAgs") Y Po(a) + Pr(4)

dove:
Py(A) e Pi(A) sono SO(k)—invarianti,
Py(A) & O(k)—invariante
e vale Pi(hAh™!) = —Pi(A), per h € O(k)\SO(k).

Scelto h come sopra che realizza lo scambio e; < €2, ..., €91 > €9y, si ottiene analogamente ai
casi visti:

Pl(A) = ﬁl(Ala---,Ai,---aAm) = —]31()\1,...,—)\i,...,)\m), 1= 1,...,m
ossia A; divide p1(A1,..., ) perogni i =1,...,m, e allora vale

P - Am) = A A Pa( My - - -5 Am)
dove po & una funzione simmetrica delle A?. Quindi in questo caso P(A) si scrive come
P(A) = p(A1,.- 5 m) = Do(A1y- -5 Am) + Hpa(A1, ..., Am)
dove si & posto H = Ay -«+-- Am, in modo che valga detA = H?, ovvero:
P(A) = Fo(o1(M],..,22), - om(AT,.. ., 00) +
+HFy(o1(A2,...,02), ..., om(D2,...,)2))

dove Fy e F; sono funzioni simmetriche degli argomenti.



39

Per trovare 1’equivalente di H nel caso in cui A non & in forma diagonale, si procede nel modo
seguente. Si definisce il polinomio di Pfaff come:

1 g
Pf(A) = @m)l Z (=1)7As1)o2) - A(2m—1)o(2m)
UESQm
ed il polinomio di Eulero come
_1)m
e(a) = 7 pya

(2m)™

Per vedere che e(A) &€ SO(k) invariante e che corrisponde ad H quando A & diagonale, introduciamo
la seguente forma, esterna:

1
w(A) = % ZAZ'J' v; N\ vj
1<J
dove {v;}i=1,. 2m € una base ortonormale di R?™ equiorientata alla base standard e si & scritto
Av; = Ajjv;. In questo modo il polinomio di Eulero si riscrive come:
1
(2m)!

e si vede chiaramente che e(A) ¢ SO(k)-invariante perché basi equiorientate si trasformano una
nell’altra tramite SO(k). Scelta allora una base diagonale per A, ossia tale che:

B(A) = <w(A)m7 vi A A 'U2m>

A’l)1 = /\1’02
A’UQ = —/\11)1
A’U3 = /\2’04
A'U4 = —Az’Ug
si ottiene
w(4) = —;\—;vl/\vg — —Zv3 Avg —
A Am 1
A = ——— _— = —1 m A ..... A
e(4) 27 2 (2m)™ (=D)" M i
Quindi vale
1 1
A 2 = — 2. ... 2 —_ A — A
e(A) (27T)k AT An (27T)k det(A) Pm(A)

ossia il quadrato del polinomio di Eulero & uguale all’ultimo polinomio di Pontryagin p,,(4) . In
questo secondo caso il risultato ottenuto € il seguente:

I(SO(2m)) = C|p1,---,Pm—1,€] con €2 = p,,
Si puo allora dare la seguente

Definizione 14. Dato un fibrato reale orientabile E di rango m = 2k sulla varieta M si indica
con e(E, VF) € Q*"(M) la forma di Eulero e si definisce la classe di Eulero di E come
[e(E, VE)] = e(E) € H*™(M,C). La sua espressione in coordinate locali ¢ data attraverso la
matrice della curvatura 2 come e(€2).
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Osservazione 1. Sia F un fibrato complesso e Fr la sua realizzazione; se E ha rangoc = m allora
ERr ha rangor = 2m. Si osservi che poiche E €& complesso segue che ER € orientabile: infatti se
gap : Ua NUg — U(m) sono le funzioni di transizione di F, allora (gos)r : Us N Ug — SO(2m)
sono le funzioni di transizione di Er e vale det(gos)r = |det(gas)|>

Vale allora la seguente

Proposizione 8. Risulta
e(Er) = cn(E)  in HR(M, C).

Dimostrazione: Se ( , )g indica la metrica hermitiana su F, la sua parte reale ( , )g, € una
metrica su FR; inoltre se v1,...,v, € una base ortonormale di E allora w; = v, ws = v, w3 =
V9, ..., Wom = iU, € una base ortonormale di FR.

Una matrice antihermitiana A su uno spazio lineare complesso induce una matrice antisimmetrica
AR sulla realizzazione di questo spazio.

Allora se vy, ..., vy, € una base che diagonalizza A, ossia
A’U1 = z')\lvl
. Ai € R
Avy, = iApUm

si ottiene per la m-esima classe di Chern:
cm(4) = (2_> (iAg) o oee e (iAm) = <_> DYRERERD W
s
D’altro canto
ARw1 = AUl = Z'Al’l)l = )\1(i?)1) = )\111)2, AR’UJ2 = —)\1’1111

quindi in questa base AR si scrive in maniera diagonale a blocchi, ottenendo come visto

e quindi il risultato.

Osservazione 2. Si verifica dalle definizioni che e(A & B) = e(a) e(B).

7.3. Tre best sellers della geometria moderna.

A questo punto si hanno tutti gli strumenti per poter enunciare tre importanti teoremi, veri e
propri best sellers della geometria moderna; la dimostazione di questi risultati sard ottenuta come
applicazione del teorema dell’indice di Atiyah - Singer.

Teorema 7. (Chern - Gauss - Bonnet) Sia M una varieta compatta senza bordo e orientabile
di dimensione 2m. Indicata con

2m

X(M) = ) (~1)’dim Hyr(M, C)
i=0
la caratteristica di Eulero - Poincare di M, si ha:

[ e, = x(an

Osservazione. La caratteristica di Eulero - Poincare si puo definire anche a partire dalla coomolo-
gia singolare.
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Teorema 8. (della segnatura di Hirzebruch) Sia M come nel teorema (7) di dimensione 4m.
Si consideri la forma bilineare simmetrica
Hg (M, R) x Hig(M,R) — Hgf}(M,R) = R

che agisce sulle coppie di 2m-forme come:

H%WDH{@MAM

e sia 0(M) la sua segnatura. Si ha
o(M) = / L(M)
M

dove L(M) = [L(TM, VI™)] ¢ la classe di Hirzebruch.

Teorema 9. (Riemann - Roch - Hirzebruch) Sia M una varieta complessa e E un fibrato
olomorfo. Si possono definire

H*'(M,0(E)),
gruppi di coomologia a valori nel fascio delle sezioni olomorfe di E. Indicando con
X(M, O(E)) = Y (=1)'dimH""(M,O(E))
%
la caratteristica di Eulero della coomologia a valori nel fascio O(E), risulta

x(r,0(m) = [ Taan) nonm)

dove Td(M) = [Td(T*°M, V)] ¢ la classe di Todd di M e Ch(E) la classe di Chern di E. In
particolare per il genere aritmetico della varieta, x(M,Q), risulta

x(M, O) = /MTd(M)

7.4. Alcune informazioni su varieta complesse e fibrati olomorfi.

Sia £ — M un fibrato complesso olomorfo con metrica hermitiana su una varieta complessa M.

Si pensi in particolare a M = C". Indicando le coordinate con (21, ...,2,) = (T1+1Y1, ..., Tn+iYn),
e introducendo i campi vettoriali

0 1,0 .0 0 1,0 .0
0z 205 oy 0y
si puo scrivere
(T,C") ® C = spanc (8%1’ aiyl, ey %, %) =
= spanc (6%1’ ey %, 8%1’ ) = (T0C) @ (TR Cn).
Analogamente, se si indicano con
dzj = dzj +idy;, dz; = dz; — idy;
gli elementi di base delle 1-forme, si ha:

(I;C™) ® C = spanc(dz1, ... ,dz,dz, ..., dZ,) = \°(C™) @ \)'(CT).
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Si puo verificare che questi splitting sono globali poiche M & complessa; infatti se si indicano con

zj le coordinate in un intorno U e con wj; le coordinate in un intorno V, si ha con ovvi simboli
% = g’f’? % e analoga per %, essendo tutti i cambiamenti di coordinate olomorfi.
Zj Z; Ow; 2

In generale si indica con Ag(M) = & APY(M) il fibrato delle forme differenziali, dove APY(M)
sono le forme di grado p+ ¢ esprimibili come combinazioni lineari di dz’/* A---Adzl» AdZ"' A+ - - ANdZ"™
. Si noti che si puo scrivere 'operatore di derivazione d come:

d=0+0d taliche 0°>=086°=00+00 =0

dove 8 : NP9I(M) — APTHUM) e 8 : \PYM) — NPT (M).
Sia ora £ — M un fibrato complesso olomorfo su M. Siosservi che risulta ben definito I’'operatore

d : C°(M, \PY(M) ® E) — C®°(M, \P"""' (M) ® E).

Pin precisamente, se {e;} ¢ una base locale olomorfa di F, allora, per definizione:
0: (w®ej) — dwej

dove w®e; € C®(M, \PY(M)QE), se w € A\PY(M) (la definizione non dipende dalla base olomorfa
scelta).

In particolare esiste I'operatore & : C°(M, E) — C°(M, \>'(M) ® E). Si pud dare allora la
seguente

Definizione 15. Sia V una connessione su E. Si dira che V é una connessione complessa se
risulta:

1% v, = s, s € C®(M,E)

dove []"!' V : C®(M, \* (M) ® E) — C®°(M, \"" (M) @ E) ¢ la proiezione della connessione V
sulla parte antiolomorfa di grado 1 delle sezioni a valori nel fibrato \*(M) ® E.

Osservazione. Rispetto ad una base olomorfa una connessione complessa ha forma di connes-
sione di tipo (1,0).
Vale il seguente risultato, analogo al teorema di Levi - Civita:

Proposizione 9. Sia E un fibrato olomorfo. Data una metrica hermitiana su E esiste ed ¢ unica
la connessione complessa con essa compatibile.

Dimostrazione Mostriamo inizialmente 1'unicita.
Sia {e;} € una base locale di E per 'aperto U ed h = h;; = h(e;,e;) una metrica su E. Allora
vale per compatibilita:

(31) dhij = (wlei,e;) + (e, wheg) = whhyj + @hhi.
Poiche si ha w} € A0(U) dalla (31) segue:
(32) dhij = 8hz‘j + 3hij = wﬁ hij + (I);-chik

dove il primo addendo nel termine a destra ¢ una forma di tipo (1,0) e il secondo di tipo (0,1).
Quindi dalla (32) si ottiene Oh;; = wzl- hi;, e la sua complessa coniugata , che si che si puo riscrivere
come:

(33) w=0hh™!.

Infine, per ottenere 'esistenza, si verifica che la (33) definisce effettivamente una connessione come
nell’enunciato.



43

Corollario 2. Risulta in questo caso:
Q = Ow
Dimostrazione Per quanto visto vale:
Ow=0(0hh ™) =0hd(h™") = -0hh ' ANOLR™ = —w A w.
D’altro canto Q = dw 4+ w A w = 0w + 0w + w A w quindi il risultato.
Osservazione. ) ¢ una forma di tipo (1,1).

Esempi. Si consideri in generale L — M un fibrato complesso olomorfo di rango 1. Su ogni aperto
U, la metrica & definita attraverso una singola funzione h, > 0, con h, € C*°(U,). Indicando
con gop le funzioni di transizione su U, N Ug, vale hq = |gag| hg. Per quanto visto, si ha allora
Wq = Ohyg, h;l = 0log h,, da cui:

Qq = 00loghy = —00loghy -

Sia ora M una superficie di Riemann (ossia una varieta complessa di dimensione 1), allora, 710 M
& un fibrato complesso di rango 1, isomorfo sui reali a 7M. Sia h una metrica su T1°M. Per quanto
visto, si ha per la prima classe di Chern:

a(THOM) =[5 00logh] =[5 6% %loghdz/\dé] =

2
= [ok: 1 Aloghdz A dZ) = [ (— & Alogh) P dz A dZ] =

= [ K dwvoly]

dove K é la curvatura gaussiana di M. Quindi vale:

1
/ Cl(Tl,oM) = 2—/ KdUOZM = X(M) = 2—29
M T JMm

dove g & il genere di M. Ottieniamo anche il teorema di Chern - Gauss - Bonnet in dimensione 2
dato che, in questo caso (T"°M)r = TM e vale quindi :

/M e(TM) = /M e1(T1.oM)

Esempio. Se L — CP! ¢ il fibrato tautologico dello spazio proiettivo unidimensionale, vale:

/CP1 er(L) = —1.

Per la verifica del risultato, si scriva CP! = {[z9,21] € C?2\ 0} e UUV = CP! un suo ricoprimento
tramite i due aperti U = {29 # 0} e V = {z; # 0}. Su U e V si individuano due carte locali:

U — C 1% — C

[20,21] +—z=12 7 [z0,21] v =2 "

Si ricordi che il fibrato L — CP! & definito come L = {([z],v) € CP! x C? : v = \[z]}, ed il local
frame & dato per le due carte da:

Sy - U — L‘U Sy . 14 — L|V
[Zo, Zl] — ([ZO’ Zl] ’ (13 2)) ’ [’U(),’U1] — ([’Uo,’U1] ’ (Uv 1))
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ossia in breve, sy : z — (z,(1,2)) e sy : v — (v, (v,1)) rispettivamente. Si noti che sull’intersezione
UNV vale sy(v) = (v,1) = (£,1) = 1(1,2) = Lsy(z), ossia z sy = sy come deve essere. Quindi sy
e sy costituiscono due basi locali olomorfe. La metrica indotta su L da CP! x C? & nei due casi:

Isv(2)ll = 142* = h(z), sy ()]l = 1+v* = h(v).
Sia ora V l'unica connessione complessa compatibile con la metrica; allora
_ z
da cui
QO = dw = dz Ndz _ 2idx A\ dy

A+122)2 (L + [z + [y[?)?

Analogamente Qy = % . Da queste si ha:
_ ] _ dzndy
fCP1 Cl(L) - fCPl[% fCPl[ m (1+]z]2+|y[2)2 ]
_ -1 27r pdpd6 -1 _
= o 1+p2)2 =z rm=-1

quindi il risultato, che indica come ¢; (L) & chlusa ma non esatta, ossia come il fibrato L sia non
banale.

L’esempio si puo considerare in generale per il fibrato L — CP". Si rimanda al compito per casa
del 5/12.
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8. Lezione 8. NOTE A CURA DI GUIDO PEZZINI.
8.1. Algebre di Clifford.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita dotato di una forma bilineare simmetrica ¢; si
pensi in primo luogo a V = T, M, dove (M,g) & una varietd riemanniana, con forma bilineare

q=9z(,)-

Definizione 16. L’algebra di Clifford CI(V,q) associata a V e q si definisce come [’algebra con
unita generata dai vettori di V, da 1 € R con le relazioni:

v-wtw-v=—2q(v,w)- 1

E possibile realizzare CI(V,¢) come quoziente dell’algebra tensoriale T'(V) = >, Vese I(V) C
T(V) & l'ideale generato dagli elementi del tipo v ® w + w ® v + 2¢(v, w) con v,w € V si ha:

Cl(V,q) =T(V)/I(V)
La proiezione naturale T'(V) — CI(V,q) fornisce un’applicazione V- — CI(V,q). Non & difficile

dimostrare che VN I(V) =0, per cui V — CI(V, q) & iniettiva.
Per CI(V,q) vale la proprieta universale enunciata nella seguente:

Proposizione 10. Sia A un’algebra con unita e f : V — A un’applicazione lineare tale che
f) - f(w) + f(w) - f(v) = —2q(v,w) - 1a, per ogni v, w € V;

allora esiste un unico omomorfismo di algebre f : Cl(V,q) — A che estende f. A meno di isomor-
fismi, Cl(V,q) é caratterizzata da questa proprieta.

Dimostrazione. Per la proprietd universale di T(V) esiste f® : T(V) — A che estende f. Per
l'ipotesisu f, f® passa al quoziente e fornisce la f voluta. Inoltre, sia C un’altra algebra (contenente
V') che soddisfi la medesima proprieta; entrambe le inclusioni V- — C, V' — CI(V, q) si estendono
rispettivamente a ¢ : CI(V,q) — C, 9 : C — Cl(V,q). Componendo, otteniamo 9 o ¢ : Cl(V,q) —
CI(V,q) che estende l'inclusione V' — CI(V,q); dato che I’estensione & unica, 1 o ¢ ¢ I'identita e ¢
e 1 sono una l'inversa dell’altra.

O

E molto importante per la teoria delle algebre di Clifford la graduazione Zs di cui gode CI(V, q):

Cl(V,q) = CI(V,q)° @ ClL(V, g)*

dove CI(V,q)° & il sottospazio generato da prodotti di un numero pari di elementi di V mentre
CI(V,q)' & quello generato da prodotti di un numero dispari di elementi di V. Alternativamente, si
puod considerare I'automorfismo « : CI(V,q) — CI(V, q) che estende v — —v definita su V'; CI(V, q)°
e Cl(V,q)! sono gli autospazi di « relativi agli autovalori —1 e 1. Osserviamo anche che il prodotto
rispetta la regola dei segni.

La filtrazione di T'(V):

TWV)=>" (f: V®T)

k r=0

viene ereditata da CI(V,q) tramite la proiezione naturale, ovvero:

Cl(V,q) =>_ CI*(V,q)
k
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dove

k
CI*(V,q) = {’U € Cl(V,q)|3u € Z V®tale chelu] = v}
r=0
Possiamo altresi definire:
V& — CIFV,q) /CIFH(V, q)

usando le proiezioni naturali: quest’applicazione & suriettiva ed il nucleo & chiaramente lo stesso
ideale che definisce AFV.
Quindi:
CIM(V,q)/CI* (V. q) 2 A*V
percio l'algebra graduata associata alla filtazione di CI(V,q), e cioe @, CI¥(V,q)/CI¥~1(V,q), &

canonicamente isomorfa all’algebra esterna AV.
Come corollario otteniamo I'importante

Proposizione 11. Esiste un isomorfismo di spazi vettoriali
Cl(V,q) 2 AV
In particolare dim CI(V,q) = 24mV

Noi considereremo esclusivamente il caso in cui ¢(, ) sia un prodotto scalare; si noti che se {v;} &
una base ortonormale di V allora

Vjy === Uy, 1< <tg, 7=0,...,dimV
¢ una base dell’algebra di Clifford.

8.2. Moduli di Clifford.

Definizione 17. Un modulo di Clifford é uno spazio vettoriale E dotato di un’azione dell’algebra
Cl(V,q), cioé un omomorfismo di algebre con unita ¢ : Cl(V,q) — End(E). Se E ¢ dotato di
metrica (-,-)g l'azione puod essere unitaria il che avviene qualora c(v) € O(E,(-,-)g) per ogniv € V
di norma unitaria.

Osserviamo che se E ¢ un modulo unitario e se v ha norma unitaria allora si ha:
(c(v)er,c(v)ex)r = (e1,€2)E
e dato che (c(v))? = —1g si ha:
(c(v)er,e2)p + (e1,c(v)es) g =0
vale a dire: ¢(v) & anti-autoaggiunto per ogni v € V.

Proposizione 12. A(V) é un modulo di Clifford (unitario) su Cl(V,q).

Dimostrazione. In primo luogo si estenda nel modo usuale a A(V) il prodotto scalare ¢ di V.
Ricordiamo che per far cio si impone A¥(V) L A"(V) se k # h, e poi si dichiara ortonormale la
base (vi, A... Av,)ir<..<i, di A¥(V) se (v1,...,v,) & una base ortonormale di V. A questo punto
definiamo e(v)(a) :=v A a (v € V,a € A(V)) e la sua aggiunta tramite ¢: i(v) := €*(v). Si ha:
l
i(v)(w1 A ... Awy) = Z(—l)“’lwl Ao A (vywi) Ao Ay
i=1
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e ponendo:
si ha:

in quanto si verifica che:
€(v)i(v) +i(v)e(v) = g(v,w) - 1

Dunque v + ¢(v) si estende ad un omomorfismo di algebre CI(V,q) — End(A(V)). L’azione &
unitaria grazie al fatto che c¢(v)* = —c(v). La dimostrazione & completa.

8.3. Operatori di Dirac.

Sia M varietd riemanniana con metrica g. g induce una metrica, che denotiamo ancora g, su
T*M. Consideriamo:

U CUT;M, gu) = CUT* M, g)
meM

che puo essere dotato in modo ovvio di struttura di fibrato vettoriale: il fibrato di Clifford associato
al fibrato cotangente di (M, g).

Supponiamo che esista un secondo fibrato £ su M, con ciascuna fibra E,;, modulo di Clifford su
CUT} M, gn) e supponiamo che l'azione dipenda in modo C*° da m (la definizione precisa si da
facilmente sulle carte locali). Il fibrato E sara sempre dotato di una metrica hermitiana. Infine sia
data su E una connessione compatibile V¥. Allora rimane definita I’applicazione:

C>®(M,T*M ® E) 5 C*(M, E)
c(¢ ® s)(m) = cm(dm)(5m) € Em

Definizione 18. Ai dati M, g, E,c, V¥ rimane associato un operatore di Dirac I, definito come
la composizione delle mappe:

c*(M,E) Vs C®(M,T*M © E) % C®(M, E)

Vediamo I'espressione locale di ) in funzione di una base locale ortonormale (e;); di TM e della
sua base duale (e€’);. C’¢ da osservare che la scrittura di I) che seguird non dipende dalla scelta
della base locale ortonormale. Se (s;); € una base locale di E allora abbiamo:

D(sj) = (co VE)s; = c(VEs)) = (3, wésl) =
X >k wé-,keksl) =Y c(ef) S wé‘,ksl =
Dk C(ek)kaSj

e dunque:
D= cle)Ve.
i

Si richiedera addizionalmente che ’azione di Clifford sia unitaria, e la connessione V¥ sia di Clifford,
cioé valga:

Vi (c(g)s) = c(VEEP)(s) + c(y) Vs

dove VIC & la connessione di Levi-Civita sul fibrato cotangente.
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Vediamo un esempio di operatore di Dirac sul modulo di Clifford AM dove M & una varieta
riemanniana. Per prima cosa sia in generale V' uno spazio vettoriale di dimensione n, con prodotto
scalare g. Si scelga {e;} una base ortonormale di V, e si fissi un’orientazione tramite vol :=
e1N\---Ae,. Sia < -, - > il prodotto scalare indotto su AV. Possiamo definire per ogni k ’applicazione
* di Hodge:
* AFV — ARy
e, N Nej, > sign(o)ej, N---Nej,
dove o(1) = i1,...,0(k) = ig,0(k+1) = j1,...,0(n) = j,_k. Si verifica senza difficoltd che
(34) +2 = (—1)knF)
e che :
u A% =< u,v > vol,Yu,v € A¥V | wAv =< sw,v > vol,Yw € A" *V,v € AFV

Torniamo alla nostra varietd riemanniana di dimensione n e supponiamo in aggiunta che M sia
orientabile. Sia dvol € C*°(M,A" M) la forma di volume indotta dalla metrica . Per ogni x € M
rimane definita un’applicazione lineare

*p ASIEM — Ag_kM
che induce un’applicazione di fibrati:
x: ARM — AVFM

Gia sappiamo che date due k-forme w e a & ben definito il prodotto scalare L?:
(w, )2 ::/ < w,a > dvol.
M

Allora rimane ben definito 'operatore d* aggiunto formale di d : A¥M — A*T1M rispetto a (-, )2,
vale a dire che d* & definito da (dw, @) 2 = (w,d*@)2 per w k-forma e « (k+1)-forma. Per verificare
Desistenza di d* ne diamo una espressione in termini di d e *. Prese w € A*M, o € A" *~1 si ha
per il teorema, di Stokes:

Joy < *dw,a > dvol = [, dw A a
= (-1 [, wAnda= [,,(-1)*! < xw,da > dvol

Dato che %2 = (—1)k(®~k) otteniamo la formula cercata:
d* = (_1)nk+n—|—1 * dx

In particolare, se « € una 1-forma, allora d*a € C*°(M) ed otteniamo il Teorema della divergenza :

(35) /M(d*a)dvol —0

Arriviamo finalmente alla definizione di un particolare operatore di Dirac, detto operatore di Gauss-
Bonnet (o di Eulero) nella seguente:

Proposizione 13. Consideriamo AM come modulo di Clifford unitario, e la connessione su di
esso indotta dalla connessione di Levi-Civita VIC. L’operatore di Dirac associato a questi dati ¢
d+d-.

Dimostrazione. La proposizione segue immediatamente dal lemma seguente.

Lemma 1. d =, €(e")V,,; d* = P —z'(ej)Vej.

Dimostreremo questo Lemma la prossima lezione.
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9. Lezione 9. NOTE A CURA DI GIORDANO GIORGI.

9.1. L’operatore di Gauss-Bonnet.

Si vuole ora mostrare che d+d* : C*°(M,A*M) — C*°(M,A* M) & un operatore di Dirac. Come
gia osservato la dimostrazione segue dal seguente lemma:

Lemma 2. sia VC la connessione di Levi-Civita ed ¢! una base ortonormale di T*M, allora si

ha:
d=>) e(e)V
=Y i)V,
Dunque d + d* ¢ 'operatore di Dirac associato al modulo A*M con azione

c(¢) = e(¢) —i(¢)
e alla connessione di Levi-Civita.
Dimostrazione. Sia d = Y e(e')V,,. Siha df = df e d(¢ Ap) = dp A1 + (=1)?l¢ A dip poiché
per V vale la regola di Leibnitz. Basta quindi verificare che per ogni 1—forma 6 valga df = df. Si
ricordi che la connessione di Levi-Civita sul duale ¢ definita richiedendo che valga
X < ei,e]- >=< VXei,ej >+ < ei,VXej >
Quindi VX.Y si ha:
X <0,Y >=<Vx0,Y >+ <0,VxY >
ossia
X(0(Y)) —0(VxY) = (Vx0)(Y)
Si mostra ora che df(X, Y) do(X,Y) VXY € C®°(M,TM):

(X’Y) :(Ee. Aveie)(XaY): )
=22(e"(X)(Ve,)(Y) = (Ve ) (X)e* (Y))
ma X = ¢(X)e; e Y = €'(Y)e; dunque
(Vx0)(Y) — (Vy0)(X) =X(6(Y)) - 0(VxY)-Y(0(X)) +0(VyX) =
=X(0(Y)) - Y(0(X)) - 0(VxY — VyX) =
=X(0(Y)) -Y(0(X)) - 0([X, Y]+ T(X,Y))
ove T & la torsione. Nel caso in cui V = VEC allora T =0 e
JO(X,Y) =X0Y) -Y(@OX)) —-0(X,Y]) =di(X,Y)

ove nell’ultima uguaglianza si & utilizzata la formula di Cartan. Per d*, si consideri § = ae’A---AeP.
Basta verificare che: .

(=1)"PF™ % dx = i(e") Ve,
Si supponga che V. e; =0 in X, allora:

xd+0 =x(d*(ae’ A---NeP)) = *(d x (aePTI A---NeM)) =
=+(D 0 ei(a)e! NPT A Neh) =
=30 jei(a)(x(e" NPT A Ae™)) =
= le ei(a)(—l)n(P+1)+i—1e1 Ao NE N Nep =
_ (_1)n(P+1) Zle(ei(a)i(ei)(el A Aep)) =
= (_1)71(17-1-1) Zlei(ei)vei(aei A-ee A ep) _
= (—)"@T(i(e) Ve, 0)
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Osservazione.

A*M = E & un fibrato di Dirac essendo metrica, connessione ed azione di Clifford tutte compatibili.
Inoltre A*M = AP gy A%sPari M ossia,

« 0 d + d*|dgispari )
d+d = ) par
< d+d |pa”' 0

ove un blocco & 'aggiunto formale dell’altro.
Per definizione d + d*|pq; ¢ ’operatore di Gauss-Bonnet o di Eulero.

9.2. L’operatore di segnatura.
Sia M una varieta tale che dimM = 2k. Sia 7 = (v/—1)P®—D+kx con
T: A%M — Agpr
ove A M = APM ® C. Siha 72 =1 ed inoltre (d + d*)7 = —7(d + d*). Sia
A;,tM:{wEA;M(X)(C D Tw = tw}
Da quanto detto C°(M,ALM) = C®(M,A{ M) & C®(M, Az M); si definisce operatore di seg-
natura:
D;gn =d+d*|p+
Anche in questo caso 'operatore di Dirac ¢ associato ad un fibrato di Dirac.
9.3. L’operatore 0 + 0*.
Sia V' uno spazio vettoriale reale con prodotto scalare ¢(,). Si supponga che esista J € End(V)
tale che J2 = —Id ed inoltre q(Jv, Jv’) = g(v,v/). Si definiscano V10V %1;
Vi = {v | Jv =iv}
VOl = {v | Jv = —iv}
e quindi V@ C = V9 @ Vo, A*V%! & un modulo di Clifford per I’azione seguente, posto
v = b0 + oL

c(v) = V2(e(v™!) —i(v1?))

Si noti che V' ha necessariamente dimensione pari. Sia {ei,...,e,,€41,---,€n4+n} una base tale
che
Jej =¢ejin Jejp=—¢; 1<j57<n

Dunque si ha:

VU0 = Span(e; —ie14n, ..., en — ieay)

VOl = Span(e; +ieiqn,--.,en + iean)
Quindi e; = {(ej —iejin) + (&j +i€j1n)}/2 e si verifica da questa decomposizione che c(e;)? = —1.
In conclusione A*V%! = A%*V ha una struttura naturale di modulo di Clifford. Sia ora M una
varietd, quasi-complessa, ossia esiste J € C®°(M, End(TM)) tale che J?> = —1, sia g una metrica

J—invariante e sia V una connesione su (7%!)*. Si indichi ancora con V la connessione indotta su
A%* M. L’operatore:

P=> c(e)Ve, : C®(M, A% M) — C®(M,A\** M)

¢ un operatore di Dirac. Dunque su ogni varieta quasi-complessa esiste un operatore di Dirac
naturale, dipendente da g(,) e da V. Si noti che se (M, h) & complessa hermitiana, allora c’¢ un
secondo importante operatore differenziale del primo ordine, 'operatore 9+ 9*. Si pud verificare che
esiste una connessione V su (T%1)* tale che Ip = v/2(0 + 0*). In generale questa connessione non &
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di Clifford. Tuttavia, se, (M, h) & di Kilher allora v/2(0+0*) = I§ con Ip sempre definito dall’azione
di Clifford sopra introdotta e V%! indotta dalla connessione di Levi-Civita associata a Re(h). (I
fatto che la connessione di Levi-Civita rispetti la decomposizione in forme (1,0) e (0,1) & una
conseguenza dell’ipotesi Kahler; non € in generale vero.)_ In questo caso la connessione ¢ di Clifford.
Concludendo: su una, varietd di Kihler I'operatore v/2(0 + 0*) & un operatore di Dirac associato ad
un fibrato di Clifford. Analogamente, sia E un fibrato olomorfo hermitiano sulla varietd di Kahler
M e sia V¥ la connessione complessa compatibile con la metrica. Abbiamo definito (lezione 7)
Op- Consideriamo A%*M ® E; & un modulo di Clifford rispetto all’azione ¢ ® Idg. Consideriamo la
connessione prodotto tensoriale di V%! (i.e. Levi-Civita) e V¥. Questa connessione & di Clifford;
otteniamo quindi un operatore di Dirac che risulta essere proprio v/2(0g + 0%)-
9.4. Operatori differenziali.
Siano F,F due fibrati vettoriali su M. L’applicazione lineare
P : C*M,E) - C>*(M,E)
¢ un operatore differenziale se per ogni carta banalizzante U comune ad F ed F
x : U—>ACR"
¢ : E | v— AX c
¢ : FlU — AxC"
ed indicando con iy : C§°(U, E|y) — C*°(M, E) 'immersione delle funzioni a supporto compatto
econry : C®(M,F) — C*(U, F|y) la restrizione, risulti commutativo il seguente diagramma:

e, Ely) VLS oo, Fly)

CeAAxC) T oo, 4 xom)

con Py matrice di operatori differenziali. Si utilizzera la notazione P € Diff*(M; E,F); P €
Diff*(M; E, F) se per ogni banalizzazione non compaiono operatori di ordine superiore a k.

9.5. Simbolo principale.
Se P € Diff*(M; E, F) allora ¢ ben definito
or(P) € C*°(T*M,Hom(r*E, 7" F))
detto simbolo principale dell’operatore P.
Sia (z,€) € T*M ed ey € Ey; introduciamo f € C®°(M) ed e € C*°(M, E) tali che df|, =€ e
e(z) = eg. Definiamo ok (P)(z, &) € Hom(FE,, F,) come segue :

ox(P)(z,)(ex) =i P((f ~ [(@)e)(2)

Si verifica che o (P)(z, &) non dipende dalle scelte fatte e che & un’applicazione lineare da E, — F.
In una banalizzazione locale si ha:

o 2 anlid) (Sope) () | o=

lal<k
Y aalif) €)™ (€M)

la|=k
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Vale, inoltre, la seguente proprieta: se P € Diff*(M;E,F) e Q € Diff™(M;F,G) allora PQ €
Diff " t*(M; E,G) e
ok+m(PQ) = ok (P)om(Q)
Definizione 19. P ¢ ellittico se V (z,£) #0 € T*M
O'k(P)(l',é) € ISO(E.’EaFa?)

Siano <, >pg, <,>p metriche hermitiane su £ ed F rispettivamente, si costruisca il prodotto
scalare (u,w)p = [3; < u,uw >pdvol Yu,w € C®(M,E). Loperatore P : C®°(M,E) —
C*®(M, F) ammette un aggiunto formale P* : C*°(M,F) — C®(M, E) se vale

(Pu,v)p = (u, P*v)g Yu € C®(M,E) Yu € C®(M, F)
Se P € Diff*(M; E, F) allora non ¢ difficile dimostrare riducendosi a carte locali ed integrando per
parti che esiste ed & unico P* € Diff*(M; F, E) ed inoltre:
o(P") =a(P)*

Dopo queste generalita sugli operatori differenziali vogliamo ora calcolare il simbolo principale
per l'operatore di Dirac. In una carta locale

D= Z c(dz?)V;;

l'uguaglianza si verifica immediatamente dalla definizione ) = co V.
Dunque si ha:

o(P)(x,€) = c(da®)(V=1)¢*
= (V-1)c(¢¥dz*) = (V=T)c(€)

o(P)(z,€) = (V=1)c(¢)

da cui segue che I} & ellittico. Inoltre

o) (z,€) = —c(€)? = ||¢|*1dpg,

e dunque anche ],7)2 € un operatore ellittico.

In definitiva:

9.6. Laplaciani generalizzati.
Sia P € Diff?(M; E, E) con E fibrato hermitiano . Si dira che P & un laplaciano generalizzato se
o(P)(z,£) = ||¢|I"1dg,

Scriveremo brevemente o(P)(x,¢) = ||€]|2. Da quanto sopra segue che I)* & un laplaciano general-
izzato. Localmente P ammettera la seguente espressione:

0 +(
Ozt OxI
Ad esempio in R”, con la metrica piatta:

r--5()

¢ un laplaciano generalizzato. Si noti il segno —.

P=—gY ordine 1) + (ordine 0)

Osservazione.
Per i laplaciani generalizzati si ha una buona teoria dell’equazione del calore.
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10. Lezione 10. NOTE A CURA DI CLAUDIA LA CHIOMA.
10.1. Alcune proprieta degli operatori di Dirac.
Iniziamo questa lezione con una proprieta generale degli operatori di Dirac.
Proposizione 14. Sia E un modulo di Clifford hermitiano e sia I) un opertore di Dirac:
(36) D:C*(M,E) — C*(M,E)

Se lazione di Clifford & unitaria e VF & una connessione di Clifford, allora operatore di Dirac ¢
formalmente autoaggiunto:

(37) (Bs,s') = (s,Dps") Vs,5' € C®°(M,E)

Dimostrazione. Per definizione
(s,8") = / < 5,8 > dvol .
M

Sappiamo che, per il teorema della divergenza (35),
(38) / (d*w)dvol =0 Yw € Q' (M)
M

Basta quindi verificare che
(39) <DPs,s' > — < 5,Ps' >=d*w per qualche w € Q'(M)
Si scelga una base locale ortonormale e; tale che V¢,e; =0 in m € M: si ha, in m,

<DPs,s' > — < 5,Ps’ >=

—<Z Ve, S, s> —<s, Z Veas >=
—Zea<c 35>

dove si & usato il fatto che la connessione & di Clifford e I’azione unitaria. Sia ora w € Q'(M)
definita come segue:

(40) w(X)=—<c(X*)s,s >

allora, in m € M vale la seguente uguaglianza:

d'w = —Z V LW =
= —Z Veow)(€q) Zea

Nell’'ultimo passaggio abbiamo utilizzato la scelta particolare di base locale ortonormale e la definizione
di connessione sul fibrato cotangente:

(41) (Vx0)(Y) = X(0(Y)) - 6(VxY)
Abbiamo in definitiva dimostrato che < Ds,s’ > — < s,]ps’ >= d*w che & quanto basta per
concludere.

Osservazione: Sia (V,q) uno spazio vettoriale euclideo di dim V = n; sia F un modulo di Clifford
per V; sia {v1,... ,v,} una base per V. Ricordiamo che C*(V, E) sono le funzioni a valori in E,
mentre z1, ... ,Z, sono le coordinate indotte da {v1,... ,v,}. Rimane definito operatore di Dirac
associato a questo modulo di Clifford :

(42) p=> c(vi)a—z
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Un semplice clacolo dimostra che :
0? 0?

2—_—_ —_—

A destra c’¢ il Laplaciano A; vediamo quindi che I) & una radice quadrata di A. Questo risul-
tato si generalizza alle varieta differenziabili (formula di Bochner/Weitzenbock/Lichnerowicz; verra
dimostrata nella Lezione 12).

Introdurremo ora un importante operatore di tipo Dirac su particolari varieta differenziabili, le
varietd spin. Per definire le varietd spin abbiamo bisogno di ulteriori informazioni sull’ algebra di
Clifford CI(V,q) e sulla sua complessificzione.

10.2. Teorema di periodicita per le algebre di Clifford.
Introduciamo le seguenti notazioni:
C(V,q) = Cl(V,g) ©C
Cl(k) = CU(R*, <, >gk).
Teorema 10. TEOREMA DI PERIODICITA Sia V = R¥ con la metrica standard. Allora si ha un
isomorfismo di algebre:

(44) CI(RF2) ~ CI(RF) @ My (C).

Dimostrazione. Consideriamo le matrici di Pauli:

(0 (0 (0 -1\
Y2 = 0 —i Y3 = i 0 Y4 = 1 0 =273

E facile verificare che valgono le seguenti relazioni:
Y32 = —V4 Y2v4a = —3 YaY2 = 73
. ([ -10
’YZZ - 0 1
Supponiamo ora che sia k > 1 e definiamo un’applicazione:
f:Clk +2) — CI(RF) @ Mo (C)
come segue: sia {&1,-.. ,&k, k+1,Ek+2} una base ortonormale per RF+2 allora

1 — Id

& — &®(yi) per1<j<k
b1 — Id®7ys
£k+2 — Id® Y4

Un facile calcolo mostra che

F&)F (&) + F(&5)f (&) = —20i51d

L’applicazione f puo essere quindi estesa come omomorfismo di algebre a tutta I’algebra di Clifford
CI(RF*2). A titolo di esempio: per 5,1 < k

ree=ga( o 7 )

rere) -ag (g 1 )
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e quindi, sommando le due relazioni si ottiene:

FEN (&) + f(&)f(&) = —20;1d

come si voleva. Analogamente:

FEa)F(&) + FENfErr) = QA @73) (¢ ®@72i) + (& © 7121) (®73) =
= §®iny3+E®iyyr =0

Le altre relazioni di dimostrano in maniera analoga. Vogliamo dimostrare che f & biunivoca.
Ragionando sulle dimensioni si vede che bisogna, solo verificare che eésuriettiva. Basta osservare che
denotati con :

Qpari = prodotto di un numero pari di elementi di {3, ..., &}

Qgispari = prodotto di un numero dispari di elementi di {¢1,... , &}

si ha:

Qpari — Cpari ® Id

1 0
Odispari F— Odispari @ ( 0 —1 )

—1

i 0
Aparilk+1&k+2 > Qpari @ ( 0 , )

. -1 0
adispari§k+1£k+2 ? AdisparitY27Y3Y4 = Odispari ( 0 —i )

0 1
aparifk—kl = Qparsi (29 ( i 0 >

0 —:
O‘dispariék—kl —— Qdispari ® ( i 0 )
0 -1
apari§k+2 > Opari & 1 0
01
adispariék—l—? > Qdispari ® 10

E ora ovvio che gli elementi a destra generano tutto Cl(k) ® Max2C. Abbiamo quindi dimostrato
la tesi del teorema per k > 0. Per k = 0 definiamo f da CI(2) a Myyx2C mandando &; in y3 e & in
4. Anche questa f si estende ad un isomorfismo di algebre O

Osservazione.

CI(R) = R[z]/(z* +1) ~C
C(R) ~C®C

Utilizzando questa osservazione ed il teorema di periodicita otteniamo il

Corollario 3.

(45) CI(2k) = Mk , o4 (C)
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Da questo corollario si deduce che le algebre di Clifford di dimensone pari sono algebre di matrici.
Per le algebre di ordine dispari si ottiene:

(46) Cl(2k + 1) = Mok x 2 (C) & My 51 (C)

Osservazione.
Vi ricordo che CI(k) & graduata:
Cl(k) = CI°(k) ® CI* (k)
dove CI° (k) indica un numero pari di prodotti, mentre CI* (k) indica un numero dispari di prodotti.
Si ha:

Proposizione 15.
Cl(k+1) ~Cl(k)

Dimostrazione. Sussiste di fatto il seguente isomorfismo:
Cl(k +1)° ~ CI(k) (reale)
Infatti fissiamo una base ortonormale in R¥ @ R e consideriamo I’applicazione:
f:RE — Cl(k+1)°
& — &kt
Allora:

FEN&G) + FENF&) = &ilkr1&5€k+1 + &ik+16ibk+1 =
= &€+ &l = —20;
pertanto
f:Cl(k) — CI°(k + 1)

¢ ben definita ed & un isomorfismo (& suriettiva e le dimensioni sono uguali). O

10.3. Il gruppo Spin.

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo orientato, dimV > 2, con prodotto scalare q. Consideriamo
il sottoinsieme di CI(V, q)

Pin(V) ={a € Cl(V,q) la=mn1---m,n; €V, || n; |’= 1}

dove || n ||>= q(n,n). Tale insieme ha una struttura di gruppo perche:

(m-m) "t =m i (=1)!

Definiamo ora il gruppo:

Spin(V) = Pin(V) N CI°(V, q)
pertanto

Spin(V) = {n---nap, || mj [|I= 1}
dove

(m--mo) ' =mrem

Notare che per gli elementi a € Spin(V) si ha a=! = a”, dove con 7 si intende I'ovvia operazione
di trasposizione sull’algebra di Clifford: (n;, ---n;,)T = (—1)7’(1’*1)/2(77,-]) My )-
Definiamo ora un’azione di Pin(V') su CI(V,q): sia w € Pin(V), z € Cl(V,q):

p(w)(z) = wrw™?.

T
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Per ogni w, p(w) & un omomorfismo di algebre: infatti

p(w)(zg) = wryw™ = wrw™ wyw™" = p(w)(z)p(w)(y)

Quest’azione trasforma V < CI(V, q) in se stesso; infatti siano datiz € V, w e V, || w ||= 1,

p(w)(z) = Ru(z)
dove R, ¢ la riflessione rispetto a (Rw)*. Infatti, per ogni z € V, z = aw + ', con w' € (Rw)=*.
Allora ¢(w,w') = 0, quindi ww' = —w'w; ne segue:
pw)(z) = w(aw + puw')(—w) = (a — puw'vw)(-w) = —aw + fu’ = Ry(z)
(per capire questi passaggi basta disegnare i vettori e fare la proiezione). Allora, per ogni w €

Spin(V), p(w) lascia V invariato ed agisce su V' come un elemento di SO(V') (si hanno soltanto un
numero pari di riflessioni). Da ci0 segue che:

p: Spin(V,q) — SO(V, q)
e p() € un omomorfismo di gruppi. Vediamo anche che p & suriettiva per una nota proprieta delle
trasformazioni ortogonali ( una conseguenza del Teorema spettrale) :
se P € SO(V) allora P = Ry, --- Ry,, con la condizione 2p < dimV ; pertanto
P = p(n---n2p)
A questo punto possiamo studiare il Kerp:
Lemma 3. Valgono le seguenti:

i. Se dimV =2m allora Z(Cl(V,q)) =R-1;
ii. Se dimV =2m+1 allora Z(Cl(V)) = Span(1,&; - -+ Eamy1)-

dove Z(Cl(V,q)) é linsieme degli elementi che commutano con tutti gli elementi dell’algebra.
(Z(CIl(V,q)) si dice centro dell’algebra di Clifford.)

Osservazione. Dall’ultima relazione si vede che nel caso di dimensione dispari:
Zcvync®v)y=Rr-1

Dimostrazione.
i. Consideriamo {e1, ... ,en} base ortonormale di V. Siav € Z(CI(V)); allorav = 3>, ;. Chive .

e, per ipotesi, v - e; = e; - v. Fissiamo ora e;, ---€;,; se p & pari e i € {i1,... ,ip}, allora

€iCiy """ €ip = —€iy " " €€
Se p e disparie i & {i1,...,ip}, allora

€iCiy """ €i, = —€iy " €i €

Pertanto, per ogni multiindice |I| > 0, 3i € {1,... ,n}, tale che

eer = —€ere;

da cui segue che v & necessariamente un multiplo dell’identita.
ii. La dimostrazione ¢ analoga alla precedente.

O
Sia ora w € Kerp; allora Vo € V:

w-Tr-w

ip
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ciotw-z =z-w Yz € Vequindiw € Z(Cl(V))NSpin(V). Da questa relazione e dal Lemma segue
che w = £1 e quindi Kerp = {£1}. Possiamo quindi concludere che Spin(V) & un rivestimento
2—1di SO(V); inoltre & un gruppo di Lie percheé sottovarietad di un’algebra. Verifichiamo che ¢ un
rivestimento non banale: basta mostrare che, essendo SO(V) connesso, tale & anche Spin(V).

Proposizione 16. Spin(V) é connesso.
Corollario 4. Spin(V) non é unione disgiunta di due copie di SO(V).

Dimostrazione della Proposizione: Dato che SO(V) & connesso si ha che Spin(V) ha al piu 2
componenti connesse, una che contiene 1, l'altra che contiene —1 . Basta allora verificare che (—1)
¢ connesso ad 1 da un cammino. Consideriamo
w(f) = ((cosB)e1 + (sinB)ez) - (—(cos f)ey + (cos B)es)
con {ey,...,e,} base ortonormale per V. Si vede che
w(f) € Spin(V) w(0) =1 w(f)=-1

e la Proposizione ¢ dimostrata.

Inoltre Spin(V) con dimV > 3 & semplicemente connesso (per la dimostrazione di questo fatto

basta utilizzare il fatto che S™ & semplicemente connesso: un laccetto in Spin(V') € un prodotto di
laccetti:
Y1(8) -+ - Yan(2)
ciascuno dei quali si trova nella sfera dello spazio vettoriale , ciog ~y; laccetto in {v € V||| v ||= 1},
che & semplicemente connesso.) Quindi Spin(V') & un rivestimento 2 — 1 di SO(V') non banale ed
¢ il rivestimento universale se dimV > 3.
Si ha quindi:
Lie(Spin(V)) ~ Lie(SO(V))
Piu precisamente vale la seguente
Proposizione 17. Sia A l'isomorfismo:
X: Lie(SO(V)) — Lie(Spin(V)) C CI%(V)
inverso di Lie(p) : Lie(Spin(V)) — Lie(SO(V)); allora

1
MAij) = L Aijeie

Dimostrazione. Consideriamo V = R¥ con il prodotto scalare canonico. Basta mostrare la tesi per
le matrici A con A;; = 1, Aj; = —1 e le altre componenti uguali a zero. Allora A = ¢'(0) dove

g(t) € SO(n)

g(t)e; = (cost)e; + (sint)e;
g(t)e; = (cost)e; — (sint)e;
gltler = ek per k #1i,j

cioe A ¢ il vettore tangente alla curva g(¢) in 0. Solleviamo g(t) a Spin(n); definiamo
h(t) = (cos 1) + (sin )eie; € Spin(n)
Con semplici calcoli di trigonometria si vede che h(t) € Spin(n) e p(h(t)) = g(t). Inoltre

1
hI(O) = 56€i€; =

5 (eiej — eje;)

1
4
che & quello che dovevamo dimostrare. [
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10.4. Rappresentazioni del gruppo Spin.

Ricordiamo che

Cl(2k + 1) = M (2%) @ Mc(2*)
dove CI(2k) = CI(R* q) ® C. Quindi C2", che & I'unica rappresentazione irriducibile di M (2*), &,
a meno di isomorfismi, 1'unica rappresentazione irriducibile di CI(2k). Al contrario Cl(2k + 1) ha
due rappresentazioni irriducibili ottenute proiettando sul primo e secondo fattore rispettivamente.
Sia ora V uno spazio euclideo di dimV = 2k.
Ricordiamo che Pin(V) C CI(V), pertanto tramite I'isomorfismo tra CI(V') e CI(2k) otteniamo una
rappresentazione:

{ CI(2k) = Mg (2%) algebra di matrici

R : Pin(V) — GI(C,2F)
che, per quanto detto, & necessariamente irriducibile (Pin(V) genera tutta ’algebra che non ha
sottospazi invarianti); restringendoci a Spin(V) si ottiene la rappresentazione spin

A : Spin(V) — GL(C,2F)
Proposizione 18. A ¢ una rappresentazione unitaria che é somma di due rappresentazioni ir-

riducibili (non equivalenti):
Ay : Spin(V) — GL(S%)

con € = St @ S5~
Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che la rappresentazone di Pin(V') ¢ irriducibile. Ricordiamo
ora che

Cl(2k)° ~ Cl(2k — 1) ~ M (2871) @ M (2F71)
quindi, restringendo la rappresentazione da Pin(V) a Spin(V) C Cl(2k)° ho due rappresentazioni
irriducibili (proiezione sul primo e sul secondo fattore). Quindi la restrizione di R a Spin(V) ci da:

A Spin(V) — GL(ST) @ GL(S™)
pertanto A4 sono definite e sono irriducubili; vediamo infine che
A : Spin(V) — U(2F)

Definiamo l'involuzione su CI(2k):

(Z Clez'1 PP eik)* — Zéleik [P eil

Se s € Spin(V) allora ss* = 1; si verifica inoltre che l'isomorfismo CI(2k) ~ Mc(2¥) & uno
*—isomorfismo con:

quindi

Id= Afw-w*) = Alw)Aw)

da cui segue che A & unitaria. [J

Osservazione. Per costruzione lo spazio vettoriale ST @ S~ = C2* & un modulo di Clifford perche
¢ stato ottenuto per restrizione da un modulo di Clifford. Anzi:

End(S) = C(V,q)

Quindi S ¢ una rappresentazione di Spin(V) ed & un modulo di Clifford. Vedremo la prossima
volta che di fatto ’azione di Clifford degli elementi di V' & dispari rispetto alla decomposizione:

S=Ste S~
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Passiamo al caso in cui la dimensione dello spazio V' ¢ dispari: procedendo in maniera del tutto
analoga si dimostra la

Proposizione 19. Sia V euclideo, dimV = 2k + 1. La restrizione di
Cl%(V) ~ Mc(2¥)

a Spin(V) é una rappresentazione unitaria irriducibile.
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11. Lezione 11. NOTE A CURA DI PAOLO BRAVI.
11.1. Riassunto.

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo orientato, denotiamo con ¢ il suo prodotto scalare. De-
notando con CI(V,q) 1'algebra di Clifford (reale) e con Cl(V,q) la sua complessificazione, si ha il
seguente:

Mc(2*) se dimV = 2k
Mc(2F) @ Mc(2%) se dimV =2k + 1

Ricordando che Spin(V) = {n...n9p : [In]|* =1} C CI°(V) si ha il seguente.

Cl(V,q) =~ CI(V) ~ {

Teorema 11. Spin(V) é un gruppo di Lie di dimensione w ed ¢ un rivestimento 2 a 1

di SO(V') (semplicemente connesso se dimV > 3).

Se dimV = 2k, CI(V) ~ Mc(2*¥) ha un’unica (a meno di isomorfismo) rappresentazione ir-
riducibile S = C2". Restringendo questa rappresentazione a Spin(V) C CI(V) C CI(V) otteniamo
la rappresentazione Spin(V) — Aut(S), detta rappresentazione spin. Abbiamo verificato che la
rappresentazione spin e unitaria e che essa si decompone in due mezze rappresentazioni. Riprendi-
amo ora questo punto con particolare riguardo ai problemi di graduazione.

11.2. Chiralita.

Ricordiamo che la graduazione di C1(V) = C1°(V) @ C1'(V) & definita prendendo come elementi
omogenei i prodotti di un numero pari (e dispari rispettivamente) di vettori. Inoltre se fissiamo una

base ortonormale {e1, ... ,eqimy} di V, possiamo considerare I' = \/—_1[dlm2v+1]el ...eqimy € Q(V).
Tale elemento ¢ detto di chiralita e non dipende dalla scelta della base. SihaI'? =1 e

e se dimV ¢ pari, ' € Z(CL(V)),

e se dimV & dispari, T' € Z (C1(V)?) e {w : Tw = —wI'} = CI}(V).

In particolare se dimV = 2k, T' induce per moltiplicazione un’involuzione in C1°(V) e quindi
una ulteriore graduazione C1°(V) = C1%(V)* @ CI1°(V)~ dove ogni elemento si decompone in

_ wHlw w—Tw
w=-"5—+"75.

D’altra parte si ha C1°(V) ~ CI(W) = CI(W)* @& CI(W)~, dove W & un sottospazio di V di
codimensione 1 e la graduazione & quella indotta analogamente da T'". Non & difficile verificare
che Iisomorfismo CI(W) ~ C1%(V) & un isomorfismo di algebre graduate. Si noti che Cl(W)~ ~
ClI(W)? ~ C1(W)* dove, ad esempio, I'isomorfismo C1(W)? ~ C1(W)* & indotto dall’inclusione di
CY(W)? in C1(W) seguita dalla proiezione su C1(W)* lungo C1(W)~. Dato che CL(W)? ~ M¢(2*~1)
si ha in definitiva C1(V)* ~ Mc(2F—1) ~ C19(V) .

Definendo §% = Ker (¢(I') FId) ~ C2*"" si ha che

C1°(V)* ~ End(S™)
C1°(V)~ ~End(S7)
Cl' (V)" ~ Hom(S™,S7)
C1Y (V)™ ~Hom(S,S™)

ovvero la seguente.

Proposizione 20. SedimV =2k e S ~ C?* ¢la rappresentazione irriducibile di CI(V'), allora
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i. S=8T® S ¢é un modulo di Clifford Zo—graduato hermitiano e l’azione di v € V ¢ dispari,
cioé,
c(v) : 8 — ST,
ii. la rappresentazione spin si decompone in due mezze rappresentazioni
A(:Ct : Spin(V) — Aut(S¥).

Dimostrazione. Se w € C1°(V) si ha T'w = wT, quindi ¢(I')c(w) = c(w)c(T) e c(w) : ST — S*.
Se w € C1°(V)* si ha T'w = w = wI, quindi ¢(w) (¢(T') — Id) = 0, ma se s € S~ allora c(w)(—2s) =
0, cioe c(w)s = 0 da cui segue che se w € Q°(V) " allora c(w) g- = 0 e analogamente se w € Q°(V)~
allora c(w) g+ = 0.

Se w € C1}(V) si ha ¢(T)c(

w) = —c(w)c(T) e quindi c(w) : $* — STF.
Analogamente ¢ (CI'(V)*) (§7) =0

ec(Cl(V)")(St)=0.0O
11.3. Varieta Spin.

Definizione 20. Sia E un fibrato vettoriale reale riemanniano orientabile su M con funzioni di
transizione {gag : Uo NUg — SO(k)}. Diremo che E ammette una struttura spin se esistono

sollevamenti {g'aﬂ :UaNUg — Spin(k)} delle funzioni di transizione (p(gns) = gap); tali che

{ Iap9pr9ra = 1
oo =1

La scelta dei sollevamenti é detta scelta di una struttura spin. Se esiste una struttura spin allora
FE si dice fibrato spin. M si dice spin quando TM lo é.

Non tutti i fibrati sono spin, cosi come non tutti i fibrati sono orientabili. [’ostruzione all’orientabilita
di un fibrato & misurata da una classe caratteristica wi(E) € H'(M,Zs) detta prima classe di
Stieffel- Whitney . Analogamente, 1'ostruzione all’esistenza di una struttura spin & misurata da una
classe wo(E) € H2(M, Z3), 1a seconda classe di Stieffel- Whitney. Vediamo, in particolare, che local-
mente una struttura spin esiste sempre. Entriamo brevemente nei dettagli delle definizioni. Per fare
questo occorre introdurre i gruppi di coomologgia di Cech di M a valori in Zy. Sia Zy = {-1,1};
scegliamo quindi la notazione moltiplicativa. Fissiamo in M un ricoprimento {U,, j} con la seguente
proprieta: l'intersezione di un numero finito di aperti & vuoto oppure contraibile. Usando coor-
dinate normali si pud dimostrare che un tale ricoprimento esiste sempre (ricoprimento con palle

goedetiche). Una j-cocatena di Cech a valori in Zy & una funzione f (g, ..., ) € Zy definita su
(4 + 1)-ple di indici tali che Uy, N--- N Uas; # () e con la ulteriore proprieta di essere totalmente
simmetrica: f(Qg(0;---, ¥ (j)) = f(ao,-..,a;) per ogni permutazione o. Il gruppo moltiplica-

tivo delle j-cocatene & denotato con C7(M;Zs). Esiste un operatore di cobordo sulle j-cocatena:
6j:CI — CItL:
(6 ) (0, -+ 1) = TG f(ao, .-, iy ooy i) -

Si verifica facilmente che 2 = 0. La coomologia di M a valori in Zy & per definizione Kerd/Imd.
Gli elementi f in C’(M,Zs) tali che §f = 0 sono detti j-cocicli. Si verifica che questi gruppi
non dipendono dalla scelta del ricoprimento. (Di fatto sono isomorfi alla usuale coomologia con
coefficienti in Zy).

Torniamo al nostro fibrato riemanniano E e fissiamo un ricoprimento geodetico banalizzante.
Siano {gs g} le funzioni di transizione di questo fibrato associate a questo ricoprimento. Quindi
gap : UaNUg — O(n). Definiamo un 1-cociclo come segue: f(o,f) = det(gag) € Zo. Dalle
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proprieta delle funzioni di transizione segue che df = 0 e che una diversa scelta di funzioni di
transizione definisce un cociclo f che differisce da f per un cobordo. La prima classe di Stieffel-
Whitney & allora definita come la classe wy(E) = [f] € HY(M, Z>).

Dalla definizione data € facile vedere che

Proposizione 21. E ¢ orientabile se e soltanto se wi(E) = 0.

Sia ora FE orientabile. Scegliamo dei sollevamenti delle funzioni di transizione al gruppo spin.
Dato che U, NUg & contraibile questo sollevamento esiste sempre. Siano g, 5 questi sollevamenti.
L’immagine tramite 'omomorfismo p : Spin(n) — SO(n) di g;, 395,97 o € uguale a I'identita. Quindi

g;[jg,lb’fyg'lya =+1= Qb(a,ﬁ,')')]l,

con ¢(a, B,7) € Zy. Si verifica che ¢ € C?(M,Zs) e che & un cociclo. La classe [¢p] € H?(M,Zy)
ed &, per definizione, la seconda classe di Stieffel-Whitney wo(F). Si dimostra senza particolare
difficolta la seguente

Proposizione 22. I fibrato orientabile E ¢é spin se e soltanto se we(E) = 0.
Elenchiamo, senza dimostrazione, le pricipali proprieta della seconda classe di Stieffel-Whitney:

Proposizione 23. Valgono le seguenti proprieta:
i. wy (L — CPY)R) #0;
ii. wo € stabile;
iii. se E é complesso, allora
8.1) ¢1(E) € H3(M, Z),
3.2) wa(ER) = c1(£) mod 27Z.

Di seguito riportiamo alcuni esempi.
i. R" & spin.
ii. Ogni 3-varieta orientabile & spin (perché in questo caso si dimostra che wo(TM) = wi(TM)?
e a destra c’e zero dtao che per ipotesi M & orientabile).
iii. Ogni varietd omeomorfa a S™ ¢ spin.
iv. Qualsiasi varietad con fibrato tangente stabilmente banale & spin (cioé se esiste V tale che
TMaV ~M xRY).
v. Le superfici di Riemann sono spin, poiché [, ¢1(TH?) =2 —2g = 2(1 — g) e quindi wy = 0.
vi. RP™ & spin sse n = 3 (mod 4).
vii. CP™ & spin sse n & dispari.
viii. HP™ & spin per ogni n.
ix. V"(d) ¢ CP™*! ipersuperfice algebrica di grado d & spin sse n + d € 27Z.

11.4. Fibrato degli spinori.

Sia M spin, scegliamo una struttura spin sul fibrato tangente, cioé dei sollevamenti g;ﬂ U N
Ug — Spin(V) delle funzioni di transizione g,p : Uy N Ug — SO(V).
11 fibrato degli spinori € ottenuto partendo dalla rappresentazione spin

Ac : Spin(k) — Aut(ST © S7)
e definendo le

giﬂ =Ac Og;ﬁ U NUg — U(S).
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Se dim M & pari allora § = ST @5~ e gl s : Us NUs — U(ST) @ U(S7).
Definiamo

$:|_|an><5,

dove la relazione di equivalenza ~ & data dalle gi 5- 3 € in maniera naturale un modulo di Clifford
hermitiano.
Se M ha dimensione 2k allora $ = $7 @ $~ & Zo-graduato.

11.5. L’operatore di Atiyah-Singer sulle varieta spin.

Sia {w5¢} la connessione di Levi-Civita su TM,
wo € Q! (Uy, Lie(SO(2K))) .
Consideriamo Lie(p) : Lie(Spin(2k) — Lie(SO(2k)) e notiamo con A il suo inverso.

Definizione 21. Le {wﬁ € Q! (Ua,Lie(Spin(Zk)))}, definite da wiy = MWL), inducono una con-
nessione

VS: C®(M,$) — CO(M, T*M ® 9).
Se e; € una base locale ortogonale di TM e

\Y

k
0 €j = wj;e
il 1jCk:
allora, utilizzando la Proposizione (17) della decima Lezione, vediamo che localmente V¥ si scrive
come segue

0 1 ,
V; = 50 + wajc(ej)c(ek),

(%)

La connessione indotta dalla connessione di Levi-Civita € una connessione di Clifford compatibile
con la metrica.

Definizione 22. L’operatore di Atiyah-Singer su una varieta spin € 'operatore di Dirac

L’operatore di Atiyah-Singer & associato ad un fibrato di Dirac. E bene notare che Poperatore di

Atiyah-Singer dipende dalla scelta dei sollevamenti, e cioe dalla particolare scelta di struttura spin.

Sara chiaro fra breve che, d’altra parte, 'indice dell’operatore di Atiyah-Singer non dipende da

questa particolare scelta. Cio non risulta vero per invarianti analitici piu sofisticati dell’indice.
Nel caso pari I'operatore di Atiyah—Singer & Zs—graduato:

P= (el ) : (M5 0 C200,87) — CX(M,F) 0 C2(5),
con P = (P°)".

Esempio. Possiamo generalizzare 'operatore di Atiyah-Singer come segue. Se W — M & un
fibrato qualsiasi dotato di una metrica e di una connessione compatile, consideriamo $ & W con
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I'azione di Clifford cw (v) = cg(v) ® Iw e la connessione vieW — 8@ 1+ 1@ VW. Possiamo
allora definire I’operatore di Atiyah—Singer a coefficienti in W come

Pw = cw o VW,

Anche questo operatore & associato ad un fibrato di Clifford. Osserviamo che

End(E) = End($) ® End(W)
= Cl(M) ® End(W)
=Cl(M) ® End@(M) (E),

~— ~—

e inoltre
QF = Se1+100%.

11.6. Enunciato del teorema di Atiyah—Singer per gli operatori di Dirac.

Teorema 12. Sia (M, g) una varietda riemanniana compatta e ) un operatore di Dirac su un fibrato

di Clifford E — M, allora
dim Ker(P) < +o0.

Teorema 13 (Atiyah-Singer per varietd spin). Sia M una varietd spin di dimensione 2k, W un
fibrato su M, allora

dim Ker Py, — dim Ker Py, = / A(M) A CH(W).
M

Vogliamo ora enunciare il teorema dell’indice di Atiyah-Singer per un qualsiasi modulo di Clifford.
Sia E un modulo di Clifford per V spazio vettoriale euclideo di dimensione 2k. Se E ¢& irriducibile
allora E¥ ~ S, altrimenti esiste W tale che F ~ S ® W. In particolare

End(E) ~ End(S) ® End@(v) (E)
~ (C](V) [ End@(v) (E)

Sia ora £ — M un fibrato di moduli, continua ad essere vero globalmente, come nel caso
dell’esempio sopra, che

End(E) ~ CI(M) ® Endgy () (E),
perché localmente, se U ¢ contraibile, Ej;y ~ $y ® W . 1l fatto che localmente E|y ~ $y ® W ha
un’importante conseguenza: utilizzando una partizione dell’unita e la connessione di Clifford locale
dell’Esempio 1 vediamo che su un modulo di Clifford esiste sempre una connessione di Clifford.
Questo fatto € importante, perch’e & solo per gli operatori di Dirac associati a fibrati di Dirac che

la dimostrazione tramite I’equazione del calore funziona.
Supponiamo che E sia un modulo di Clifford graduato, quindi E = ET & E~. Sia

+
F _ vETL 0
0 |VF
una connessione diagonale per E; associati a questi dati ci sono, come in precedenza, un operatore

di Dirac ) ed una curvatura Q. Consideriamo ¢(I')['¥ € C*®(M, End(E)) dove T'¥ & I'operatore di
graduazione di E (E* = {s: T'Fs = +s}, (FE)2 = 1) e I & Poperatore di chiralita. Poiché 1’azione
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& graduata ¢(T')I'® commuta con I’azione di Clifford ed & quindi a valori in Endgy(p)(E). Notiamo
questo elemento con /8,

Definizione 23. Sia A € C® (M, End(E)), la supertraccia di A é
Str(A) = Tr (T" 4) .

_ (At AL
=

Str(A) = ’I‘I'A_f_ + — TrA_ _.

Se

allora

Ispirati da questa definizione poniamo per A’ € C* (M, Endg(arn (E))
StrP/%(4') = Tx (PE/ $A') .

Ricordiamo ora che QF & una due forma a valori negli endomorfismi di E. Utilizzando la decom-
posizione End(M) = CI(M) ® Endgy(u)(E) vediamo che ¢’@ una decomposizione QF = QaM)
1+ 1® QF/% che localmente ¢ data dalla decomposizione dell’Esempio 1.

15 (219) = 5115 (oxp -07) ),
™

CHE/S(E) = [chE/ﬁ (QE/ﬁ)] € Hp(M,C).

Definizione 24. Ponendo

definiamo

Teorema 14 (Atiyah-Singer per operatori di Dirac generalizzati).
ind(D") := dim Ker D" — dim KerD = / A(M) CHE/S(E).
M

Per i 3 esempi considerati nella lezione 7 si pud dimostrare con argomenti di algebra lineare (ma
non & proprio banale) che l'integrale a destra si specializza agli integrali che compaiono a destra
negli enunciati dei 3 teoremi.
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12. Lezione 12. NOTE A CURA DEL DOCENTE.

12.1. Laplaciano associato ad una connessione.

Sia (M, g) una varietd riemanniana compatta senza bordo. Consideriamo un operatore di Dirac
D su un fibrato di Dirac E — M di rango k. Abbiamo gia visto che se (z,£) € TxM allora il
simbolo principale di )? & dato da

a2(P?)(2,€) = |I¢]]* 1d,
dove ||£]|? = g2(&,€). In coordinate locali questo vuol dire che
n? = —(Z 970;0;) I, + termini di grado 1 e grado 0

dove abbiamo denotato con Ij la matrice unita k£ x k. Dimostreremo ora una formula molta precisa
per 2.

Ricordiamo che ) = co V¥ con ¢ : C®°(M, T*M ® E) — C®(M, E) un’azione di Clifford unitaria
e VP :C®(M,E) — C®(M,T*M ® E) una connessione di Clifford hermitiana. Il fibrato T*M ® E
ha una metrica naturale data dalla formula:

< ¢®S,¢'®SI > ME=< ¢,¢I Sy < S,sl >E

Questa metrica induce, per integrazione su M, un prodotto scalare L? su C*°(M,T*M ® E). Ha
quindi senso considerare 'aggiunto formale di V¥ = V:

V*:C®(M, T*"M ® E) — C*(M, E) .
L’operatore
V*V :C®(M,E) - C®(M,E)
e detto Laplaciano associato alla connessione V.
12.2. Formula di Weitzenbock/Bochner/Lichnerowicz.

Sia ora QF € C®(M, A’M ® End(E)) la curvatura di V. Fissiamo una base ortonormale locale
{e;} con base duale {e/}. A partire dalla curvatura pssiamo definire QF € C*°(M,End(E)):

08 (s) = 5 3 e(e)e(e)2P (e, )5
ik

La definizione ¢ ben posta, indipendente dalla scelta di base ortonormale.

Teorema 15. (Weitzenbock/Bochner/Lichnerowicz) Per un operatore di Dirac ID su un fibrato di
Clifford vale la formula:

(47) D?=v'v+QF

Per dimostrare la formula abbiamo bisogno di due Lemmi. Ricordo che se X & un campo di vettori
su (M,g), X € C*(M,TM), allora la sua divergenza & la funzione div(X) definita dall’identita

—div(X)dvol = d(i(X)dvol).
Lemma 4. Fissiamo una base ortonormale locale {e;} con base duale {€’}. Vale la formula:

(48) Vi = V., + div(e:)
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Dimostrazione. Vs € C*°(M, E) si ha (s, V. s') = (V,;s,s'); utilizzando la compatibilita di V con
la metrica di F abbiamo 1'uguaglianza con

(49) —/ < 8,V sl > dvol+/ e; < 5,8 > dvol
M M

Sia Lx la derivata di Lie rispetto ad un campo di vettori X; & ben nota la formula Lx = doi(X)+
i(X) o d per la quale rimandiamo, ad esempio, a libro di Warner Foundations of differentiable
manifolds and Lie groups. Utilizzando la proprieta di derivazione di L., e la formula appena scritta
possiamo eguagliare I'ultimo membro di (49) a

(s,—Ve;s') + /d(z’(ei)(< 5,8 > dvol)) +/ < 8,8 > div(e;)dvol
M

da cui segue il Lemma, per il teorema di Stokes.

Lemma 5. Vale la sequente formula:

(50) ViVs =) ViVes=—Y (Vi —div(e)Ve,)s

Dimostrazione. La seconda formula segue dal Lemma precedente. Sia s € C®(M, E); localmente
Vs =) ¢/ ® Ve;s. SihaVs' € C*(M, E):

(V* (6j ® S), SI)E = (ej ® s, VS’)T*M@,E =
(¢ ®s, Z ¢ @ Ve, )1 mer = (5,Ve;s)E = (Ve;s,8)E
e quindi V*(¢’ ® s) = V s. Abbiamo, infine,
V'Vs=V* () e @Ves) =) Vi Ves

ed il Lemma & dimostrato.

Dimostrazione del Teorema. Scegliamo una base locale {e;} tale che in m € M si abbia V. e; = 0.
Si ha allora, in m, [e;, ej] = 0, div(e;) = 0. Allora, in m, si ha

P*s = c(e) Ve, (c(e))Ve;8) =

1]

= Z c(ei)c(Veiej)Vejs) + Z c(ei)c(ej)VeiVejs =
i,J 2%

=0- Z Ve, Ve;s+ Z c(ei)c(ej)(VeiVej — Ve, Ve;)s =
i i<j

=V*'Vs+ OFs.

Nella seconda uguaglianza si & usata 1’ipotesi che la connessione sia di Clifford.
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12.3. Curvatura scalare positiva.

Vediamo come sia possibile in alcuni casi dare una formula precisa per Qf . L’ esempio forse piu
famoso & dato dal fibrato degli spinori su una varietd M spin: E = $ — M. In questo caso si ha

1 1
(51) 0f = 1 (curvatura scalare) = M

Si ricorda che la curvatura scalare rjs € per definizione:
™M = § Riymim-
Im

Otteniamo allora la formula di Lichnerowicz: per 'operatore di Atiyah-Singer su una varieta
spin risulta

1
(52) D? =V*V + 1™

a (51), e quindi la formula di Lichnerowicz, si dimostra usando la formula esplicita per la

connessione spin (Lezione 11)
0 1
Vi= 4 —whi(ed)c(er
P= g+ quliel@)e(e)
con wfj i coeflicienti della connessione di Levi-Civita, e, inoltre, le simmetrie del tensore di curvatura
di VL€ e le regole di anticommutazione nell’algebra di Clifford. Omettiamo i dettagli che sono di
natura algebrica elementare.

Pil1 in generale se
1
(53) E=$®W allora QF = v Qv

e otteniamo quindi la formula di Lichnerowicz per l'operatore di Atiyah-Singer su una varieta
spin a valori in un fibrato W

(54) D?=vV'V + —rM + ) cleh)e(e) QT (e, e5) -

1<j

In generale, abbiamo il seguente immediato ma fondamentale corollario della formula di Bochner/Weitzenbock /L

Corollario 5. Se Vm, QF ha autovalori strettamenti positivi allora non ci sono soluzioni non
banali dell’equazione IP?s = 0.

Dimostrazione del Corollario. Esiste ¢ > 0 tale che (QFs,s) > c||s||?> per ogni s. D’altra parte
(V*Vs,s) = (Vs,Vs) > 0. Quindi se

D?s =0= (QFs,s) = —||Vs|®>+ < D%s,5 >< 0.
Ne segue che necessariamente s = 0 ed il corollario & dimostrato.

Ci sono alcune conseguenze fondamentali di questo corollario. Una verra presentata dopo il
Teorema di Hodge (Lezione 14); altra, sulle varietd spin, possiamo vederla subito.

Dal corollario (5) e dalla formula di Lichnerowicz segue che se (M, g) & spin e se g(, ) ha curvatura
scalare positiva allora Ker)? = 0; dato che I & simmetrico cid implica immediatamente che
Kerp = 0. In particolare ind()p*) = 0.

Importante applicazione della formula di Atiyah-Singer su varieta spin (Lezione 11) e della for-
mula di Lichnerowich (52) é quindi il seguente :
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Corollario 6. Se M ¢ una varietd spin di dim 4K e se

[ ) £o
M
allora M non ammette una metrica con curvatura scalare positiva.

L’interesse di questo corollario & nella condizione
AM) = /M[,Z(TM)] £0

che ¢ di natura topologica. In parole: abbiamo trovato una ostruzione topologica all’esistenza di
metriche con curvatura scalare positiva.

Ad esempio (vedi Lezione 11) se d € 27Z allora V?#(d) c CP?*!, con d > 2k, ipersuperficie di
grado d, &€ una varietd spin di dimensione 4k; si puo dimostrare che A\(V%(d) # 0 e quindi questa
varieta mon ammette una metrica con curvatura scalare positiva.

12.4. Spazi di Sobolev.
Consideriamo un fibrato vettoriale £ complesso su M. Fissiamo una metrica su F e una con-

nessione V¥ = V. Consideriamo:

Islit =3 [ V5| avolus

j<k I M

dove
VO] =< 5,5 >p
||V18||2 =< VE*S,VES >T*M®*E‘
|V2s]|2 =< VITMREGE gT"MIEGE >0y ore v
etc...

(55)

Si noti che questa norma & associata ad un ovvio prodotto scalare:
sl =< 8,8 >k -

Definiamo gli spazi di Sobolev: Hy(M,E) é il completamento di C*°(M,E) nella norma |.||.
Ho(M,E) = L?(M, E) per definizione. Hy(M, E) & quindi uno spazio di Hilbert. Gli spazi di
Sobolev sono uno strumento fondamentale nello studio delle proprieta analitiche degli operatori
differenziali. I seguenti tre risultati sono fondamentali. Nell’enunciato e sottointeso che le immer-
sioni sono tutte continue:

Teorema 16. Sia n = dim M.
1. C¥(M,E) — Hy(M,E), Yk > 0.
2. [Immersione di Sobolev] Se s > % + k = Hy (M, E) < C¥(M, E).
3. [Lemma di Rellich] Se s > s' = Hy(M,E) < Hy(M, E) e "immersione
¢ un operatore compatto.

Idea della Dimostrazione. Con una partizione dell’unita ci si riduce al caso di M =T", T" =R" \
(27Z)"™, e fibrato E banale. Per capire questo punto occorre ragionare sui coefficienti delle metriche
e delle connessioni coinvolte nella definizione di norma di Sobolev. I dettagli sono elementari ma
un po lunghi e 1i omettiamo. Si vede quindi che Hy(T™) & il completamento di C*°(T™) rispetto
alla norma
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=3 / D 2da

|s|<k

dove D% = (\ﬁaxl)al (\/%7%)“”
Il modo migliore per studiare Hy(7T™) & tramite le serie di Fourier. Ricordiamo che la serie di
Fourier di f € C>®(T") &

— E alueZU.’,C

f(z)e ¥ de = f(a:)e_i”'xa;:.
Tn

con 1
ay = f(lj) = (27’!’)”

La serie di Fourier di f converge uniformemente ad f con tutte le derivate. I coefficienti f (v)
sono rapidamente decrescenti in v. Inoltre dal fatto che le funzioni

n

1 2 wex
b, x — 5. ) €
™

costituiscono una base ortonrmale di L2(T™) segue l'identit3 di Parseval:

27 AVZ
| 15pE =S 1w

Possiamo allora scrivere:

| 0o sPd = 15
Siccome

Def(v) = / D fe vy =
/ Vafe_iz'ug.’;‘ — I/af(ll)

> [ 0etds = 3 S Pifw

la| <k la|<k Vv
=Y "> W PHIfw)
v le|<k
Osserviamo ora che Yk > 0 esiste C}, tale che

Yo P <+ <Y P

la|<k lal<k

abbiamo in definitiva

Ma allora || ||z € equivalente alla norma

7R = D@+ ) FIf )

v

che & associata a sua volta al prodotto scalare:

< f9>= ) 1+ f)alv)

v
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I tre risultati sono stati ora tradotti nel linguaggio delle serie di Fourier e la loro dimostrazione
segue dalle proprietd di queste ultime. Per i dettagli vi rimando, ad esempio, a Griffiths-Harris
Principles of Algebraic Geometry oppure al libro di Roe Elliptic operators, topology and asymptotic
methods.
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13. Lezione 13. NOTE A CURA DI GERARDO MORSELLA.

13.1. Disuguaglianza di Gérding.

Sia M una varietd compatta e senza bordo, e si fissi su di essa una metrica riemanniana (-,-)7™;

indichiamo con (-,-)”"™ la metrica da questa indotta su 7* M. Sia poi E un fibrato di C1(M)-moduli
unitari di rango k, con metrica (-,-)¥, e sia V¥ una connessione di Clifford su E. Ricordiamo che
per ogni intero non negativo r, 'r-esimo spazio di Sobolev di sezioni di E, H,.(M, E), & definito
come il completamento di C*°(M, E) nella norma

(56) || s]|2 ::Z/ (Vis,Vis)dvol,
j=0’M

dove Vs := s, Vls:= VEs, V25:= VI"MB®EYGE; ¢ cosi via, e dove le parentesi angolari all’interno
dell’integrale indicano la metrica naturale su 7*M®J @ E indotta da (-,-)7 M e (-,-)¥. Per brevita,
e quando cid non generi confusione, porremo H, := H,.(M,E) ed H := Hy = L*(M, E). Come si
verifica facilmente, ogni H, & uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare (:|-), definito a partire
dalla (56) per polarizzazione e densita. Porremo anche (-|-) = (+|-)o-

Sia P 'operatore definito da V¥ e dall’azione ¢ di CI(M) su E; allora, per quanto visto nelle
lezioni precedenti, ) & un operatore densamente definito e simmetrico sullo spazio di Hilbert H.
Inoltre, come gia osservato, si pud pensare ¢ come una sezione del fibrato Hom(T*M ® E, E), e se
allora || - ||, indica la norma operatoriale su Hom (7} M ® Ey,, Ey,), si vede facilmente che, per la
compattezza di M, la quantita ||c(m)||,, € limitata: infatti, localmente ¢(m) & una matrice i cui
elementi dipendono in maniera C* da m, e la norma ||-||,,, &€ maggiorata da una norma indipendente
da m. Indicando allora con a il massimo di tale quantita si ottiene, per ogni sezione s € C*°(M, E),

(57) 1Ps||2 = / (c(VEs), o(VEs))dvol < a? / (VEs, VEs)dvol < a2||s||2.
M M

Vale poi una disuguaglianza che €, essenzialmente, I'inversa di questa.
Teorema 17 (Garding). Esiste una costante Co > 0 tale che, per ogni s € C*°(M, E), sia
[Isllx < Co(lIPsllo + lIsllo)-

Proof. Ricordiamo la formula di Bochner- Weitzenbrock-Lichnerowitz:
P =v'Vv+F

dove V* denota I'aggiunto formale di V = V¥, e dove, se {e;} & una base locale di TM, ed {e'} &
la relativa base duale,
1 o
QF(s) = 3 Z c(e')e(e?)QF (e, e4)s.
irj
Si ha allora, per la simmetria di }) (e indicando con || - [|o anche la norma di Ho(M,T*M ® E)),

D5 = (Psls) = IVs]§ + (2csls),

da cui, essendo QF € C*®°(M,End(E)) limitato, come operatore su H, per la compattezza di M
(con argomento identico a quello usato sopra per c),

IVsllg < IDsllg + (2 sls)| < CUIPsIIG + lIslIF),
con C > 0 costante opportuna. Essendo allora ||Vs||3 = ||s|? — ||s||3, si ha

Islls < (CIPsl§ + (C + D)lIslIF) " < Co(IBsllo + lisllo),
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avendo usato va2 + b2 < a+b, a,b > 0, ed avendo posto Cy := /C + 1. O
Piu in generale, vale il risultato seguente, di cui omettiamo la dimostrazione.

Teorema 18. Per ogni intero non negativo r, esiste una costante C. > 0 tale che, per ogni s €

C®(M,E), sia
(58) [sllr+1 < Cr(lIPs]lr + [[5]]r)-

Queste diseguaglianze permettono, come vedremo, di estendere ) ad un dominio pit grande,
ottenendo cosi un operatore autoaggiunto.

13.2. Soluzioni deboli.

Definizione 25. Il grafico di P ¢é il sottospazio di H ® H
G:={(s,Ps) : s € C*(M,E)}.

Naturalmente, tale definizione si puo ripetere per ogni operatore densamente definito su uno
spazio di Hilbert H, sostituendo a C*°(M, E) il dominio dell’operatore considerato. Il lemma
seguente afferma che P & un operatore chiudibile.

Lemma 6. Sia G la chiusura di G nella norma di H @ H. Allora G é ancora il grafico di un
operatore densamente definito su H.

Proof. G & ancora un sottospazio di H® H, e quindi, per linearitd, basta verificare che se (0,y) € G,
allora y = 0. Sia allora (z;);en € C*°(M, E) una successione tale che (z;,]z;) converga a (0,y)
in H® H, cio¢ z; — 0 e Pr; — y in L?(M, E); allora, dalla simmetria di ) segue, per ogni
s € C*(M, E),
= ]_. ; = - =
(vls) = lim (Pajs) (z|Ps) =0,

da cui y = 0. O

lim
j—+oo

Osservazione Nella dimostrazione precedente, non si & mai usato il fatto che }) & un operatore di
Dirac, e pertanto la si puo ripetere, mutatis mutandi, per ogni operatore simmetrico e densamente
definito su uno spazio di Hilbert.

L’operatore di cui G & il grafico & detto chiusura di I, e verra indicato con . Il suo dominio &
per definizione il sottospazio Dom () di H degli z € H per cui esiste y € H tale che (z,y) € G,
cioe

Dom (E) ={z € H:3(zj)jen C C*(M,E),y € H per cui z; = z,Pz; — y},

e se (r,y) € G, si pone Dz :=y.

Dalle diseguaglianze dimostrate sopra si ottiene allora Dom (E) =Hi:sex€ H exj — x,in
Hi, z; € C™, allora dalla (57) segue che (Pz;);en € convergente in H, e pertanto z € Dom (P ),
viceversa se (z,y) € G e (zj,Dz;) = (z,y) in H ® H, z; € C*, dal teorema di Garding segue che
(zj)jen € di Cauchy in Hi, e quindi converge, in Hq, ad una &, ma poiché || - ||; & piu forte di || - ||o,
2 =i € Hy. E poi chiaro che D & anch’esso simmetrico.

Siano z,y € C*, con Pz = y, allora, per ogni s € C*,

(z|Ps) = (D=|s) = (yls),
ma ha senso considerare I'eguaglianza tra il primo e 1'ultimo membro per arbitrari z,y € H. Questo
conduce alla nozione di soluzione debole per ’equazione Pz = y.
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Definizione 26. Siano z,y € L?>(M,E). Diremo che Pr = y debolmente, se, per ogni s €
C®(M, E), vale (z|Ds) = (yls).

In realta, ogni soluzione debole & una soluzione forte per 1’equazione associata alla chiusura di

Teorema 19. Siano z,y € L?(M, E) tali che Dz =y debolmente. Allora x € Dom (E) e Pz =y.

Prima di dare la dimostrazione di questo teorema, abbiamo bisogno di alcune definizioni e risultati
riguardanti la regolarizzazione di operatori di Dirac.

Se E1, E5 sono fibrati vettoriali su M, e si indicano con p; : M x M — M, ¢ = 1,2, le proiezioni
canoniche, si puo considerare il fibrato HOM(E1, E2) := pi(E2) @ p5(ET), la cui fibra su (m1,m2)
e HOM(ElaEZ)(ml,rrm) = (EQ)ml ® (Eik)mz = Hom((El)mz, (E2)m1)'

Definizione 27. Siano E;, i = 1,2, fibrati vettoriali su M. Un operatore limitato F : L?(M, Ey) —
L?(M, E3) ¢ detto regolarizzante se esiste Kp € C®°(M x M,HOM(E, E,)) tale che, per ogni
s € L2(M,E),

(Fs)(ms) = /M K (ma, my)s(my)d vol(my ).

Osserviamo che se By = Ey = E, e se Kp(mg,m1)* = Kp(mi,m9) (aggiunto fatto rispetto ai
prodotti scalari (-, )ELI e (-, -)52, su En,,, En,, rispettivamente), allora F. & un operatore autoag-

giunto su L?(M, E).
13.3. Mollificatori di Friedrichs. Debole=Forte.

Definizione 28. Un mollificatore di Friedrichs per P é una famiglia (F;).>o di operatori regolar-
izzanti su L?*(M, E) tali che:

i. (Fy)e>o0 € uniformemente limitata in norma: sup,~ || Fz| < +00;
ii. ([, Fe])eso si estende ad una famiglia uniformemente limitata di operatori, come in (i);
iii. per e — 0, F. converge debolmente all’identitd su L?>(M, E), cioé per ogni x,y € L*(M, E),
lim._,o(z|Fey) = (z|y) (in simboli Fy — T).

Notiamo che, poiché chiaramente sia F, che J), mandano sezioni C* in sezioni C*°, il commu-
tatore [], F¢] & inizialmente definito sul sottospazio denso C*(M, E) di H.

Lemma 7. Esistono sempre mollificatori di Friedrichs autoaggiunti per ].

Proof. La omettiamo. Ci limitiamo a dare la definizione di F,. Usando partizioni dell’unita, ci si
riconduce a definire F; sulle sezioni a supporto compatto contenuto in una banalizzazione locale per
E, e quindi basta definire F. sulle funzioni s € L?(R",C*). Sia allora ¢ € C>°(R") non negativa,
radialmente simmetrica (cio¢ funzione di |z|), a supporto contenuto nella palla di raggio 1 centrata
nell’origine, e tale che [, ¢ =1, e si definisca ¢, (z) := e "p(e"'z), z € R". Allora

Fasta) = [ oo~ )st)dy

per ogni s € L?(R",C*). Passando in trasformata di Fourier, si verificano facilmente le (i) e (iii)
della definzione 28, mentre la verifica della (ii) & pitt complicata e non la facciamo. L’autoaggiuntezza
& conseguenza del fatto che ¢ & reale e p(—z) = p(z). O
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Dimostrazione del teorema 19. Sia (F;)¢~¢ un mollificatore di Friedrichs per P, e si ponga z. :=
F.x € C*°(M,E), con x € H tale che Dz = y debolmente. Usando allora 'autoaggiuntezza di F,
si ha, per ogni s € C*,

(Pzc|s) = (ze[Ps) = (Fex|Ps)

= (z]F:Ps)

= (z[PF;s) + (|[Fz, Pls)

= (y|Fes) + ([[Fe, Pls),

dove nell’ultimo passaggio si & tenuto conto del fatto che F.s € C*°. Dunque, per la limitatezza
di F; e [F., D], esisterd una costante A > 0 tale che |(Dz.|s)| < A|s|| per ogni s € C*, ed ogni
e >0, cioe ||Pz.|| < A, € > 0. Pertanto sia (Pz.)c>0, che (z:)e>0, SOno successioni (generalizzate)
limitate in H, da cui, insieme alla diseguaglianza di Garding, segue che (z.).>¢ € limitata in Hy, e
quindi, a meno di sottosuccessioni, converge debolemente ad un # € H; (gli insiemi limitati in uno
spazio di Hilbert sono debolmente precompatti). Poiché poi, I'immersione di H; in Hj & compatta
(lemma di Rellich, visto nella lezione precedente), z. — & in norma in Ho, ed allora, da F; — T,
segue z = & € H; = Dom (). Ma essendo allora J) simmetrico, si ha (y|s) = (z|Ps) = (Pz]s),
per ogni s € C™, cio¢ Pz = y. O

13.4. Proprieta spettrali degli operatori di Dirac.

Come corollario del precedente teorema abbiamo il seguente importante risultato, dovuto a Cher-
noff,:

Corollario 7. P é essenzialmente autoaggiunto su C*°(M, E).

Proof. Dalle definizioni segue immediatamente che r = y debolmente se e soltanto se = €
Dom (P*) e P*z = y, dunque quanto appena visto implica che Dom(/)*) C Dom (), ma poiché,
per la simmetria di ], vale anche I'inclusione opposta, e che D* estende I, ne segue P* = D. O

Questo risultato vale piu in generale se M ¢ una varieta completa. Vale inoltre il seguente risultato
di regolarita per le soluzioni di Pz = y, di cui omettiamo la dimostrazione.

Teorema 20. Per ogni intero r > 1, e per ogni x € H.(M,E), se Dxr € H,(M,E), allora © €
Hy11(M,E).

Proposizione 24. Vale la decomposizione in somma diretta H®H = G®JG, dove J ¢é Uoperatore
limitato su H ® H definito da J(z,y) := (y, —x).

Proof. Poiché evidentemente G = G+, basta dimostrare che G = JG. Indichiamo con (-)e (:)

il prodotto scalare in H & H. Sia (z,y) € G con z; = z, Pr; — y, z; € C™, allora , per ogni
s € C,

J(z5,Pr;) o (s, Ds) = (Pzj, —x5) « (5, Ps) = (Paj|z) — (2;[Pz) =0,
e quindi JG C G*. Viceversa, sia (z,y) € G, allora, sempre per ogni s € C*,
0= (z,y)«(s,Ps) = (zls) + (y|Ps),

cioé P(—y) = z debolmente, e quindi —y € Hy e (—y,z) = (—y, P(~y)) € G, e (z,y) = J(~y,z) €
JG. O
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Anche quest’ultimo risultato dipende in realtd soltanto dal fatto che J) & un operatore autoag-
giunto.
Siamo ora nella posizione di enunciare e dimostrare un importante teorema riguardante le pro-

prieta spettrali dell’operatore autoaggiunto .

Teorema 21. Esiste una successione (\;)jez C R, ed una decomposizione in somma diretta L*(M, E) =
D,z K, tali che
i. Ky, C C°(M, B);
ii. dim K, < oo;
ili. A_j = =Aj e |Aj| = 400 per j — Foo;
iv. Ehﬁj e la moltiplicazione per A;.

Proof. Sia x € H e si consideri la decomposizione di (z,0) € H @ H in base alla proposizione
precedente:

(59) (an) = (QCC, pr) + (lDya _y)a

con Qx,y := Pz € H vettori opportuni; questo definisce ), P : H — H come composizioni di due
proiettori di H @ H (ad esempio @ & composizione del proiettore su G e quello sul primo addendo
della somma H @ H). Dunque @ e P sono limitati e con norma maggiorata da 1. Inoltre & chiaro
che Im Q,Im P C H;. Si ha allora, dalla (59), PQx = y € Hy, e quindi, dal teorema 20, Qz € Ho,
ed applicando allora ripetutamente la diseguaglianza di Garding, e la sua generalizzazione (58), che
si estendono a s € H,41, r > 0, si ha

1Qzll2 < Ci([lylly + [|Ql1)
< Cillyllo + CoCi(llyllo + 1Qz[l0) < Bl|zlo,

con B > 0 costante opportuna, avendo usato nell’ultimo passaggio la limitatezza di P e ). Dunque
Q@ & un operatore limitato da Hy in Hy, ma poiché I'immersione di Hy in Hy & compatta, ne segue
che Q : H — H & compatto. Inoltre, sempre dalla (59), segue

z=Qz + Dy = Qz + P’Qz = (1+ P*)Qr,

ciog, poiché T+ J” & invertibile con inversa limitata, non avendo 0 nello spettro (essendo J) autoag-
giunto, I? & positivo), @ = (I+ D?)~! ¢é autoaggiunto, positivo e con nucleo ridotto al solo vettore
nullo. Applicando allora a @ il teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti, si ottiene
una decomposizione in somma diretta L?(M, E) = @D ,en My, con M, autospazio di Q relativo
all’autovalore g;, dim M, < oo e 0 < gj <1, g; — 0; poiché inoltre Im Q C Hy, si ha M,, C Hs.
Se allora ¢ € H & tale che Qp = op, da ¢ = (I + P?)Qp = o(1+ P?)p, segue P> = (1 —)o™'¢,
cioe M, & autospazio di I? relativo all’autovalore (1 — Qj)Qj_l > 0. Si ponga allora, per j intero

positivo, Ay = V(1 — Qj)gj_1 e K., == (\j £ D)M,; C H;: & chiaro che K, & autospazio di

D relativo all’autovalore Ai; = £\, che M, = K\; ® K_;, e che A\; = +o00. Si conclude allora

osservando che da [Py = A segue induttivamente, usando il teorema 20, 9 € H, per ogni r intero
positivo, e quindi, per il teorema di immersione di Sobolev, ¢ € C*°(M, E). O
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14. Lezione 14. NOTE A CURA DI GIORDANO GIORGI.
14.1. Calcolo funzionale.

Si denoti con () = {\;} C R lo spettro dell’operatore di Dirac J). Se f & una funzione limitata

su o (D) si puo definire 'operatore (D) come

f(D) == f(A) - vx con vy € Ky
dove K & l'autospazio relativo all’autovalore A. Essendo f limitata f(I) € L(L?, L?) ossia &
limitato in L2.
Inoltre [P, A] = 0 implica [f(D),A] = 0 e f(D) : C°(M,E) — C®(M,E). Infatti sia
s € C®(M, E), allora P*s € C*°(M,E) C L?*(M,E) Yk € N. Dunque f(D)P*s € L?>(M,E) e
DFf(D)s € L2(M, E) che da f(D)s € Hy Vk € N ossia f(IP)s € C'(M, E) VI € N e per il teorema

sull'immersione di Sobolev f(P)s € C*®°(M, E). Tutto cid verra utilizzato per definire ’operatore

e P con f(P) = e V.

14.2. Operatori di Fredholm.

Siano B; e Bj sue spazi di Banach e si indichi con £(Bji, Bs) lo spazio degli operatori lineari e
limitati nella topologia indotta dalla norma || - ||.

F € L(By,Bs) si dice di Fredholm se dimKerF < oo e dim coKerF' < oo e si indichera con
Fred(Bi, Bz) I'insieme di tali operatori. Si definisce indice di un operatore di Fredholm:

ind(F) = dimKerF' — dim coKerF
Le proprieta di Fred(B;, By) sono illustrate dal Teorema che segue:

Teorema 22. Fred(By, By) € aperto in L(B1,Bs) ed inoltre l'applicazione ind : Fred(By, By) —
Fred(By,Bs) ¢ continua dunque localmente constante.
Se K ¢é un operatore compatto e F' ¢ di Fredholm, allora F + K ¢é di Fredholm e

ind(F + K) = ind(F)
14.3. Indice di un operatore di Dirac.

L’operatore di Dirac

D:H'(M,E) - L*(M,E)

& un particolare operatore di Fredholm: Ker(Jp) ha dimensione finita ed inoltre si ha che Im(p) =
(Ker(P)* ossia Im(]D) chiuso e coKer(P) = Ker(). Quindi P ¢ di Fredholm ma con indice nullo.

Per fare cio si consideri y = Dz con z € H', allora esite una successione z; € C* tale che z; — z
in H', ossia Pz; — Pz in L?. Dunque Vs € Ker(D) si ha (Dz;,s) = (zj,Ps) = 0 che implica
(Pzx,s) = 0 e quindi Pr L s ossia Im(D) C (Ker(ID))*. Viceversa se z € (Ker())=, si introduca
l'operatore di Green f(ID) attraverso il calcolo funzionale con f: R — R, f(0) =0e f(\) = A~%.
E evidente che Pf(P)z = z € L? quindi f(P)z € H' e z € Im(P).

Per ottenere operatori con indici non nulli bisogna considerari moduli di Clifford e corrispon-
denti operatori di Dirac graduati. Sia dunque E = E* ® E~ con E* = {s | es = +s} ed
€ € C®°(M, End(E)) operatore di graduazione con €2 = 1. Un operatore di Dirac graduato & tale
che De + e]) = 0 ossia anticommuta con 1'operatore di graduazione e si scrive nella forma:
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(5 %)

Inoltre se la connessione V e l'azione di Clifford ¢ sono tali che ) sia simmetrico, allora

D =@
I quattro esempi finora incontrati godono di questa proprieta: I'operatore di De Rham (Gauss-
Bonnet), 'operatore di segnatura, v/2(0 + 0*) su una varieta di Kilher, e D su una varieta spin.
Ovviamente Pt : H'(M,E") — L?(M,E~) & un operatore di Fredholm e per quanto visto
prima Im(P*) = (KerD~)* quindi:

ind(P") = dimKer D" — dimKer D~
Inoltre Ker(F) C C*°.
14.4. Teorema di Hodge.

In precedenza sono stati dati esempi di operatori di Dirac: 1'operatore di De Rham d, ’operatore
0 su una varieta di Kélher. In ciascun caso & possibile definire un complesso, nel senso dell’algebra
omologica e le relative classi di coomologia. Si dara ora la definizione di complesso di Dirac di cui
gli esempi precedenti sono casi particolari.

Definizione 29. Data una successione di fibrati vettoriali E1,..,Ey con metrica hermitiana e con-
nessione Vi
C>®(M, Ej41) in modo che dj;1d; =0, il complesso

COO(M’EI) & Coo(MaEZ) & s Coo(MaEk)
st dira di Dirac se E = ®F; ¢ un fibrato di Dirac, ossia esiste un’azione di Clifford unitaria,

la connessione ¢ di Clifford e l'operatore di Dirac associato D = c o V¥ ¢ uguale a d + d* con d*

aggiunto formale di d.
Si noti che P? = dd* + d*d e P*(C®(M,E;) C C*(M,E;). Inoltre Ker]) = KerD?: & ovvio
che Ker]D C Kerlp?, sia s € Ker]p?, allora (ID%s,s) = (Ds, Ps) = ||Ps||?> = 0 ossia Ps = 0. Tale

osservazione permette di esprimere ind(J)*) come:
ind(P') = dim Kerp~ P — dim Kerp" D~
Per un complesso di Dirac sono ben definiti i gruppi di coomologia

Kerd;
Imd; 1

HI(M,E,d) =

Nei seguenti esempi classici il complesso di Dirac si specializza come segue:

Esempio 1 '
El = NNT*M = N’ M con d usuale differenziale esterno sulle forme e ? = dd* + d*d = Ay
operatore di Laplace-Beltrami.

Esempio 2 B _ o
Bl = A\ M con M varietd di Kalher, d = 0, 'operatore di Dirac dato da [/ V2 =0+ 0" ed il
suo quadrato JP?/2 = 00* + 0*0 = Aj.

Esempio 3

compatiblie ed una successione di operatori differenziali del primo ordine dj : C*°(M, E;) —
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El = A% M ® W con W fibrato olomorfo e d = dyy.

Nel primo esempio la coomologia & quella di De Rham H%,(M,R) che per il Teorema omonimo
& isomorfa a H*(M,R), mentre negli altri due & la coomologia di Dolbeaut Hg(M, O, ng (M,C)
rispettivamente isomorfe a H*(M, O(M)) e H*(M,O(W)), coomologia a valori nel fascio di funzioni
(sezioni) olomorfe di M (di W).

Ogni classe di coomologia C C C*°(M, E;) & un sottospazio affine essendo ottenuta sommando
lo spazio vettoriale dC*°(M, E;_1) ad una forma chiusa « € HI(M, E,d); ci si chiede se esiste
un rappresentante privilegiato in una data classe. Per identificarlo si cerca un elemento di norma
minima che una rappresentazione grafica suggerisce essere perpendicolare a dC*(M, E;_1), ossia
(o, ds) = 0 per ogni s € C®°(M, Ej_1) che implica d*a = 0 e quindi ?a = 0. Un tale elemento
a € KerlD? si dird armonico. Questa idea intuitiva, che suggerisce I'esistenza di un rappresentante
armonico per ogni classe di coomologia, € vera ed ¢ parte del Teorema di Hodge:

Teorema 23. Sia W = {s € C®(M,E;) | P?s = 0}. Allora esiste un isomorfismo di spazi
vettoriali: ' '

W ~ HI(M, E, d)
ed inoltre HI (M, E,d) ¢ finito dimensionale.

Dimostrazione Gli P formano un sottocomplesso del complesso di Dirac con la differenziazione
banale:

NG < R0 LING < INUNG, < v 3 RN
Introducendo I'applicazione di inclusione i : HV — C*®(M, E;) si costruisce la doppia catena il

cui elemento j—esimo é:

H BN H+

i| i
C®(M,E;) -5 C®(M,Ejp1)
Si vuole mostrare che i ¢ un’equivalenza tra catene. Sia P : L?>(M, E;) — I la proiezione ortogonale

ossia (Pa, ) = 0 per ogni o € L*(M,E;) e 8 € (W)L e sia 7 la restrizione di P a C*°(M, E;).
Allora mwoi =1, ma i o0m # I e si vuole mostrare che esiste un operatore

H: COO(M, Ej) — COO(M, Ejfl)
tale che iom — [ = dH — Hd: se [a] € HI(M, E,d) allora i(n(a)) — a = dHa essendo da = 0

e quindi [i(7(a))] = [@] ed ¢ induce un isomorfismo in coomologia. Per costruire H si definisca
I'operatore G = f(ID) sullo spettro di ) come segue:
X X£0
ﬂ”—{ 0 A=0

G ¢ l'operatore di Green ( relativo a ]0?), G = 0 sul Ker]) = Ker]D? ed inverte J0? su (KerD?)*:
D?G =T—iom. Ricordando che P? = dd* + d*d si ha dd*G + d*dG =1 —iox. ]P? commuta con d
essendo (dd* + d*d)d — d(dd* + d*d) = dd*d — dd*d = 0 e quindi G commuta con d: basta scegliere
un sistema di autovettori in L?(M, E;) comune a d e J)? e notare che G opera come operatore di
moltiplicazione sugli autospazi di )?. Dunque si ottiene:

dd*G +d*Gd —1—iom
ossiatom —I=dH — Hd con H = d*G.
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Teorema 24 ( Dualita di Poincaré ). Sia M una varieta compatta connessa orientata n—dimensionale.
Allora lapplicazione cup indotta in coomologia dal prodotto esterno:

H*(M,C) ® H" *(M,C) - H"(M,C) = C

€ non degenere.

Dimostrazione Bisogna verificare che se C € H* & tale che CUC' = 0 per ogni C' € H"*, allora
C = 0. Si scelga un rappresentante armonico « € C e si consideri *a. Ricordando che d* = + * dx
e che +x = (—1)*"*¥ si ha che %+ = dd* * +d*dx = £d+ d * * &+ xd x dx = £ % xd * d + *dd* =
*(d*d + dd*) = *ID?, ossia *a & armonico e rappresenta una classe C'; C UC' & rappresentato da
aA*a € H*(M,C). L’isomorfismo ¢ : H"(M,C) — C & dato dall’integrazione w — [ w, quindi
CUC" = 0 implica

/a/\*a:O:||aH2:>a:0

ossia la tesi.
14.5. Il Teorema di Bochner.

Teorema 25 (Bochner). Sia M una varietd compatta con primo numero di Betti by (M) = dimH* (M, C)
non nullo. Allora non esiste alcuna metrica con curvatura di Ricci positiva.

Dimostrazione La formula di Weitzenbock da la seguente espressione per [D?:
PP =vv4+arM

con P? : C®(M,\*M) — C®°(M,\*M). Si consideri la restrizione a T*M = A'M. Per
definizione, se e; &€ una base ortonormale per T M:

. 1
Q Mrear = 5 Zc(ei)c(‘fj)ﬂc(eia €)
i3
Si identifichi, tramite la metrica, TM con T*M: allora per la compatibilita della connessione

« 1 .
QM rar(ex) = 3 > eicje(R(ei e)er, e1) = Y Rickaea

ivjal a
Se la curvatura di Ricci fosse positiva, allora per a armonica si ha (22" Ma,a) = (P, a) —
(V*Va,a) = —||Va||? <0 che implica a = 0 ossia b (M) = 0.

14.6. La caratteristica di Eulero-Poincaré, la segnatura ed il genere aritmetico sono
indici.
Si consideri una varietda M n—dimensionale e 1'operatore di Laplace-Beltrami sulle forme differen-
ziali dell’esempio 1:
* __ 7 — 0 d + d* |dispari
d+d"=pP= ( d+ d*| o
con P =d+ d*|pari € P~ = d + d*|dispari- Ricordando la formula per ind)™ si ha, con k =n/2 se
n e parie k = (n—1)/2 se n & dispari:
indPp™ = dimKer(P~P*) — dimKer(P~ PT) =

=dim(H ¢ @ - -H*) - dim(H' o B @ ---H* 1) =

=Y (-1)/dimIV = Y (-1)/dimH},(M,R) =

=Y (-1)/dimH’ (M, R)
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Dunque
indP* = x(M)

Analogamente se M & una varietd di Kalher e W un fibrato olomorfo,
ind(0y + 9 lpari) = x(M, O(W))

Sia M una varietd compatta di dimensione 2I. Sia JP I'operatore di De Rham sulle forme dif-
ferenziali A M considerate come un fibrato di Clifford graduato con operatore di gradazione
T = ilw_e w = erey---ey forma di volume sul fibrato: si verifica che w? = (—1)! e dunque
72 = 1. ] anticommuta con 7 essendo 'operatore di Dirac associato al fibrato di Clifford graduato
Ne M = N{ M & \g M e si indichera con Dgegn:

- 0 d+ d*|\~
Pregn = d+ d*|\T 0
L’azione di w & 'operatore * di Hodge a meno del segno:

P
T =glw = iHPe-D y gy /\ M
C
Osservando che 7 commuta con J? (si veda la Dualitd di Poincaré), si ha:
ind(Eg—egn) = dimKer(Es;)gnE;Egn) - dimKer(Eé:gnEs;gn) =

= dim{forme armoniche in A{ M} — dim{forme armoniche in Ag M}
=dim{h € H | 7h =h} —dim{h € H | Th = —h}

dove si & indicato con H le forme armoniche in Ai; M. Si considerino gli spazi invarianti per T,
Vi = HF 9o H?*. Se a € V;, allora @ = 8+ 7(B) con B € HF e 7(8) € H?*, ricordando la
definizione di 7 e 7J0? = ?1. Sia o' = 8 — 7(B), allora o/ € Vi, ma 7(’) = —c', dunque

dimKer(Es_egnE;—egn"/k) = dimKer(E;;gnEs_egn'Vk)
per ogni 0 < k < I. Quindi per ind(Pg,,,) si ha:
ind(E;;gn) = dimKer(E;zgnE;egnhfl) - dimKer(E;;gnEs_egn'Vl)

. _ 72 . . 2 . .
7 ==y — ¥4 sulle [ —forme ossia 7 = 14"« = xse | = 2ne T = ¢4n(n+)+ly — yse | = 2n+1.

Per [ dispari, xx = —1 e V (*)4;, autospazi dell’operatore reale x relativi agli autovalori +i, sono
isomorfi essendo V' (#); = V'(*)—;: in questo caso ind(P{,,) = 0. Per [ pari, siano M, gli autospazi

relativi agli autovalori +1 per ’operatore * sulle [—forme, allora:
ind(Pf,,,) = dimKer(H, ) — dimKer(H' )

segn

Si fissi una base in H tale che N N

af s an E]HIZ_
a;, ’a;7 EHli
La forma quadratica:

a—)/a/\aperaEHi%Hl(M,]R)

¢ definita positiva su ]I-]Il+ e definita negativa su H'. come si deduce da:

faj/\a;:fa;/\*ajf(aj,a;)>0

faj_/\aj_:—fa-_/\*a- :—(aj_,aj_)<0
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Concludendo o

ind(Pggn) = o(M)
con o(M) = pT — p~ la segnatura della forma quadratica ossia di M.
Conclusione.

Le caratteristiche di Eulero x(M), x(M,OW) e la segnatura o(M) sono state espresse tramite
I'indice dei rispettivi operatori di Dirac graduati. Abbiamo gia visto che i tre teoremi best seller della
geometria moderna: il Teorema di Chern-Gauss-Bonnet, il Teorema della segnatura di Hirzebruch
ed il Teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch esprimono queste grandezze rispettivamente come:

e Teorema di Chern-Gauss-Bonnet
X() = [ elor, 91)
M

dove e(M, VM) ¢ 1a classe di Eulero.
e Teorema della segnatura di Hirzebruch

(M) = /M L(M)

dove L(M) = [L(TM,VT™)] & la classe di Hirzebruch
e Teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch

(M, W) = /M Td(M) A Ch(W)

dove Td(M) = [Td(T%' M, V)] & la classe di Todt di M e Ch(W) & la classe di Chern di W.
Alla fine della undicesima lezione abbiamo enunciato il teorema dell’indice di Atiayh-Singer; esso
esprime ind()") come:

ind(P+) = / A(M) A CHEIS ().
M

I tre teoremi seguono da quest’ultimo una volta espresso il membro di destra nella forma appropri-
ata: tale analisi, di carattere algebro-lineare (ma non proprio banale) verra omessa per brevita.
Osservazione. Si ¢ visto che:

X(M, O(W)) = ind(3 + 5| pari) = /M Td(M) A Ch(W)

su una varieta di Kalher con fibrato olomorfo W. Se la varieta M non & di Kélher, si pud comunque
introdurre un operatore di Dirac J) associato all’azione di Clifford:

c(v) = V2(e(0") —i(v""))
e ad una connesione di Clifford V su A>* M ® W = S ma, in generale
Va@6+8) P

Tuttavia v2(0+0*) —P=A € C®(M,End(S)) con A* = A. Si pud dimostrare che se ¥ & un
qualsiasi operatore di Dirac au un fibrato di Clifford E allora per

PP+ Acon A e C®(M,End(E)) e A* = A
si pud condurre un’analisi delle proprieta spettrali analogaiL a (_quella fatta per PP (Girding, de-
composizione spettrale, etc...). Quindi, in particolare, v/2(0 + 0*) ¢ un operatore di Fredholm. In

realtd o
PP +tA
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¢ un operatore di Fredholm V¢ che implica
ind(v/2(d 4 8%)) = ind(P)

per la proprietd di continuitd della funzione indice. Per JD vale la formula di Atiyah-Singer e ne
segue che il Teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch vale per ogni varieta complessa.



85

15. Lezione 15. NOTE A CURA DEL DOCENTE.
15.1. Equazione del calore.

Sia (M, g) una varietd riemanniana compatta senza bordo. Consideriamo un operatore di Dirac
D su un fibrato di Dirac E — M di rango k. L’equazione del calore associata all’operatore IP? &
per definizione ’equazione

(60) %s+¢%=m, € C®°(R" x M;E).

Teorema 26. Per ogni dato iniziale sy € C°(M, E) esiste ed é unica la soluzione di (60) con
condizione iniziale $(0,-) = so(). Inoltre la soluzione s(t,-) 1= sy(-) soddidfa ||s¢||r2 < ||sollz2-

Dimostrazione. E facile conseguenza della teoria sviluppata nelle precedenti lezioni.
Unicita. Sia s; una soluzione. Per la norma L? abbiamo allora

Dl = 2 s, 50) = ~(DP50, ) — (s0,9%81) = ~2Psw, Do) = ~2| P <0

Quindi

lsell” < llsol|* V¢ > 0
da cui la tesi.
Esistenza. Per il calcolo funzionale (si veda la lezione precedente) ha senso considerare operatore
exp(—tIP?) (infatti la funzione A — exp(—tA?) & sicuramente limitata). Poniamo s; := exp(—tIp?)so.
Allora sappiamo che s; € C®(M, E); inoltre la funzione A\ — exp(—t\?) & derivabile k volte rispetto

a t e la funzione derivata & ancora limitata; possiamo quindi derivare rispetto a ¢ la funzione s; ed
ottenere:

d _
Est = —lDQe thSO = —$23t

da cui la tesi. La condizione iniziale ¢ chiaramente soddisfatta per le proprieta della funzione
esponenziale e per il calcolo funzionale.

L’operatore exp(—tIp?) & detto operatore del calore. Dalle proprieta della funzione esponen-
ziale segue che vale la proprietd di semigruppo

e—(t1+t2)P2 — e—t1P2 o e—tzp'z )

Sia £ X E* il fibrato su M x M che ha come fibra su (mi,mg) il fibrato E,, ® E}, =
Hom(E,,, Em, ).

Proposizione 25. L’operatore del calore exp(—tID?) ¢ un operatore regolarizzante:

(61) (e_tpzs)(ml) = / Ki(mq, ma)s(mg)dvolpr(ma), con Ky € C°(M x M;ERE™).
M

Il nucleo K; é detto nucleo del calore.

Dimostrazione. Sara conseguenza del seguente

Lemma 8. Sia A € L(L*(M,E),L*(M, E)), A= A*. Supponiamo che A: L>(M,E) — C"*}(M, E)
sia continuo come operatore fra spazi di Banach. Allora A% ¢ un operatore integrale con nucleo in
C"(M x M; EX E*).
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Assumiamo il lemma e dimostriamo la proposizione.
Vk € N I'operatore ID* exp(—tIp?) & limitato in L?, dato che corrisponde tramite il calcolo funzionale
alla funzione A — A*e=™". Ne segue, per la norma || [lo = || ||z che

1Pk o < Cllsllo

da cui, per la disuguaglianza di Garding e utilizzando C per una costante generica:
le= sl < C (e sllo + 1P*e™ |ls) < Cllslo-

Ne segue che e 7" : L2 — H}, & continuo Vk e quindi per il Lemma d’immersione di Sobolev, e 7" :
t t

L? = C" & continuo Vr. Ma dalla proprieta di semigruppo sappiamo che etP = 5P oe 3P o

utilizzando il Lemma abbiamo immediatamente la tesi.

Dimostrazione Lemma (Sketch). Per semplicita consideriamo F = fibrato banale. Consideriamo

mi € M. Associamo ad s € L? il numero complesso (As)(m;). Otteniamo un funzionale lineare su
L? e quindi, per il Teorema di Riesz, esiste v,,, € L? tale che (4s)(m1) =< 8,vm, >, i-e.

(As)(my) = /Ms(mg)vml (ma)dms .

Si ha

(i) m — vy, & una funzione C” a valori in L? (segue dall'ipotesi A € £L(L2,C™t1)).

(i) (A%s)(m1) = [, s(m2)(Avp, )(m1)dms (segue da A = A*).

Poniamo K (my,msg) := Avp,(my). Allora K € C"(M x M) perché mg — vy, & C"(M, L?) da (i)
e quindi mg — Avp,, € C"(M,C"(M)) per ipotesi. Il lemma ¢ dimostrato.

Esempio. Il nucleo del calore del Laplaciano in R" & K;(z,y) = (47t)~ 3 e tllz—vl,

Notazione. Useremo spesso la notazione K (e *)(z,y) per il nucleo del calore associato a

exp(—tP?)

15.2. Proiezione ortogonale sul nucleo.

D

. . _+D2 . P
Abbiamo appena visto che e *P” & regolarizzante, cio®

e_tD2(m1) = /Kt(ml,m2)8(m2)dvolM

con nucleo K; C'°. Esiste un altro operatore regolarizzante notevole, I, la proiezione ortogonale
L?*(M,E) — Ker(D?) Cc L?*(M,E), con Ker(D?) di dimensione finita e contenuto in C*®(M, E).
Per verificare che II & un operatore integrale con nucleo C* fissiamo una base 1, ..., @), di Ker(D?).

. k
E chiaro che se s € L?(M, E) allora IIs = Y (s, ¢;)p; da cui

2:1
k

(62) Ms = Z(/ < 8,01 >)p;
2:1 M

Supponiamo preliminarmente che ¢; siano funzioni: definiamo allora funzioni C*° su M x M, e le
denotiamo ¢; X ¢}, come segue

(pi B ;) (m1, ma) = pi(m1)pi(m2).
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Riscrivendo (62) in termini di queste funzioni abbiamo allora

k

(Ils)(m1) = 221: ([3s s(m2)@i(ma)dvolm, ) ¢;

k
= fM(Z(Pi X ©F)(m1, ma)s(ma)dvoly,,
2:1

espressione che dimostra che II & un operatore integrale con nucleo C*°.
In generale se E & un fibrato hermitiano allora definiamo

i Ry; € C°(M x M,ERE*) =C*(M x M,HOM(E, E))
dove (EX E*)(mi,ms) = Ep, ® E;,, = Hom(Ey,,, By, )
tramite

(i W })(ma,m2)) (v1) = (v1, pi(m2)) wi(m1), con v € Em, .
Con questa definizione, ed utilizzando nuovamente (62) abbiamo ancora

(I1s)(m,) = /M K(I1) (m1, mo)s(ms)dvoly,

con nucleo
k

K) =Y ¢iRy; € C°(M x M; ER E*).
2:1
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16. Lezione 16. NOTE A CURA DI ADAMO UBOLDI.

16.1. Operatori di Hilbert-Schmidt:

Definizione 30. A € L(H,H), con H di Hilbert, si dice di Hilbert-Schmidt se esiste una base
+o0

ortonormale (e;); tale che Y. || Ae;||* < +oo0.
i:1

In tal caso possiamo introdurre una nuova norma (la norma di Hilbert-Schmidt) tramite

2
1Al s = Z |< Aei,ejs|” .

i,j

Teorema 27. Si ha che
i) || A|lyg non dipende dalla scelta di (e;);, e inoltre ||A]| < ||A|lys

i) [[Allgs = 1A% gs
1) A di HS = A compatto
+oo
i) ||A||§{S = (A, A)gs dove (A,B)gs = Z;(Aei,Bei)

2z
v) SeU € L(H,H) e A ¢ di HS allora UA e AU sono di HS e vale |[UA| gg < |U|| |4l g, cioé
HS ¢ un ideale.

Proposizione 26. Sia H = L?(M,dm) e K € C°(M x M). Definiamo A € L(H,H) tramite
Au = [, Ka(my, ma)u(mo)dmy. Allora A & di HS e |AlI%g = I Ju |K A|* dmydms.

Dimostrazione Una base per L*(M x M) & data da e; K ej dove (e;); & una base di L? . Svilup-

plamo K4 = 3 < Kae; B > e 875 da cui [|Alsg = +fljo||,4ei||2 = S I< Aeciye; > =
i 0]

ZZ]: [ [ Ka(z,y)ei(@)e;(y)| =

ZZ_ |< Ka, e ®ej > = | Kalf2arn)-

(é]uindi ||A||%IS < 400 dato che M & compatta.

Analogamente, se F & un fibrato hermitiano e K € C°(M x M, EX E*) allora 'operatore integrale
definito da K & di Hilbert-Schmidt.

Corollario 8. e tP* ¢ di HS V.

16.2. Operatori di classe traccia.

Definizione 31. T € L(H, H) si dice di classe traccia o tracciabile se T = AB con A, B di HS.
Se T ¢ tracciabile, poniamo Tr(T) := (B, A*)gs da cui

+o0 +o0 +o0
Tv(T) = Z(Bei,A*ei) = Z(ABei, €) = Z(Tei, €;)
it it il

con la serie assolutamente convergente.
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Osservazione. Sia A limitato. Allora A tracciabile = A di HS = A compatto.

Se T ¢ autoaggiunto e se scegliamo (e;); base di autovettori di 7' (base che esiste per il teo-
+00
rema, spettrale per operatori compatti e autoaggiunti) allora Tr(T') = > A; dove A; sono i relativi
2:1
autovalori (reali).
Da quanto discusso fino ad ora scopriamo che e*tDz, che & autoaggiunto, & tracciabile e

+o00
2 2 . q.
Tr(e P7) = E e | con ); autovaloridi D.
it

Infatti per il corollario (8) sappiamo che e~3D% & di HS e quindi per la proprieta’ di semigruppo
abbiamo che e~tP? & tracciabile.

Proposizione 27. T tracciabile, B limitato = TB e BT sono tracciabili e Tr(BT) = Tr(T'B). In
parole, la traccia di un commutatore [T, B] é uguale a zero.

Dimostrazione Sia T' = AA" con Ae A' di HS, TB=TAA'B e
TI‘(TB) = z < TBej,e; >= Z < Be;, T"e; >=
i i

Y < Bei,er > <T*ej e > =Y < Bej,ep >< Tey,e; >= Tr(BT).

1 2

Osservazione: analogamente, se T' e B sono di HS allora Tr(7'B) = Tr(BT) (notare che i prodotti
sono tracciabili per definizione).

16.3. Teorema di Lidski.

Teorema 28. (Lidski) Se A é regolarizzante con nucleo K4 € C™ allora A é tracciabile e Tr(A) =
S Ka |a dvol dove A = {(m,m)} — M x M. Analogamente, se A : C°(M,E) - C®(M,E) ¢
regolarizzante con nucleo Ky € C*°(M x M,EX E*) allora A ¢ tracciabile e

(63) Tr(A) = / e, (K ) (m, m)dvol .
M
Osservazione. Il nucleo K4 ¢ tale che K4(m,m) € End(E,,) ed & quindi ben definita la traccia

trg,, (Ka)(m, m)

Dimostrazione. Supponiamo preliminarmente che esistano B, C operatori integrali con nucleo con-
tinuo come nella proposizione 26 tali che A = BC: allora B e C sono di HS e

Tr(A) = (C,B*)gs = Te(CB) = (B, C")xs.

Sempre per la proposizione 26

TI(A):/ / Kg(mi,ma)Kc(ma, mi)dmidms;
MM

d’altra parte A ¢ anche a nucleo continuo e piu precisamente

K = Kpc(mi,mo) = /KB(mth)Kc(mQ,ms)dmz;
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da cui la tesi in questo caso particolare. Resta solo da provare che possiamo sempre esprimere
A = BC come sopra: siano B = (1 + D?)™" e C = (1 + D?)"A, e verifichiamo le ipotesi. Il nucleo
di C & C™ e per quel che concerne B consideriamo B’ = (1 + D?)~"/2: per Garding e Sobolev
B': L? — C' se n & abbastanza grande, e per il lemma tecnico della lezione scorsa ne segue che
(B')? = B ha nucleo C°. La proposizione & dimostrata.

Riassumendo, abbiamo provato il seguente fondamentale

Teorema 29. ¢ *2” ¢ tracciabile, Tr(e7*P”) = Y =N . Se K; denota il nucleo del calore allora
i

(64) Tr(e_tDz) = /M trg,, (Ki(m,m)) dvol

16.4. Formula di McKean-Singer.

Ricordiamo innanzitutto che se V.= VT @& V"~ & uno spazio vettoriale Zs-graduato e A € End(V),

allora
A Al
A= ++ A4 )
( Ay A__
e, per definizione,
tr(A) =tr(A+4) +tr(A__) e str(Ad) =tr(Ayy) —tr(A__).

0 D~

Sia D = D+ 0

) I'operatore di Dirac associato al modulo di Clifford graduato ET @ E~.

Consideriamo
DDt 0 a2 e tD”DF
2 _ tD= __
b _(0 D+D—>’ ¢ —<0 etD*D™ |-

Teorema 30. (Formula di McKean-Singer) Si ha

(65) ind(D") = Str(e_tDz) = / strg,, Ki(m, m)dvol.
M

Dimostrazione Sia Ky = K @& K, un autospazio di D? associato a X e sia nf = dim(Kf).
Per quanto visto Tr(e ‘P~ 27) = 3 e i =nf + Y e Pnl e Tr(ePTP7) = 3 e tn) =

A>0 A>0 A>0
ny + Y e~ny, quindi ind(DT) = dim Ker(D~D*) —dim Ker(D*D~) = n —n, . Basta quindi
A>0
rovare che e nT = e "nT. Se ot € KJ per A > 0 allora DtpT™ € KT per A > 0:
p > X N ¢ AP @ NP

A>0 A>0
infatti DTD~(Dtot) = DY (D" Dt¢™) = ADTp". Analogamente se ¢~ € K, per XA > 0 allora
+ ip-
D ¢ € K ciot K 25 K, > K @& lidentitd. Ne segue che K; ~ K; per A > 0 e quindi
n;\“ = n, come si voleva.
1) possibile dare un’altra dimostrazione della Formula di McKean-Singer.

Dimostrazione alternativa. Sia I, p2) la proiezione ortogonale sul nucleo. Verra dimostrato in
uno dei seminari alla fine del corso (seminario di A. Uboldi) che per ¢ — +o0,

_¢tD2y C*®
K(e tDZ) — HKeT(Dz)'
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D’altra parte
_ ( Uker(p-p+) 0
Hicer(p) = ( 0 Mger(p+p-)
e quindi

Str(e™tP%) = / str(K (e77%) |a) P Str(M o)) = ind(D7).
M

Pertanto basta provare che 4 Str(e~*" *) = 0: abbiamo che De~tP” = ¢=0” D e inoltre dall’equazione

del calore
%(eftD_D*') — _D Dtetb~ DT
quindi

D—I—e—tD_D+ — e—tD+D_D—|—

D B*tD D —tDTD D~
Ne segue che

%(Tr(e_tD_D+) _ Tr(e_tD+D_))
=Tr(~D~Dte™tP P7) - To(—DFTD—e P70

=Te(D*D e P*P7) ~Ta(D e PP DY) = Tk [DF, D e PTPT] =0

dato che la traccia € zero sui commutatori.
Nella dimostrazione alternativa abbiano usato un’estensione della Proposizione (27)

Proposizione 28. Se D ¢ differenziale ed A regolarizzante allora DA e AD sono regolarizzanti e
Tr(DA) = Tr(AD).

Dimostrazione Si ha Tr(DA) = Tr(D(1 + D?)~"(1 + D*)"A) = Tr((1 + D*)"AD(1 + D*)™) =
Tr(AD) commutando ove necessario e tenendo conto che (1 + D?)" A & regolarizzante e quindi HS,
che per n abbastanza grande D(1 + D?)~" ha nucleo C° (ed & quindi di HS), che (1 + D?)"AD &
regolarizzante e che (1 + D?)™" ha nucleo C° (ed & quindi tracciabile).
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17. Lezione 17. NOTE A CURA DEL DOCENTE.

17.1. Sviluppo asintotico del nucleo del calore. Legge di Weyl.

Definizione 32. Sia f una funzione definita in R. Una serie formale Y 5o, apt® ¢ detta uno
sviluppo asintotico di f in un intorno di t =0 se

(’L) ng < Ngi1
(i) ng, — +o00 quando k — +o0.
(iii) esiste un intorno Uy di 0 con la sequente proprieta: Y€ 3 Cy tale che per t € Uy

l
£(8) =) axt™| < Colt|™ !
k=0

Scriveremo f ~ Y 22, axth.

Teorema 31. Sia K; € C®°(M x M;E R E*) il nucleo del calore associato a ID?. Esiste uno
sviluppo asintotico di Ki|a:

1 g
(66) Ki(x,z) ~ e (Zt Ki(m)>

i=0
che é uniforme in x € M e tale che K; € C*°(M,End(F)) Vj, Ko = Idg, K; dipende localmente
dai coefficienti delle metriche, delle connessioni e dalle loro derivate.
Vedremo la dimostrazione di questo teorema in uno dei seminari alla fine del corso (seminario di

Claudia La Chioma). Il teorema ha alcuni semplici ma importanti corollari.

Corollario 9.

(67) ind Pt =

an)? /M str(Kz) dvoly

La dimostrazione segue dalla formula di McKean-Singer.
Corollario 10. Se M ha dimensione dispari allora ind D™ =0
Infatti, in questo caso non compare il coefficiente di ¢°.

Corollario 11. Se {D(t)}ic0,1) € una famiglia differenziabile di operatori di Dirac, allora

ind P (1) = ind P (0).
La dimostrazione & chiara dalla formula (67) (I’indice & un intero mentre il membro di destra dipende
in maniera continua da t).

Corollario 12. Sia M — M un rivestimento a k-fogli di M. Possiamo sollevare su M la metrica
di M ed il modulo di Clifford E. Sia D37 l'operatore di Dirac indotto. Allora

indlp}j =kind P}, .
La dimostrazione segue immediatemente dalla formula (67) (I'integrando essendo un’espressione
locale nei coefficienti della metrica e delle connessioni che definiscono 'operatore di Dirac).
Corollario 13. (H. Weyl.) Sia N()) il numero di autovalori di ID?> che sono < \. Allora vale la
sequente formula
rango(E) vol(M)

)\ﬁ
(4m)"/20(E +1)

(68) N(X) ~
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Sketch della dimostrazione. Abbiamo visto che da una parte Tr(e_tpz) =Y et e dall’altra

_ 1 ;
Tr(e tpz) ~ )2 th /M trg, Kj(z)dvol(z)
con Ky(z) =Idg,. Quindi

1
—tAj _ —n/24+1
Ze i = Gnt)2 rango(E) vol(M) + O(t "*77).
11 corollario € ora una conseguenza di un teorema di analisi reale, il Teorema di Karamata. Per i
dettagli vi rimando a [2].

Sia Ky € C*°(M x M; EX E*) il nucleo del calore. Dato che i nostri argomenti sono puramente
locali & naturale considerare preliminarmente il caso in cui M & una varietd spin e E ¢ il fibrato
degli spinori: E = §. In questo caso sappiamo che il fibrato degli endomorfismi di E & isomorfo al
fibrato di Clifford CI(T* M) e ne segue quindi che Ki|a € C®°(M,End(E)) = C*°(M,CI(T* M)).
Questa informazione risulta essere cruciale come vedremo nelle prossime sezioni.

17.2. Lemma di Berezin-Patodi.
Vi ricordo che il nostro obiettivo € di determinare la forma differenziale di grado massimo
str(Kz) dvoly € CF(M, A My,

La determinazione esplicita di questa forma differenziale, e quindi la dimostrazione della formula
per l'indice, coinvolge 2 aspetti; uno puramente algebrico, I’altro di natura piu analitica. Il seguente
Lemma & I'ingrediente algebrico fondamentale. Vi ricordo che siamo nell’ipotesi che M sia spin
ed E uguale al fibrato degli spinori. Dato che M ha dimensione pari il fibrato degli spinori &
Zo-graduato dall’operatore di chiralitad I' ed & quindi ben definita la supetraccia rispetto a questa
graduazione.

Sia V' uno spazio vettoriale orientato dotato di prodotto scalare. Supponiamo che dimV = 2k;
sia {e;} una base ortonormale. Assumiamo che e; A- - Aegy dia lorientazione di V. Abbiamo visto
(lezioni 10 e 11) che esiste, a meno di isomorfismi, un unico spazio vettoriale complesso Zo-graduato
S tale che

Cl(V') = End(S).
Su S & ben definita una supertraccia str : EndV — C. Vi ricordo anche che CI/(V') ¢ un’algebra
filtrata, con
k .
(69) CFV)={vedV)|Iue Z V¥ tale che [u] = v}.
j=0

Lemma 9. (Berezin-Patodi.) Tramite l’isomorfismo CI(V') = End(S) si ha:
str=0 su CU(V) ,j<2k; str(e;---eg) = 2F(—1).

La dimostrazione, che abbiamo visto in dettaglio in classe, non ¢ difficile ma & qui omessa.
Questo Lemma ¢ fondamentale; sia mg € M e consideriamo un intorno geodetico di mqg, U C M.
Possiamo banalizzare il fibrato degli spinori §|y utilizzando il trasporto parallelo indotto della
connessione spin (indotta a sua volta dalla connessione di Levi-Civita). Otteniamo

8y ~U xS, End(8)|y ~U x End(S)

ed € quindi chiaro dal lemma di Berezin-Patodi che soltanto una parte degli endomorfismi che com-
paiono nello sviluppo del nucleo del calore avranno supertraccia non nulla e contribuiranno quindi
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alla formula finale. Riassumendo: il Lemma di Berezin-Patodi ci fa sperare che delle “semplifi-
cazioni miracolose” 2 avranno luogo quando considereremo la supertraccia del nucleo del calore.

17.3. L’idea geniale (riscalamento di Getzler).

Sebbene il lemma, di Berezin-Patodi ci faccia ben sperare, bisogna riconoscere che siamo ancora
molto lontani da un qualsiasi tipo di formula esplicita per la supertraccia del nucleo del calore.
La dimostrazione del teorema, dell’indice tramite ’equazione del calore fu data per la prima volta
da Patodi e Gilkey negli anni ’70. Il loro metodo era quello di determinare abbastanza proprieta
della forma differenziale strK,, ;dvolys per poter affermare che essa doveva essere necessariamente

la parte di grado massimo di A\(M )4 E stato soltanto nel 1986 che Ezra Getzler ha avuto un’idea
veramente geniale che permetteva di calcolare direttamente strK, odvolps; questa idea € basata su
un metodo di riscalamento che tiene conto anche del grado di un endomorfismo, dove il grado di
una, sezione del fibrato degli endomorfismi & definito dall’identificazione

(70) End($) =Cl(T*M).

e da (69). Abbiamo visto nella lezione 8 che esiste un isomorfimo di fibrati vettoriali o : CI[(T* M) —

A*M; ne segue che se k € C®°(M,End($))=C*®(M,CI(T* M)) allora ¢ ben definito o(k) € Q*(M).
11 seguente teorema implica il teorema di Atiyah-Singer su varieta spin:

Teorema 32. (E. Getzler) Sia (M,g) una varieta riemanniana spin di dimensione n = 2m e sia

R la curvatura della connessione di Levi- Civita. Consideriamo lo sviluppo asintotico del nucleo del
calore K¢|a associato a ID?

Ki|a ~ (4nt)™2 Y "¢'K; ,  K; € C®(M,End(§)) = C*(M,Cl(T* M)).
Allora: .
(i) K; € C*(M,Cl*(T*M))
(ii) Sia o == 2228/2 09i(K;). Allora
R/?2
_ 1/2
(71) ox = det (sinh(R/Q)) .

La prima parte del teorema ed il Lemma di Berezin-Patodi implicano che non ci sono singolarita
nello sviluppo della supetraccia del nucleo del calore:

(72) str(Ky(z, 7)) ~ (4mt) ™2 Y tistrK;(z).
i>n/2

Se w € Q*(M) denotiamo con wy, la sua componente di grado n. La seconda parte del teorema
implica, insieme a (72), il teorema dell’indice locale perché dimostra che

7%iné str(Ky(z, z))dvolyr = (4%)*”/25trKn/2(:1:,m)dvolM = A\(M)[n](a:)
5

L’ultimo passaggio segue dall’identificazione fatta fra CI(T*M) e A*M e dal Lemma di Berezin-
Patodi che identifica la supetraccia su CI(V') con l'integrale di Berezin in A*V (I'integrale di Berezin
associa ad un elemento w € A*V, V spazio vettoriale orientato di dimensione m, il coefficiente di
Wim] Tispetto alla forma di volume).

311 termine & dovuto a McKean e Singer che avevano risolto in dettaglio il caso dim M = 2
4Vi rimando alla lezione 11 per 'enunciato del teorema dell’indice per le varietd spin.
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Per il corollario 9 otteniamo infine la magica formula

ind () = / AM) .

M

Passiamo al riscalamento di Getzler. Fissiamo un punto my sulla varieta e banalizziamo il fibrato
degli spinori in un intorno geodetico utilizzando il trasporto parallelo. Denotiamo le coordinate
normali con z; in queste coordinate mg corrisponde a 0 € R". Vi ricordo che in queste coordinate
i coefficienti della metrica e della connessione spin hanno un’espressione particolarmente semplice,
si veda la lezione 4. Consideriamo Ki(m,myg); utilizzando coordinate normali e la banalizzazione
appena descritta otteniamo una funzione k(t,z) € C®°(R* x U,End(S)) con S lo spazio vettoriale
degli spinori associato allo spazio vettoriale con prodotto scalare V :=T7, M. Per il ben noto iso-
morfismo End(S) = CI(V') otteniamo k(t,z) € C®(R" x U,Cl(V')) e quindi, tramite I'isomorfismo
di spazi vettoriali o : CI(V) — A*V, un elemento in C®° (R x U, A*V).

Sia u € (0,1]. Definiamo un riscalamento d, su un elemento o € C®(R" x U, A*V') come segue

(73) (0ya)(t,z) = Z uw”?a(ut, ul/QJ;)[i] .
1=0

Questa operazione induce un riscalamento per alcuni importanti operatori lineari sullo spazio vet-
toriale C®°(R* x U, A*V). Pil1 precisamente

5,00, = w710, 6,0;07 =u1/%0;.

Analogamente, se £ € V* allora la moltiplicazione esterna per ¢ viene riscalata di u~/2 mentre la
moltiplicazione interna viene riscalata di u!/2.

Definizione 33. Il nucleo del calore riscalato r(u,t,x) é definito da
r(u, t,3) = u™?(6uk)(t, z)

E facile vedere che il teorema di Getzler segue dall’esistenza del seguente limite:

. R/2
_ _ _ n/2 1/2
(74) iur%) r(u,t =1,z = 0) = (47)™* det (7sinh /2) (myg)

Sia L l'operatore differenziale indotto da /)? in U tramite la banalizzazione fissata. Sia L(u) :=
ud, Lo, . Facendo qualche calcolo vediamo che r(u,t, ) soddisfa 1’equazione:

(0r + L(u))r(u,t,z) =0.
Il seguente teorema ¢ il punto cruciale della dimostrazione di Gezler:

Teorema 33. Sia Ri; = (R(mg)0;,0;). Per la famiglia di operatori differenziali L(u), L(u) :
C®(U,\*V) — C®°(U,A*V), si ha L(u) = K 4+ O(u'/?) con

(75) K = —Z 8Z - %ZRULL'J'
J

2

J

Abbiamo dimostrato in dettaglio questo teorema in classe dove abbiamo scoperto che esso &, in
ultima analisi, una conseguenza della formula di Lichnerowicz per IP? (si veda la lezione 12). Tl
punto fondamentale & che K & un oscillatore armonico generalizzato in R" e, come vedremo fra
breve, I’equazione del calore per un tale operatore puo essere risolta esplicitamente.
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17.4. Oscillatore armonico e formula di Mehler.

Cominciamo con un caso semplice. Consideriamo l'oscillatore armonico
2

d 2
H:—E‘F.’L‘

sulla retta reale. Cerchiamo una funzione p;(x,y), t > 0, che chiameremo nucleo del calore per H,
soddisfacente le seguenti proprieta:
(i) I'applicazione ¢ — ¢ con ¢¢(z) = [ pe(z,y)¢(y)dy & limitata in S, lo spazio delle funzioni
a decrescenza rapida.
(i) (3 + H)gu(z) = 0
(ii) limy—o [ pe(2, 9)d(y)dy = $(z)
Un calcolo diretto mostra che la seguente funzione € una soluzione di questo problema:

1
pi(,y) = 2mwsinh2t) /2 exp (—i(coth2t)(ac2 +9?) — 2(cosech2t)xy) .

Questa formula € nota come formula di Mehler. Noi saremo interessati al caso y = 0; denotiamo
con py(z) il nucleo del calore in (z,0).

Si puo generalizzare la formula di Mehler per p;(z) ad operatori pit generali dell’oscillatore
armonico. Innanzitutto possiamo trovare una formula per un operatore del tipo (sempre in R):

d2
—@ +r2m2/16+w

con r,w € R. Si puo ulteriormente generalizzare sostituendo a R uno spazio vettoriale V qualsiasi

e considerando )

1

H:—Z ai—ZZR,Z'jLEj +Q
J J

dove R;; ¢ una matrice antisimmetrica ed €2 ¢ una qualsiasi matrice. Infine R;; ed 2 possono essere

presi con coefficienti in un’algebra commutativa A, come ad esempio ’algebra A = A?V (questo

sard precisamente il nostro caso). Facendo un po di conti si dimostra quanto segue

Proposizione 29. Il nucleo del calore pi(z,R;j,K), con valori in AQEnd(C"), associato all’operatore
2

1
H= _Z 0; — ZZRijxj +Q
J J
e esplicitamente calcolabile:
N _ 1 1/2 tRZ‘j/Q 1 tR;; tR;;
(76)  pi(z,Ri,Q) = Aty det (sinhtRij/Q exp ! < 5 coth( 5 Yz, x > —tQ ) .

Torniamo all’operatore di Dirac su una varieta spin. Utilizzando il fatto che L(u) = K +O(u'/?),
con K un oscillatore armonico generalizzato (con © = 0 in questo caso) si pud dimostrare che
r(u,t,x) ha un limite per u — 0 e che questo limite é proprio la soluzione dell’equazione del calore
per l'operatore K. Dal punto di vista analitico questo € il punto piu delicato della dimostrazione
e I'unica referenza veramente rigorosa ¢ a mio avviso [2]. Notiamo che la dimostrazione di questo
fatto fondamentale fa uso della, dimostrazione dell’esistenza dello sviluppo asintotico per t piccolo
ed € qui omessa dato che non ho riportato la dimostrazione dell’esistenza, dello sviluppo asintotico.

Utilizzando la formula di Mehler (76) e ponendo in essa ¢t = 1 ed z = 0 otteniamo immediatamente
(74) e quindi il teorema 32. Se Dy & loperatore di Dirac a valori in un fibrato W allora dalla
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formula di Lichnerowicz otteniamo per 'operatore limite K un oscillatore armonico ma con §2
diverso da zero e piu precisamente uguale alla curvatura della connessione di V" in mg. Applicando
nuovamente la formula di Mehler si ottiene per il limite ¢ — 0 della supertraccia del nucleo del
calore la componente di grado n della forma

A(M)Ch(W, V")

e quindi, ancora una volta, il teorema dell’indice. Dato che localmente questa & la situazione
generale (si veda la lezione 11) il teorema dell’indice per operatori di Dirac generalizzati & finalmente
dimostrato.
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