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1. Ripasso di Geometria Differenziale 1.

1.1. Varieta differenziabili reali.

Per la definizione di varieta differenziabile reale potete consultare Warner [15], da p. 5 a p. 8.
In alternativa, Kodaira [7, Definizione 2.6]. Il Kodaira definisce prima le varieta complesse e
poi quelle reali, ma non dovreste avere problemi perché le idee sono molto simili. Un’altra buona
referenza ¢ Sernesi [12], Capitolo 5. E importante ripassare anche la nozione di partizione dell’unita
subordinata ad un ricoprimento.

1.2. Varieta complesse.
Potete consultare il Kodaira [7, Def. 2.3] oppure il Griffith-Harris [4, p.14] oppure il Wells [16].

1.3. Spazio tangente ad una varieta differenziabile in un punto.
Vi rimando a Sernesi [12], sezione 21.
In alternativa Warner [15], da pag 11 a pag 15.

1.4. Ripasso di Algebra Multilineare.

- Sernesi, Geometria 2. Da p. 331 a p. 334.

- Warner, Foundations etc. Da p. 54 a p. 62.

- Lang, Algebra Lineare. Da pag 280 a pag 302.



2. Fibrati vettoriali I.

2.1. Definizione di fibrato vettoriale.

Definizione 1.  Un fibrato vettoriale C*° di rango k & una terna (E,m, M), dove E e M sono
varieta C°, m: F — M & un’applicazione C*° suriettiva, tale che per ogni m € M

(i) lafibra E,, = 7—!(m) ha una struttura di spazio vettoriale di dimensione k;

(ii) esiste un intorno U di m e un diffeomorfismo ¢y : 771 (U) — U x R* tale che
per ogni m' € U

a) ¢u (Eny) C{m'} x R*
b) ¢ulg ,: Em — {m'} x RF & un isomorfismo di spazi vettoriali.

La varieta M e detta base del fibrato; la varieta E ¢ detta spazio totale del fibrato.
Gli intorni U sono detti intorni banalizzanti, i diffeomorfismi ¢y banalizzazioni locali.
Se per ogni m € M l'intorno U puo essere scelto uguale ad M, il fibrato vettoriale si dice banale.

Notazione. Denoteremo spesso il fibrato (E, 7, M) con (E — M), oppure, semplicemente con E.
Definizioni analoghe.

e Fibrati vettoriali nella categoria degli spazi topologici e applicazioni continue.
e Fibrati vettoriali su C.

e Se M ed FE sono varieta complesse (quindi le carte ¢, : U, — C™ hanno valori in C" e le
funzioni di transizione g o Pt e (Ug N Ug) C C" = g (Uy N Ug) € C™ sono biolomorfe) allora
(E,7, M) ¢ un fibrato vettoriale complesso olomorfo se ogni banalizzazione locale ¢y : 7= (U) —
U x CF & biolomorfa.

2.2. Funzioni di transizione.

Dalla definizione segue che M ammette un ricoprimento {U,} con intorni banalizzanti, che
chiameremo ricoprimento banalizzante. Per ogni coppia di aperti U,,Ug del ricoprimento, con
Uo NUg # 0, e per ogni m € U, N Ug I'applicazione

— -1 .
9ap (M) = v, |g,, © <¢U5‘{m}ka> :
{m} x R¥ = {m} x R*

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.
Allora possiamo pensare alle gog (m) come applicazioni
9ap : Ua NUg — GL (k,R).
Queste vengono dette funzioni di transizione e verificano due proprieta:
1) gaa(m) =Idgr Ym € Uy N Up,
2) G © gy = Jary in Uy NUzNU,.

Se M ¢ una varieta differenziabile e se sono dati un ricoprimento {U,} di M e mappe gq3 :
U,NUg — GL (k,R) soddisfacenti le proprieta 1) e 2), allora e possibile definire un fibrato vettoriale
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(E m, M) che ammetta le g,3 come funzioni di transizione. Precisamente, consideriamo 'insieme
E ottenuto prendendo 'unione disgiunta di tutti gh intorni U, x R¥; E ha una naturale topologia.
Introduciamo una relazione d’equivalenza R in E come segue

Uy xR¥ 3 (z,e) R(y, f) EUs x RF sz =y e e = gap(x) f

Sia E lo spazio quoziente dotato della topologia indotta e sia 7 : E — M la mappa che associa alla
classe d’equivalenza di (z, e) il punto = € M. Uno degli esercizi del secondo compito a casa consiste
nel dimostrare che (E, 7, M) ha una naturale struttura di fibrato vettoriale.

Quindi si puo dare una definizione alternativa di fibrato vettoriale, come una varieta M su cui
siano dati un ricoprimento {U,} e una collezione di mappe differenziabili gog : UoNUg — GL (k,R)
soddisfacenti le proprieta 1) e 2).

2.3. Morfismi di fibrati.

Definizione 2. Siano (E,m, M) e (F,n’', M) due fibrati vettoriali (sulla stessa base). Un mor-
fismo di fibrati da (E,7m, M) a (F,n’, M) & un’applicazione differenziabile f : E — F che manda
omomorficamente fibre in fibre corrispondenti, ovvero tale che per ogni m € M

1) f(En) C Fn

2) flg,, : Em — Fy ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali.

Un morfismo di fibrati f : E — F si dice isomorfismo di fibrati se & un diffeomorphismo e manda
isomorficamente fibre in fibre corrispondenti, ovvero se per ogni m € M

f|Em 2Em—>Fm

¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. Un’analoga definizione vale nel caso topologico (richiederemo
semplicemente che f sia continua e, nel caso di un isomorfismo, che sia un omeomorfismo).
11 seguente lemma ¢ di facile dimostrazione (sara un esercizio).

Lemma 1. Siano (E,7g, M) e (F,mp, M) due fibrati vettoriali. Sia f : F — F un morfismo di
fibrati e supponiamo che f|g,, sia un isomorfismo per ogni m € M. Allora f ¢ un isomorfismo di
fibrati (e cioe f & anche un diffeomorfismo).

2.4. Esempi notevoli.

Esempio 1. Sia M una varieta differenziabile. Per ogni punto m € M indichiamo con T},M lo
spazio tangente alla varieta M nel punto m. Poniamo

T™ = | TnM
meM
e definiamo 7 : TM — M ponendo 7 (x) = m se x € T,, M. Si verifica che (T'M, 7, M) & un fibrato
vettoriale il cui rango ¢ uguale alla dimensione di M. Anche questo sara un esercizio. Tale fibrato
vettoriale si dice fibrato tangente ad M. Per ulteriori informazioni potete consultare [15].

Esempio 2. Sia RP" lo spazio proiettivo di dimensione n. Ricordiamo che RP™ = S"/ ~, dove
~ ¢ la relazione che identifica i vettori xe —z. Sappiamo che RP™ & una varieta differenziabile
compatta. Consideriamo l'insieme

Er (R"1) = {(lz] ,v) e RP" x R"" : v = Az}

e l'applicazione 7 : Ey (R"*!) — RP" definita da 7 ([z],v) = [z]. La terna (E; (R"*!), 7, RP")
¢ un fibrato vettoriale di rango 1. Facciamo vedere come trovare banalizzazioni locali: per ogni
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[z] € RP"™, consideriamo Uy, un intorno di z in S™ ad intesezione vuota con la sua immagine tramite
la mappa antipodale; 'aperto U = U;/ ~ C RP"™ & un intorno banalizzante di [z] e il diffeomorfismo
oy 1 (U) = U x R definito da oy ([z],tz) = ([z],t) & una banalizzazione locale.

Analogamente la terna (E1 ((C”H) ), CP") e un fibrato vettoriale complesso olomorfo di rango 1.

Esempio 3. Sia n > k. Poniamo
G (R™) = {sottospazi vettoriali k—dimensionali di R"}.

Lo spazio G}, (R™) ha una naturale topologia: sia V;(R") 'aperto di R” x x - - - x R™ k-volte costituito
dalle k-ple di vettori linearmente indipendenti. Esiste una suriezione 7 : Vi (R") — G (R")

m(vy, ..., v,) = Span(vy, ..., v) .

Dotiamo G (R™) della topologia quoziente: U & aperto in Gj(R") se e solo se 71 (U) & aperto in
Vi(R™). Gr(R™) ha una naturale struttura di varieta differenziabile compatta connessa di dimen-
sione n(n — k) L. Gy (R") & detta la Grassmanniana dei k-piani in R™.
Consideriamo 'insieme

B (R") = {(p,v) € G (R") xR" : v € p}
e lapplicazione 7 : Ey (R™) — G (R™) definita da 7 (p,v) = p. La terna (Ej (R™), 7, Gk (R")) &
un fibrato vettoriale di rango k e C'°. La verifica di questa ultima affermazione € un interessante
esercizio 2. Si noti che per k = 1 riotteniamo I’esempio 2.
(B (R™), 7, Gk (R™)) & detto fibrato universale sulla Grassmanniana.

Esempio 4. Analogamente lo spazio G (C™) ¢ una varietd complessa compatta di dimensione
complessa n(n — k) e la terna (E, (C"),m, G (C")) ¢ un fibrato vettoriale complesso olomorfo di
rango k, detto fibrato universale su Gi(C™).

Osservazioni.

1. Se T' € GL(n,C) allora T induce un’applicazione T} : G(C") — G1(C"), che ¢ un diffeomor-
fismo.

2. C’¢ un’applicazione naturale

(1) P GE(R") = G (R")

ottenuta mandando V in V+. Quest’applicazione & un diffeomorfismo.
3. Alcuni autori definiscono la Grassmanniana G (C") come 'insieme dei sottospazi di codimen-
sione k in C". Le due definizioni sono compatibili tramite I’applicazione 1 in (1).

2.5. Operazioni sui fibrati.
Dati 2 fibrati su M (E, 7%, M), (F, 7", M) si possono definire i fibrati
E*, EQF, FE®oF, A"E, Hom(E,F)=E® F*
a partire dalle corrispondenti operazioni sulle fibre. Ad esempio, poniamo
E®F :=UpemEnm @ Foy s

rimane allora definito il fibrato (E® F, 7#®F M) che per costruzione ha come fibre (7Z®F)~1(m) =
E,, ® F,,. La banalita locale e ereditata da quella di ¥ ed F': per ipotesi Vm € M esistono aperti
UEF  UF e diffeomorfismi locali

oF - (7B UF) - UF x R*

1Lungo esercizio ”guidato” del primo compito a casa
2pe]r il quale pero dovete aver risolto ’esercizio sulla Grassmanniana
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oF (7N UT) - UF xR
con cui si costruisce il diffeomorfismo
HEOF . (FEEBF)—l(UE N UF) L UEAUF x R
che da la banalizzazione di ¥ @ F'. Lascio a voi i dettagli.

2.6. Fibrato indotto da un’applicazione (pull-back).

Sia f : N — M un’applicazione tra le varieta differenziabili M ed N e sia (F, 7, M) un fibrato su
M. Si consideri 'insieme

ffE={(n,v) € N x E|f(n)=m(v)}.
Utilizzando il fatto che f*E = ®~1(A), con A la diagonale in M x M e ®(n,v) := (f(n), 7(v)), si
dimostra che f*FE € una sottovarieta di N x E e che ha, quindi, una naturale struttura di varieta
differenziabile 3. Esistono due applicazioni naturali f e mind;

f:f*E—= E con f(n,v)=v
i f*E — N con 7(n,v) =n

La terna (f*F, 7™ N) ha una naturale struttura di fibrato vettoriale; esso &, per definizione, il
fibrato indotto da f su N (o fibrato pull-back tramite f).

La fibra di f*E sun & Ey,), come segue subito dalla definizione; quindi (f*F), ha una struttura
di spazio vettoriale per ogni n € N, come deve essere.

Facciamo vedere la banalita locale: y

sia U un intorno banalizzante di M; f~1(U) ¢ allora un aperto di N e si ponga f~1(U) = U. Sia

YU xRF - 77 H(0)
una banalizzazione di 7=(U). Si definisca:
VU x RF = (7)) ~1(1)

con

$(n,v) = (n,9(f(n),v))

Si ha 7(1(f(n),v)) = f(n) come deve essere. Non & difficile verificare che 9 & un diffeomorfismo

Osservazioni.

1. Se (E,m, M) & banale e f : N — M & un’applicazione differenziabile allora il fibrato indotto su
N , f*E, & anche banale (questo fatto discende immediatamente da quanto visto sopra).
Analogamente, ¢ immediato verificare che se (E, ng, M) e (F, wp, M) sono due fibrati isomorfi, allora
f*E ¢ isomorfo a f*F'; infatti se ® : E — F ¢ un isomorfismo di fibrati allora ¥ : f*F — f*F,
U(n,e) = (n,®(e)) & ben definita, continua e induce isomorfismo da (f*E), a (f*F), ed e quindi
un isomorfismo di fibrati.

2. Notare che, per costruzione,

(2) for™ = for

e che f & un’applicazione continua che manda la fibra di f*FE su n isomorficamente nella fibra di
E su f(n): questa properieta caratterizza univocamente il fibrato pull-back a meno di isomorfismi.
Si veda [5].

3Si veda ad esempio [15], Theorem 1.39.
4 inversa & ' : (7)) ~Y(T) = U x R* definita da ¢! (n,w) = (n,®) con ¢(n,w) = w.
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3. Seg:Z —=Yef:Y — X sono due mappe C, allora (f o g)*E & isomorfo a ¢g*(f*FE):
(fog)*E = g*(f*E): bastera mandare (z,e) € (fog)*E in (z,(g9(2),e)) € ¢g*(f*E).
4. Sei:Y — X ¢ un’inclusione allora ha senso considerare la restrizione di E ad Y, denotata E|y
(lascio a voi la definizione). Si ha Ely = ¢*E: bastera mandare e € E|y in (7(e), e).
5. Si puo dare una definizione di fibrato indotto utilizzando le funzioni di transizione: se E =
{(Uaagaﬁ)}v si ponga

FE={(/"(Ua) gas © )}
6. Se f: N — M & un’applicazione costante, f(n) = mg,Vn € N, allora f*E & banale, perché
uguale al fibrato prodotto N x E,,,.



12

3. Fibrati vettoriali IT .

3.1. Sezioni di un fibrato.

Definizione 3.  Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale. Una sezione C* del fibrato & un’applicazione
differenziabile s : M — E tale che m o s = Id|,;, ovvero tale che per ogni m € M risulti s(m) €
En =7n"1(m).

Denotiamo con C* (M, E) I'insieme delle sezioni C* del fibrato (E,m, M) 5. Si noti che, poiché
ogni fibra ¢ una spazio vettoriale, anche C*° (M, E) & uno spazio vettoriale, le cui operazioni sono
definite punto per punto. Notiamo anche che C* (M, E) ha una naturale struttura di C°°(M)-
mudulo: se f € C®(M) e s € C* (M, E) allora fs & la sezione che in m vale f(m)s(m).

Proposizione 1. Un fibrato vettoriale (E,m, M) di rango k é banale se e solo se esistono k sezioni
C™ s1, ..., s, linearmente indipendenti, ovvero tali che sy (m), ..., sk (m) siano linearmente indipen-
denti per ogni m € M.

Dimostrazione.

Supponiamo (E, 7, M) banale. Allora esiste una mappa di fibrati ® : E — M x R* che induce
un isomorfismo @ : E,, — {m} x R¥ su ogni fibra. Sia ¥ = &~ : M x R* — FE e definiamo le
applicazioni s; : M — E ponendo s; (m) = ¥ (m,¢;) (dove ¢; & I'i -simo vettore canonico di R¥).
Le applicazioni s1, ..., g sono sezioni C* e per costruzione sono linearmente indipendenti.
Supponiamo che esistano k sezioni C*° s, ..., s; linearmente indipendenti. Definiamo ¥ :
M x R¥ — Eponendo ¥ (m,z) = x's; (m) + ... + 2¥s; (m). L’applicazione ¥ & C™ e induce
un isomorfismo su ogni fibra. Allora non e difficile vedere, questo € il Lemma 1, che ¥ & un
diffeomorfismo. Quindi (E, 7, M) ¢ banale. O

Osservazione 1. Notiamo che la dimostrazione stabilisce I’esistenza locale di k sezioni linearmente
indipendenti su ogni aperto banalizzante. Si dice che queste sezioni costituiscono una base locale.
In particolare, utilizzando una partizione dell’unita, vediamo che se M & compatta allora C*>°(M, E)
¢ un modulo finitamente generato su C*°(M). Lascio a voi i semplici dettagli.

Osservazione 2. Se f: N — M & una mappa C*° ed E & un fibrato su M allora otteniamo una
mappa lineare indotta f* : C°(M; E) — C*°(N, f*E) associando a s la sezione f*s, con (f*s)(n) :=
s(f(n)). Notiamo che questa mappa porta una base locale di F nell’intorno banalizzante U, in una
base locale di f* E nell’intorno banalizzante f~!(U,). In particolare, utilizzando anche la precedente
osservazione, vediamo che C°(N, f*FE) & generato, come modulo su C*°(N), dallimmagine di
ff:C®(M;E)— C®(N, f*E).

Osservazione 3. Consideriamo un morfismo di fibrati f : £ — F. E allora chiaro che f definisce in
maniera naturale una sezione sy € C°°(M, Hom(E, F')): bastera porre sg(m) := f|g,,. Supponiamo
che mg € M sia tale che sy(mg) € Iso(Ep,, Fin,), allora esiste un intorno aperto di mg, U, tale che
sf(m) € Iso(Ep,, Fin) Vm € U (per la dimostrazione bastera considerare un intorno banalizzante di
myo ed utilizzare il fatto che GL(k,R) ¢ aperto in M, (R)).

5In molti libri trovate il simbolo I'(E) per lo spazio delle sezioni di E
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Esempio. 1l fibrato (E; (R"*!), 7, RP") non & banale.

Dimostrazione. Basta far vedere che ogni s € C'* (RP”, FE (R"+1)) si annulla in un punto. Sia
s: RP" - E; (R”H) una sezione. Sia p : S™ — RP" la proiezione canonica. L’applicazione
qg=sop: S — E (R") & tale che ¢(z) = ([z],t(z)z), con t € C*(5"). Inoltre, poiché
q(—z) = q(z), si deve avere t(—x) = —t(x) . Allora, poiché S™ & connessa e in particolare
t € CY(S™), deve esistere z, € S, tale che t (z,) = 0, ovvero tale che s ([z]) = ([z,],0). O
Possiamo dare anche una definizione alternativa di sezione. Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale,
con ricoprimento {U,} e funzioni di transizione go3 : Uy N Ug — GL (k,R). Una sezione C* del

fibrato & allora una collezione {s,} di mappe s, : U, — RF differenziabili tali che per ogni coppia
di aperti U, e Ug non disgiunti e per ogni m € U, N Ug risulti

Sa (M) = gap (M) 55 (M) .
Le due definizioni sono equivalenti come ora mostreremo.

Sia s una sezione C'*° (nel senso della prima definizione). Occorre verificare che esiste una collezione
{sq} di mappe che soddisfa le condizioni richieste nella seconda definizione. Sia m € M e siano U,

un intorno di m banalizzante e ¢, una banalizzazione locale su U,. Se ey, ..., €5 sono i vettori della
base canonica di R”, o 1 (m,eq),...,¢5" (m,e;) sono una base di FE,,. Quindi esistono k& numeri,
che chiamo

sb(m), ..., s]; (m)
tali che

k
3(m) =37 st (m) o3 (m.c).

Allora, considerando la restrizione di s a U, N Ug, si ha
k k
j -1 ‘ -1
5|UamU,3 = Z So (M) pg (M, ;) = Zslﬁ (m) Pg (m, €;) -
i=1 i=1
Applicando ¢, al secondo e terzo membro, si ha

k k
doshime = Yo shm) (paop;') (me) =
i=1 =1
k
= D8l () gass (m) (&) =
i=1

k
= Z S% (m) (gaﬁ (m))z (Qj) .
i=1

dove l'indice in basso in (gags (m)){ ¢ l'indice di colonna.
Quindi
i k
sa (m) = s (m) (gags (M));
1 k

Allora, ponendo s, = (sa, - sa)t, si ottiene

Sa = Jap S3-
Quindi la collezione {s,} soddisfa le condizioni richieste nella seconda definizione.

Il viceversa & chiaro: se sono date le {s,} e le banalizzazioni, allora possiamo definire una sezione
globale s (scrivete i dettagli per esercizio).
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3.2. Il semigruppo Vect(X). Teorema di omotopia.
In questa sottosezione lavoreremo nella categoria degli spazi topologici e funzioni continue.

Definizione 4. Sia X uno spazio topologico compatto di Hausdorff ©. Vecty(X) ¢ per definizione
I'insieme delle classi di isomorfismo di fibrati vettoriali complessi di rango k. Analogamente si
definisce Vect}(X), le classi di isomorfismo di fibrati vettoriali reali di rango k. Poniamo Vect(X) =
Uk Vect, (X ) .

E importante notare che Vect(X) € un semigruppo abeliano rispetto all’operazione @, con elemento
neutro uguale al fibrato banale X x {0}. Notiamo anche che se f : Y — X & continua allora
Poperazione di pull-back induce un morfismo di semigruppi f* : Vect(X) — Vect(Y). Abbiamo
quindi definito un funtore Vect( ) dalla categoria degli spazi topologici compatti e applicazioni
continue alla categoria dei semigruppi abeliani e morfismi di semigruppi. Questo funtore risulta
essere omotopico: questa fatto fondamentale & conseguenza del seguente teorema

Teorema 1. (di omotopia) Sia' Y compatto e siano fo, fi, due applicazioni continue Y — X. Sia
(E — X) un fibrato vettoriale su X. Se fo é omotopa a fi, fo ~ fi, allora f§E é isomorfo a f{E.

Il teorema vale nell’ipotesi piu generale che Y sia paracompatto.

Dimostrazione.

Sia {fi}ic01) 'omotopia fra fo e fi. Basta dimostrare che la classe di isomorfismo di f/E &
localmente costante in t.

In generale sia H — Y x [0, 1] un fibrato; utilizzeremo le notazioni

Vx{r}:=Yr, Hlyxy:=H;

Sia s; € C(Y7, H;): allora esiste un’estensione s € C(Y x [0, 1], H) tale che s|y, = s;. Dimostriamo
questo fatto: sia x € Y; ed U un intorno di x che sia banalizzante per H; la sezione s, ristretta
a Y, NU puo essere considerata come una funzione a valori vettoriali definita su un chiuso di
uno spazio topologico normale; per il teorema di Tietze esiste un’estensione ¢ty € C(U, H|y) di s,
ristretta a Y; N U. Dato che Y & compatto esiste un ricoprimento finito di Y;, {Uy,..., Uy} con
U; aperto, ed estensioni t; di s; ristretta a Y NU;. Sia {¢;} una partizione dell'unita subordinata
al ricoprimento {Uy,...,Upn}. E chiaro che ¢;t; ha una naturale estensione ad una sezione in
C(Y x [0,1, H): concludiamo che ) ; @jtj € un’estensione cercata.

La stessa identica dimostrazione stabilisce il seguente

Lemma 2. (di estensione) Sia X uno spazio topologico compatto di Hausdorff e W C X un
sottoinsieme chiuso. Sia (E — X) un fibrato vettoriale. Allora ogni sezione sy : W — E|y puod
essere estesa ad una sezione s € C(X, E).

La dimostrazione dipende solo dall’esistenza di una partizione dell’unita ed infatti il Lemma vale
nell’ipotesi piu generale che X sia paracompatto di Hausdorff.
Abbiamo ora bisogno di un altro risultato preliminare:

Lemma 3. Siano E ed F due fibrati su X, X compatto. Sia W C X un chiuso e supponiamo che
esista un isomorfismo di fibrati ¢ : E| — F|w. Allora esiste un aperto U 2 W ed un morfismo di
fibrati ® : E — F che estende ¢ ed & un isomorfismo su U.

6¢utti i nostri spazi topologici sono di Hausdorff se non specificato diversamente
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Dimostrazione. Per 'osservazione 3, 'isomorfismo ¢ definisce in maniera naturale una sezione
che chiameremo ancora ¢ del fibrato Hom(E, F)) ristretto a W. Per il Lemma precedente esiste
un’estensione ® di ¢ che definisce quindi un morfismo di fibrati £ — F su tutto X. Dato che
Ol = ¢ & un isomorfismo, segue esiste un aperto U contente W tale che ®|y ¢ un isomorfismo.Il
lemma e dimostrato.

Possiamo ora concludere la dimostrazione del teorema. Sia f : Y x[0,1] — X 'omotopia fra fy e fi,
quindi f(y,7) = fr. Sia7w:Y x[0,1] — Y la proiezione sul primo fattore. Fissiamo 7 € [0, 1] Per le
proprieta funtoriali del pull-back & chiaro che i fibrati f*E e 7* f*(FE) sono isomorfi quando ristretti
a Y;. Per il lemma appena enunciato sappiamo che questo isomorfismo si estende ad un intorno
aperto di Y;: deduciamo che esiste un € > 0 tale che f*E e n* f*(FE) sono isomorfi se ristretti a
Y x [T — €, 7+ €] e cio ¢ sufficiente per concludere.

Corollario 1. Se X ed Y sono due spazi compatti ed f : Y — X & un’equivalenza omotopica *

allora f* : Vect(X) — Vect(Y) ¢ un isomorfismo di semigruppi

Infatti, se g € un’inversa omotopica di f, allora dal teorema di omotopia e dalla definizione
abbiamo f*og* =1Id e ¢g* o f* =1d e quindi f* € un isomorfismo.

Corollario 2. Se X ¢ contraibile 8 allora ogni fibrato E su X ¢ banale ed esiste quindi un isomor-
fismo di semigruppi Vect(X) = N.

Infatti, dire che X e contraibile equivale a dire che la mappa identita su X & omotopa alla
mappa costante C' ad un punto pg di X. Ma, come osservato subito prima di questa sottosezione, il
pullback tramite una mappa costante e un fibrato banale; il corollario segue allora immediatamente
dal teorema di omotopia (F = (Idx)*E ~ X x E,, ~ X x Rk

7esisteg:X%Ytalechefogwidxegofwidy

86 cioe X @ omotopicamente equivalente ad un punto
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4. Ripasso di Geometria Differenziale II: forme differenziali.
4.1. Forme differenziali su una varieta differenziabile reale.

Sia M una varieta differenziabile reale di dimensione m e sia A un atlante per M. Sappiamo
(& stato un esercizio per casa) che & allora ben definito (T'M,m, M), il fibrato tangente a M, un
fibrato vettoriale reale di rango dim M. Lo spazio delle sezioni di questo fibrato & lo spazio dei
campi vettoriali su M. Una collezione di aperti banalizzanti per questo fibrato & dato proprio dalle
carte di A. Se (U, ¢) & una tale carta, con ¢ : U — R™ ¢ = (z!,...,2™), 27 € C°(M), allora una
base locale di sezioni e data dai campi vettoriali

U>sp— % » € T,M .
E proprio utilizzando questa base locale che si banalizza localmente il fibrato tangente.

Sappiamo che ¢ allora ben definito il fibrato duale (T M, w, M) che & detto fibrato cotangente. Le
sezioni del fibrato cotangente sono le 1-forme differenziali di M. Data una funzione differenziabile
f:M—RsuM, feC>®M), possiamo sempre definire una 1-forma, df, ponendo il suo valore in
p, denotato df,, definito come segue

dfp(“) = U([f]p)

con v € T,M (v & quindi una derivazione sui germi di funzioni in p) e [f], il germe definito da f in

p € M. In particolare, se (U, ¢) & una carta come sopra, allora sono ben definite le sezioni locali
U>p—da)eTiM.

8 -
Ozt
una base locale che & infatti la base locale duale a quella vista per il fibrato tangente. Si ha quindi
dflv = > g xfl dz' (basterd far vedere che i due membri coincidono su una base di T;M Vp € U, il
che & immediato scegliendo la base locale { 8(?ci ).

Consideriamo ora il fibrato A¥(T*M), per k = 0,...,m = dim M. Le sezioni di A*(T*M)
sono, per definizione, le k-forme differenziali su m. Si pone spesso QF(M) := C®(M, A*(T*M)) e
Q* (M) = amMQ*(M) (che & anche lo spazio delle sezioni del fibrato @, A*(T*M)). Da quello che
avete imparato (autonomamente) sull’algebra di Grassmann di uno spazio vettoriale e dalla nostra
breve discussione qui sopra, deducete subito che le carte di A sono intorni banalizzanti per questi

fibrati e che una base locale di sezioni per A*(T*M)|y ¢ data da

Dato che dalle definizioni segue subito che dac%( p) = 5? vediamo che queste m sezioni locali sono

{dz™ A~ ANdz™,0 < iy <ig < - <ip}.

Cio implica, ovviamente, che ogni w € QF(M) si scrive localmente, nella carta (U, (z!,...,z™)),
come
wly = Z wil...ikdxil Ao A dzt
0<iy <ig<--<ij,

con wi,..i;, € C®(U). Einoltre chiaro che Q*(M) eredita un prodotto esterno definito puntualmente:
se w € QF(M) e n € QM) allora w An € QM) ¢ la (k + £)-forma definita da w A n(p) =
w(p) Apn(p) dove A, & il prodotto esterno in A*(T; M).

Vi ricordo che se F' : N — M ¢ un’applicazione differenziabile fra due varieta differenziabili,
allora e ben definito il differenziale di F' in ogni punto ¢ € N, denotato dFy:

qu : TqN — TF(q)M.

Per definizione dFy(v) ¢ il vettore tangente di Tp,) M definito dalla relazione dFy,(v)([g]r()) =
v([g o F]q). Questa definizione ¢ compatibile con quella che abbiamo dato per funzioni f : M — R
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una volta identificato Ty(yR con R (mandando il vettore ad/dr|s(,) in a). E facile verificare che
se G : M — R & un’altra applicazione differenziabile allora d(G o F'), = dG F(q) © dFy. Data quindi
un’applicazione differenziabile F' : N — M abbiamo ’applicazione duale

(dFy)* : TpM — TiN.

Notiamo che se F(q) appartiene alla carta (U, (X',...,2™)) allora (dF,)*(dz?|p)) = d(a7 o F)g;
infatti, per ogni vettore tangente v € T/ N abbiamo

((dFy)"(da? | () (v) = dz? | pg) ((dFy) (v)) = d(z © F)g(v).

Sapete bene che (dFy)* induce un’applicazione lineare, che & anche un omomorfismo di algebre, da
A*(T;(q)M) a A*(T; N). Rimane allora definita un’operazione F* : Q*(M) — Q*(N): sew € QF(N)
si scrive in p = F(q) € M come Y wj,...i, (p)da®|, A - -+ A dz'*|, allora F*w & la forma differenziale
il cui valore in ¢ € F~1(p) & uguale a Y wj, ..., (F(q))(dF,)*(dz™|,) A --- A (dF,)*(dz|,) che puod

anche essere scritto come (F*w)(q) := Y wi, i, (F(q))d(z 0 F)y A -+ Ad(z' o F),.

4.2. Differenziale di de Rham. Coomologia di de Rham. *

Un’operazione fondamentale sulle forme differenziali ¢ quella di differenziazione esterna o dif-
ferenziazione di de Rham. Sia w una k-forma; vogliamo definire una (k 4 1)-forma dw. Sia p € M,
per definire (dw)(p) consideriamo un intorno coordinato di p, sia esso (U, (z!,...,2™)). Allora

wly = Z wil...ikdazil Ao Adat ;
0<iy <ig<-<ig
poniamo
dw)ly = > (dwiyiy) Ada' A--- Ada™
0<t1 <9< <1y
Si puo dimostrare che questa operazione definisce globalmente un unico operatore lineare d :
(M) — Q*F1(M) che verifichi le seguenti 3 proprieta:
~weQNM), ne (M) = dwAn) =dwAn+ (=1)kw Adny;
-d?=0
-se f € C®(M) allora df ¢ la 1-forma definita dal differenziale di M (vedi sopra).
Si puo anche dimostrare, non e difficile, che se F': N — M allora

F*(dw) = d(F*w),

a parole: il differenziale commuta con F™.

Una k-forma w e detta chiusa se dw = 0. Una k-forma w ¢ detta esatta se w = dn per qualche
(k — 1)-forma 1. Notiamo che una forma esatta & sempre chiusa, dato che d? = 0. Definiamo il
k-mo gruppo di coomologia di de Rham come

Hjg (M) := Ker(d|gi)) /Im(d] g1 ay) -

Trattasi, di fatto, di spazi vettoriali. I gruppi di coomologia di de Rham sono uno strumento
fondamentale in topologia algebrica e geometria differenziale.

Yulteriori informazioni e dimostrazioni su Warner pp 65 — 69.
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4.3. Orientabilita. Integrazione. Teorema di Stokes. °

Un fibrato reale E di rango k sulla varietd M & detto orientabile se \* E = A™*® E & banale. In
questo caso il fibrato in rette (A" E,m, M) possiede una sezione globale non nulla.

Se E & orientabile allora A" E\ 0 = Upnem (A" En \ 0) ha due componenti connesse; la
scelta di una di esse ¢ detta scelta di una orientazione per E. Non e difficile dimostrare che
E ¢ orientabile se e solo se ammette un ricoprimento di intorni banalizzanti tali che le funzioni
di transizione abbiano tutte determinante positivo. Fissata una orientazione di F diremo che una
base locale {sy, ..., s} ha orientazione positiva se s; A- - - A sy appartiene alla componente connessa
che definisce 1'orientazione.

Una varieta differenziabile M ¢ orientabile se il fibrato tangente ¢ orientabile o, equivalentemente,
se ammette un atlante tale che lo jacobiano delle mappe di transizione, da una carta ad un’altra,
abbia determinante sempre positivo. Se M ¢ orientabile allora anche AY™MT* )\ & banale (infatti
TM e T*M sono isomorfi). Esiste quindi una m-forma w, con m = dim M, che non ¢ mai nulla .
Una tale forma e detta una forma di volume.

E possibile definire D'integrale J W di una m-forma w su una varieta differenziabile orientabile
di dimensione m; lo si definisce prima nelle carte, utilizzando l'integrale in R™, e poi si usa una
partizione dell’'unita. Se « € una forma con massimo grado strettamente minore di dim M allora
I} @ ¢ per definizione uguale a zero. Una volta data la nozione di varieta differenziabile orientabile
con bordo e di orientazione indotta sul bordo ¢ possibile dimostrare il fondamentale teorema di

Stokes:
/dw:/ w
M OM

per ogni (m — 1)-forma w. In particolare, se M ¢ senza bordo otteniamo

/ dw =20
M

per ogni (m — 1)-forma w.

10ylteriori informazioni e dimostrazioni su Bott-Tu, pagine 27 — 33

g anche vero il viceversa
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5. Sottofibrati. Metriche.
5.1. Sottofibrato.

Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale di rango k. Sia F' una sottovarieta di E. Diremo che
(F,7|p, M) & un sottofibrato se

e Vm € M si ha che FN E,, con E, := 7 !(m), ¢ un sottospazio vettoriale di E,, di
dimensione ¢ < k;
e VYm € M 4 U, intorno di x, e una banalizzazione locale di E :

¢v: By :=n YU) - U x RF
tale che la restrizione ad F' fornisce una banalizzazione locale di F':
gbU‘F:FU%UXReCUXRK.

In termini delle funzioni di transizione: possiamo scrivere in una tale banalizzazione

_ [ hap Kap )
gaﬁ - < 0 ]aﬂ
ele hop : Uy NUg — GL(I,R) sono le funzioni di transizione di (F,m, M).

Con la stessa tecnica si puo costruire il fibrato quoziente (E/F, 7, M) le cui funzioni di transizione
sono le jug.

5.2. Metrica riemanniana su un fibrato reale.

Dato un fibrato reale (E, 7, M), si definisce una metrica g come una sezione del fibrato E* ® E*,
g € C®(M,E* ® E*), tale che g(m), forma bilineare su F x E, sia simmetrica g(m)(u,v) =
g(m)(v,u) e definita positiva:
g(m)(v,v) >0 Vv € Ep, \ {0}

Utilizzando una partizione dell’unita si dimostra senza particolari difficolta che esiste sempre una
metrica su un fibrato E: bastera definire metriche locali g*( , ) su ogni intorno banalizzante
(e questo si pud fare utilizzando la banalizzazione v, e la metrica standard su U, x R¥); poi si
considera una partizione dell'unita { f, } subordinata a {U,} e per ogni m € M la forma g(m)(, ) :=
Yoo fa(m)g*(m)(, ). E facile vedere a questo punto che g definisce una metrica su E.

Se F =TM. allora una metrica g su F si dice una metrica riemanniana sulla varieta M.

5.3. Metrica hermitiana su un fibrato complesso.

Se (E,7, M) & un fibrato complesso, analogamente si definisce la nozione di metrica hermitiana
su (E, 7, M). L'esistenza di una metrica hermitiana si dimostra ancora una volta utilizzando una
partizione dell’unita.

5.4. Matrice locale della metrica rispetto ad una base locale.

Tramite le banalizzazioni locali abbiamo V U,, intorno banalizzante, una base locale di sezioni
(gia visto). Infatti se ¥ : Uy x R¥ — 771(U,) & una banalizzazione locale, fissata una base e; in
R¥. si ha una base locale di sezioni definita da:

e(m) :=va(m,e;) € C°(U,, E)
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(Attenzione: indici in basso, queste sono sezioni del fibrato E|y, ...)
Se u, v sono sezioni di 7~1(U,,), allora u = Neft e v = p's, dove si e utilizzata la convenzione della
somma su indici ripetuti e:

g(u,v) = Nplg(ef, )
Dunque Vm € Uy, g(ef, ef)(m) := gij(a)(m) ¢ la matrice locale della metrica rispetto alla base
locale {e'} calcolata in m.
Sia {n$} un’altra base locale con
g = Glef

allora la matrice locale della metrica rispetto a 7}, e cioe g(ng, 77;“), ¢ uguale a GTg G . In particolare,

si considerino due intorni banalizzanti Uy, Ug ed in U, NUpg le basi {ef'}, {ef } definite come sopra
B

utilizzando le due banalizzazioni, allora e; = (gag)g 7, dove vi ricordo ancora una volta che queste
sono sezioni e non coordinate.

Se g(a)(m) & la matrice della metrica Vm € U,, si ha quindi :

T
9(B) = gap 9() gas
Quest’ultima relazione puo essere utilizzata per definire la metrica mediante le funzioni di tran-
sizione gng.

5.5. Fibrato normale.

Sia F' un sottofibrato di E dotato di metrica g, allora non ¢ difficile dimostrare (ma non & proprio

ovvio) che
Ft=J F,
meM
definisce un sottofibrato di F, detto fibrato ortogonale ad F.
Valgono le seguenti proprieta:
e E/F ~ Ft
e FOFt~F
e Se M C R™ & una sottovarieta e si considera il sottofibrato TM C M x R™ = TR"|,, allora
Ny = (TM)* & il fibrato normale ad M.
e Analogamente se M C (X, g) ¢ una sottovarieta di una varieta riemanniana X dotata di
metrica g, allora (TM)+ = N /x> Vortogonale di TM in T'X |y, ¢ il fibrato normale ad M
in X.
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6. Connessioni.
6.1. Connessioni su un fibrato.

Sia X un campo di vettori su M e cioe un elemento di C*°(M,TM). Data una sezione s €
C>®(M, E), vogliamo derivare s lungo X. Se {Uy}aca € una collezione di intorni banalizzanti e
se s € C®(M, E) corrisponde alla collezione {s, : Uy — R¥} con sz = ggasq allora potremmo
considerare il vettore di 1—forme (ds., .., ds*) e porre la derivata di s, o meglio della sua restrizione
a U, lungo X pari a

(dsL (), ., dsk (X))

Tale procedimento, pero, non si globalizza: cambiando base si avrebbe

dsg = d(9sasa) = dgsasSa + 9sadsa

dunque se dgg, 7# 0 le dsg non si trasformano mediante le sole funzioni di transizione ma anche
attraverso dgg, ed s,. Ci domandiamo quindi come poter derivare una sezione lungo un campo di
vettori. La nozione di connessione € introdotta proprio a questo scopo.

Definizione 5. Una connessione su un fibrato (E,r, M) & un operatore lineare
V:C®M,E)— C®M,T"M ® E)
verificante la regola di Leibnitz: Vf € C*°(M) eV s € C°(M,E)
V(fs)=df ® s+ fVs

Osservazioni.
1. Utilizzando la dualita fra T* M e T'M & chiaro che possiamo applicare un elemento di C*° (M, T*M®
E) ad un elemento di C*°(M, T M) e ottenere una sezione in C*°(M, E). Ponendo quindi Vs(X) :=
V x s si ha un operatore

Vx:C®(M,E) = C*(M,E)
detto derivata covariante di s € C*°(M, F) lungo X € C*°(M,TM). Sinoti che Vf € C°(M),
VX1, Xs € C(M,TM) si ha

(3) Vix(s) =Vs(fX) = fVs(X) = fVxs

(4) Vi +x2(s) = V() (X1 + X2) = Vx,(s) + Vx,(s)
essendo Vs lineare su TM. Inoltre Vs, s € C®(M, E)

(5) Vx(s1+s2) = Vx(s1) + Vx(s2)

(6) Vx(fs) =V(fs)(X) = (df ® 5)(X) + fVs(X) = X(f)s + fVxs.

La definizione di connessione ¢ data in alcuni testi richiedento che VX € C*°(M,T M) sia definito un
operatore Vy : C®°(M, E) — C*°(M, E) verificante 'uguaglianza del primo e dell’ultimo membro

delle (3), (4), (5), (6).

2. L’operatore V ¢ locale: se s|lU = 0 allora V(s)|U e anche la sezione nulla su U. Infatti, se
x € U e f & una bump-function che ¢ uguale a 1 in un intorno W, di x ed & uguale a zero fuori da
un intorno V, C U, con W, C V, C U, allora, ovviamente, si ha che fs ¢ identicamente uguale a
zero: fs =0 su tutto M; d’altra parte V(fs) = df ® s + fV(s) da cui segue immediatamente che
V(s)(z) = 0 come si voleva.

In particolare, ha senso considerare V|, la restrizione di V ad un aperto U C M: utilizzeremo
spesso il simbolo V anziché V|y, a meno che cid generi confusione.
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3. SiaT : C®(M,E) —» C*°(M,E) un applicazione. Sappiamo che C°°(M, E) ¢ uno spazio
vettoriale su R e che ¢ un modulo su C*°(M). Diremo che T ¢ tensoriale se T & un operatore
R-lineare e se T'(fs) = fT'(s) per ogni f € C>°(M) e per ogni s € C*°(M, E). Se T : C*°(M,E) —
C>(M, E) & tensoriale allora si pud definire in maniera naturale un operatore 7' € C*°(M, End(E))
tale che

(Ts)(m) = T(m)(s(m)).

Daremo i dettagli qui sotto. Viceversa & ovvio che dato un 7' € C>°(M,End(FE)) si puo definire
T : C®(M,E) — C>®(M, E) tramite T(s)(m) := T(m)(s(m)) ed un tale operatore & tensoriale.
Dunque vi ¢ una corrispondenza biunivoca fra operatori tensoriali 1 : C*®(M,E) - C*(M,E) e
sezioni T € C>(M,End(E)), T < T, ed in seguito non faremo distinzione fra T ¢ T

Per definire T' a partire da un operatore tensoriale T : C*°(M, E) — C*(M, E) notiamo innanzi-
tutto che T ¢ locale: se U ¢ aperto e s|;; ¢ identicamente nulla allora T's|y ¢ anche identicamente
nulla. Infatti, se x € U e ¢ € una bump-function che & uguale a 1 in un intorno W, di x ed e
uguale a zero fuori da un intorno V, C U, con W, C V, C U, allora, ovviamente, si ha che ¢s e
identicamente uguale a zero e quindi

= (T(¢s))(x) = ¢(x)(T(s))(z) = (T(s)) ()

e dato che z ¢ arbitrario, possiamo concludere che T's|y & identicamente nullo. Abbiamo quindi
dimostrato che T e locale; possiamo quindi restringerci ad un intorno banalizzante e ragionare
quindi su un fibrato prodotto E = M x R* per il quale le sezioni sono semplicemente le k-ple di
funzioni s e per il quale le sezioni di End(E) sono le funzioni a valori matrici e cioé le matrici con
entrate che sono funzioni C*° su M. Dato T tensoriale definiamo una matrice di funzioni C'*°, Ap,
come segue: consideriamo la funzioni costante e; : M — R¥ che associa ad ogni punto I'i-mo vettore
della base canonica e prendiamo T'e;, una k-pla di funzioni su M; consideriamo poi la matrice che
ha come i-ma colonna la k-pla T'e;. Dalla tensorialita di 7" segue facilmente che

(T's)(m) = Ap(m)s(m)
come richiesto.

4. Allo stesso modo, se T': C°(M, E) — C*°(M, F') & un operatore lineare tale che T'(fs) = fT(s)
per ogni f € C*°(M) ed ogni s € C*°(M, E), allora si puo definire in maniera naturale un operatore
T € C>®(M,Hom(E, F)) = C®(M,F ® E*) tale che (T's)(m) = T(m)(s(m)). In particolare, un
operatore T' : C®(M,E) — C®(M,T*M ® E) tale che T'(fs) = fT(s) definisce in maniera
naturale una sezione di C°°(M,T*M ® End(E)) '? e similmente un operatore 7' : C®(M, E) —
C®(M,AN*(T*M) ® E) tale che T(fs) = fT(s) definisce un elemento C>°(M, A?(T*M) @ End(E))

5. Siano V e V' due connessioni, allora (V — V')(fs) = V(fs) = V/(fs) =df @ s+ fVs —df ®
s+ fV's = f(V—=V')(s) ossia (V — V') soddisfa la proprieta sopra enunciata per 'operatore T e
dunque si puo scrivere:

V=V'+uw
ove w € C®(M,T*M @ End(E)) (dove stiamo quindi identificando gli operatori T con T)).

1240ve abbiamo utilizzato il fatto che dati due spazi vettoriali V' W si ha, Hom(W, VW) =VWeW" =
V ® End(W)
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6.2. Descrizione locale delle connessioni.

Sia U un aperto banalizzante ed e; una base locale di 7=1(U). Allora Ve; € C®°(U, = Y{(U)®@T*U)
e dunque
Vez- = wf X €;
con wg € (U, T*U) = QY(U). La (wf) ¢ per definizione la matrice locale di 1-forme associata
alla connessione V nella base locale scelta. Data s € C®°(U,7~1(U)) si ha s = s'e; e quindi
Vs = V(sle;) = ds' @ e; + s'Ve; = ds* @ ep + s'wk @ e = (ds* + s'wF) ® ej. In forma compatta
Vs = ds + ws ovvero

V =d+w su U aperto banalizzante rispetto alla base locale {e;}
Si ha allora, per s € C*(M,E), X € C*(M,TM),
(7) Vxslu = (ds? +wls) (X)ej,

esequ,X:Xl%,

Hsd L
(8) Vsly = 55X+ slrngl> o
dove Fgl € C*°(U), sono le componenti di wg,

A o
(9) =T da.

Da queste formule si vede che fissato m € M, V xs(m) dipende dalle componenti X!(m), di X (m),
ma non dalle loro derivate. Dato allora un vettore X,, € T;, M, si potra definire Vx, s € E,, come
V ¢s(m), con X estensione arbitraria di X,, ad M, non dipendendo, per quanto appena osservato,
il valore di questo dall’estensione scelta.

6.3. Esistenza di una connessione.

Si noti che se V e V' sono due connessioni e g € C*°(M) allora ¢V + (1 — g)V’ & ancora una
connessione. Ora, su ogni ricoprimento banalizzante U, possiamo definere una connessione V¢
specificando la matrice di 1-forme rispetto ad una base locale {e?}. Utilizzando un ricoprimento
{Uas} banalizzante, una partizione dell’unita {¢,} subordinata ad esso e le connessioni locali V¢
su 71 (U,), si ottiene facilmente una connessione su tutto Fj; bastera porre V:= 3" ¢oV®.

6.4. Cambiamento di base locale.

Sia €; = Gz e;j (con il che G & la matrice del cambiamento di base e j € I'indice di riga) allora si

ha:

V(él) ‘: V(Giej) = dGi & = + GZVGJ

=dG] ®ej + Ggw;? ® ey = (dG¥ + waf) ® eg
Il primo membro a sinistra ¢ anche uguale a V(¢;) = d)f Qe = djf G’ ® e, ed essendo {e;,} una
base si ha: ' '

@] G = dG} + Gluwy
ossia
(Gw)f = (dG)} + (wG)F

che riscriviamo in forma compatta come:

o =G1G + G 'w@G
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In particolare in U, N Upg si ha:
V = d + w, rispetto a {ej'}
V = d + wg rispetto a {ef}
e eiﬁ = (gag)ge?, dunque:
(10) wp = (9as)” ' dgas + (9ap) " Wagas
formula che lega le matrici locali di 1-forme della connesione in due intorni banalizzanti differenti.

Potremmo come al solito prendere spunto dalla (10) per dare una definizione alternativa di connes-
sione, direttamente tramite le matrici di connessione.

6.5. Esempi.

1. Sia M una sottovarieta differenziabile di RY. Sul fibrato banale TRV |y, = M x RY ¢’ la
connessione banale d. Sia poi p la proiezione canonica sul primo addendo della decomposizione in
somma diretta TR |y = TM @ N, dove N ¢ il fibrato normale ad M, cio¢ il fibrato ortogonale a
TM C M x RY rispetto alla metrica canonica '3. Osserviamo anche che esiste un’identificazione
C®(M, TM)={Y € C°(M,RY) | py =Y} .
Allora la posizione
VxY :=p(dY (X)), X,)Y e C*(M, TM),
definisce una connessione su T'M, come si verifica facilmente tenendo conto del fatto che sia p che dY
sono C'*°(M)-lineari. In alternativa, possiamo estendere p ad una sezione di C°°(M, Hom(T*M ®
TRN |y, T*M @ TM)) considerando, semplicemente, Idp«,; ®p e porre

VY = (dpy @p)(dY), Y € C%(M,TM),
2. Sia M = Gi(R"**) la grassmanniana dei k-sottospazi in R"** e sia
Eipik(R) = {(p, v) € GR(R"™F) x Rk .y € p}

il fibrato tautologico su M. Rispetto alla metrica canonica sul fibrato banale M x R™"** vale allora
la decomposizione in somma diretta

M x R = By 1 (R) @ Eppyx(R)E,

e sia p la proiezione sul primo addendo. Allora anche in questo caso si verifica facilmente che si
ottiene una connessione su Ej, ,,4(R) ponendo

Vxs:=p(ds(X)), seC®(M, Eynik(R)),X € C(M, TM).

134 seconda delle situazioni possiamo riguardare p come una funzione C* su M a valori My~ (R) (¢ una sezione
del fibrato degli endomorfismi del fibrato banale TR™ |5r) oppure come una sezione di C*° (M, Hom(TRY |ar, TM))
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7. Trasporto parallelo e Curvatura.
7.1. Connessione pull-back.

Sia, in generale, f : N — M un’applicazione C* e consideriamo il fibrato indotto f*F — N.
Si e visto allora che, se {U,} € un atlante banalizzante per E e {gog} sono le relative funzioni
di transizione, si ottiene un atlante banalizzante per f*FE, con relative funzioni di transizione,
considerando {f~1(U,)} e {gag o f}. Se allora V¥ & una connessione su E e {w,} ¢ la famiglia di
matrici di 1-forme determinata da V¥ su {U,}, consideriamo le matrici di 1-forme w}, := f*w, :=
(f* (wa)g)j7i:1,._.7k e verifichiamo che definiscono una connessione su f*E: si ha, su f~1(U, N Ug):

w; = f* (go_tﬁldgaﬂ + ggﬁlwagaﬂ>
= [(925) 1 d9ap + ¥ (905) F wat " gap
B B
= (9ap 0 )" d(gas o f) + (9ap © f) ' wi(gap o f)
avendo usato il fatto che il pull-back commuta con il differenziale, e che, essendo g,3 una funzione

(a valori matrici), f*gag = gap © f. Ha dunque senso la seguente

Definizione 6. Siano E, f e VE come sopra. Le matrici di 1-forme {w}} considerate sopra
definiscono una connessione VI F su f*E, detta connessione indotta da VF tramite f.

Alternativamente, notiamo che C*°(N, f*E) ¢ generato, in quanto modulo su C*°(N), dall'immagine
dell’applicazione f* : C*°(M, E) — C*°(N, f*F). Possiamo definire allora la connessione pull-back
ponendo:

VI E(gf*s) :=dg® f*s+gf*(VEs), Yge C®(N), VseC®(M,E).

7.2. Trasporto parallelo.
Sia (E, 7, M) un fibrato di rango k. Sia vy : I — M, I C R aperto, una curva C'.

Definizione 7. Una sezione di E lungo v ¢ una funzione C*° s : I — FE, tale che s(t) € E, ) per
ogni t € I. Equivalentemente, una sezione di F lungo v & un elemento di C*°(I,v*E).

Consideriamo il fibrato v*E su I indotto dalla curva v : I — M; se allora V7' F & la connessione
indotta su y*E, definiremo una derivazione delle sezioni lungo v ponendo V5 := V', E Osserviamo
di

che poiché ogni fibrato vettoriale su un intervallo di R ¢ banale, si avra, globalmente, VYE =d+o,
con p = (goz dt)j’izl,m,k, rispetto ad una base globale di sezioni di v*E. Allora per ogni fissato
50 € Eyqy), to € I, esistera un’unica sezione s5, € C°°(I,7*E) che sia soluzione (globale, perché
l’equazione ¢ lineare), del problema di Cauchy
- ds! y
o) = 7 J gt — | =
(11) (Vys) p + s’ =0, j=1,...k,

s(to) = So.

Qui abbiamo espresso una sezione di v*E in termini di una base globale di C*°(I,7*E). Rimane
cosl definita, per ogni curva v : I — M, un’applicazione

Ttlt P50 € Bytg) = Sso(t) € s,

che, dalle proprieta analitiche del sistema di equazioni differenziali (11), risulta lineare ed iniettiva
(e quindi un isomorfismo); tale applicazione ¢ detta trasporto parallelo lungo 7. La possibilita
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di connettere fibre distanti ¢ proprio all’origine dell’uso della parola connessione.

Supponiamo in particolare che I'immagine di -+ sia contenuta in un intorno banalizzante che
sia anche una carta per M. Otteniamo una base globale di C*°(I,~*FE) da una base locale di F
nell’intorno banalizzante; inoltre la curva 7 ¢ data da una n-pla di funzioni (y',...,+"). Scriviamo
nuovamente s(t) = (s'(t),...,s"(t)) per una sezione di C°°(I,7*E). In questo caso, per definizione
di connessione pull-back, abbiamo

(p]dt) = ~*(Tfdz') = (T} 0 7)¥'dt
e quindi il sistema (11) diventa

ds’

i d’Yl .
(12) a + s F?l(’Y(t))E =0, j=1,...,k, s(to) = so.

Risulta inoltre che e possibile recuperare la connessione a partire dal trasporto parallelo: si puo
infatti dimostrare [14] che per ogni sezione s di E ed ogni campo tangente X ad M vale

1 _
(Vxs)(m) = lim = | (77,) 7 s(3(8)) = s(m)] .
dove v & una qualunque curva su M tale che v(0) = m e ¥(0) = X,,.

7.3. Ulteriori proprieta.

Siano E,F fibrati su M, con rispettive connessioni V¥, V' E facile verificare che

E
per . [V 0
; "(0 VF)

definisce una connessione su E @ F', con matrice locale di 1-forme
E
ger _ (w0
w - 0 wF )

VERE . gF & ]Icoo(MF) + Hcoo(M,E) AV

e che

definisce una connessione su E ® F, con matrice di 1-forme w?®F = wF @ I+ 1 ® wf', prodotti
tensoriali di matrici.
Inoltre si definisce una connessione VE" sul fibrato duale E* di E tramite la formula

(13) (Vx0)(s) +0(Vxs) = X(0(s))

con € C°(M,E*)es e C®(M,E). Se denotiamo con (-, -) la dualita naturale tra E' ed E* allora
possiamo equivalentemente scrivere

(14) d(9,s) = (V0,s)+ (6, Vs).
Se {e;} & una base locale di E ed {e’} ¢ la relativa base duale, vale quindi
0= d(eiv ej) = (VE*ei¢ ej) + (eiv vEej)v

Si trova allora che w?" = —(wP)T. Se il fibrato E ha una metrica g, la connessione V¥ si dira

compatibile con la metrica se

(15) dg(s,t) = g(VFs,t) + g(s,VFt),  s,t € C®(M,E),
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dove naturalmente si intende g(w ® s,t) = wg(s,t) = g(s,w @), per w € Q'(M); equivalentemente
richiediamo che per ogni X € C*°(M,TM),

Xg(s,t) = g(Vs,t) + g(s, VXt);
se poi E ¢ reale e {e;} € una base locale ortonormale, dalla (15) si ha:

0=dlei,ej)p = (W @ e, e)p + (e, ®e)p
= wf + wj-,
e quindi la matrice di 1-forme di connessione, calcolata rispetto ad una base locale ortonormale, e

antisimmetrica. In generale, la matrice di 1-forme di una connessione compatibile con la metrica
g, calcolata rispetto ad una qualsiasi base locale, soddisfa

(16) dg=gw+wly.

dove g e ora la matrice locale della metrica in una base locale. Viceversa, e facile verificare che
se questa condizione e soddisfatta per ogni base locale allora la connessione € compatibile con la
metrica.

Analogamente si verifica che se E ¢ complesso e la metrica ¢ hermitiana, la matrice di connessione
rispetto ad una base ortonormale ¢ antihermitiana: w + @’ = 0. Per una base locale qualsiasi
troviamo invece la relazione

dh = hw +w'h

dove con h abbiamo denotato qui la matrice locale della metrica hermitiana.

7.4. Curvatura.

Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale di rango k. Una connessione V su E ¢ un’applicazione V :
C*(M,E) — C>(M,T*M ® E) soddisfacente la regola di Leibniz. La si puo poi estendere ad una
applicazione R-lineare (o0 meglio, ad una famiglia di applicazioni), V : C*(M, A\’ T*M ® E) —
Co°(M, \P"™ T*M ® E), richiedendo che valga

p
Vie®s)=de®@s+ (—1)'pAVs, e C®M, \NT*M),s € C*(M,E),
dove naturalmente si intende pA(w®s) = (pAw)®s, w € QL (M). Poiché, se f € C®(M), (fe)®s =
»®(fs), affinché la definizione di V sia sensata ¢ necessario verificare che V((fp)®s) = V(oR(fs)).
Si ha:
V((fe)®s) =d(fe) © s+ (~1)P(f) A Vs
—df Ao @ s+ fdo®@s+ (=1)PfoAVs=df No®@s+ fV(p®s),

e, d’altra parte,

Vip® (fs)) =dp@ (fs) + (=1)Pp AV(fs)
= fldp®s)+ (=1)P(pANdf) @ s+ (=1)Pf(p A Vs)
=df Np®@s+ fV(p®s),

avendo usato nell’ultimo passaggio ¢ Adf = (—1)Pdf A . La definizione & dunque ben posta. D’ora
in poi, con un piccolo abuso di notazione, porremo V = V.
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In particolare da quanto appena visto segue V(fVs) = df A Vs + fV?s, ed allora per V? :
C®(M,E) — C®(M,\>T*M ® E), si ha
V3(fs) = V(df ® s+ fVs)
=d*fQs—df ANVs+df ANVs+ fV%s = fV2s,
poiché d2f = 0. Dunque V2 si identifica con una sezione del fibrato A T*M ® End(E), definisce

cioe una 2-forma su M a valori endomorfismi di F.

Definizione 8. Siano E, V come sopra. La sezione V2 € C°(M, \*T*M ® End(E)) ¢ detta la
curvatura della connessione V.

Vediamo 1’espressione della curvatura in coordinate locali. Sia {e;} una base locale di E, allora
con le notazioni usuali:

V(er) = V(] @ ¢j)

:dwg®ej —w{/\w?@eh

= (dwzh—i—w?/\wg) ®ep =" ® ey
Dunque localmente la curvatura V2 & determinata'da una matrice di 2-forme, ) = (Q?)h,izl,...,lw
calcolabile a partire dalle 1-forme di connessione w; tramite le
(17) W =dol +wl AW, hi=1,..k,
che si riscrivono anche, in forma matriciale,

Q=dw+wAw,

dove il prodotto esterno a secondo membro & un prodotto righe per colonne di matrici di 1-forme.
Poiché inoltre, come osservato sopra, la curvatura definisce una sezione globale di /\2 T*M®End(E),
si ha che se Q, (risp. €g) e la matrice di curvatura in un aperto banalizzante U, (risp. Up), e
se, come al solito, gag : Uy N Us — GL(k,R) & la funzione di trasizione relativa, su U, N Upg vale
I'importante formula

-1
(18) Q5 = 9,398 -
In alternativa, possiamo verificare (18) con un calcolo esplicito: ricordiamo che , = dw, +
Wa A we; se allora si pone, per semplificare le notazioni, Q := Qq, Q' := Qp, W := wWa, W :=wg €

G := gq3, ne segue:
O =do' +' AW
=d(G71dG + GT'wG) + (GG + GTwG) A (GG + GTlwG)
=dG ' ANdG 4 dGT AwG + GTHdwG - GTlw A dG + GG A GG
+ GG A GG + GG A GTHG 4+ GTwG A GG
=dG ' ANdG 4+ dGT AwG + GHdwG — GTlw A dG — dGTIG A GG
—dG'GAGTIWG + G lwAdG + GTlw A WG
=G ldwG + G lw AwG = G106,
avendo usato G71dG = —dG~'G. In definitiva, abbiamo ritrovato la (18).

Proposizione 2 (Identita di Bianchi). Con le notazioni di sopra:
(19) dQ =[Qw] =QAw—wA.
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Proof. E un semplice calcolo:
dQ = d(dw 4+ w A w)
=dvoAw—wAdw
=(dw+wAw) Aw—wA (dw+wAw) =[Qw]. O
Osservazione 4. Siano X,Y campi di vettori su M e s € C*°(M, E) una sezione di E. Conside-
riamo
(20) R(X,Y)(s) := (VxVy = VyVx = Vixy]) (5).

Utilizzando la formula di Leibnitz e le proprieta di linearita della derivata covariante si verifica
senza difficolta che R(X,Y)(fs) = fR(X,Y)(s) e che

(21) R € C°°(M,A>M ® End(E))
Passando a coordinate locali si verifica anche che
(22) R=V? in C®(M,A*’M ® End(F))

7.5. Connessione di Levi-Civita.
Specializziamoci ora al caso ¥ = T'M. Si verifica facilmente che, per ogni connessione V su T'M,
T(X,Y):=VxY -VyX — [X,Y], X, Y e C*(M, TM),
¢ un campo tensoriale, T'€ C°(M,T*M @ T*M @ T M), detto torsione di V.

Definizione 9. Una connessione V su T'M & detta simmetrica se ha torsione nulla:
VxY -VyX =[X,Y], X, Y €e C°(M, TM).

Il risultato seguente & giustamente noto come il teorema fondamentale della geometria rieman-
niandg.

Teorema 2. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Esiste un’unica connessione V su TM simmet-
rica e compatibile con la metrica.

La connessione di cui il teorema afferma 'esistenza e detta connessione di Levi-Civita.
Proof. Siano X,Y,Z € C°(M,TM). Se V esiste, dalla compatibilita con g segue:
X(g(Y, 2)) = g(VxY, Z) + g(Y. Vx 2).
Permutando ciclicamente X,Y e Z nella relazione precedente si ottengono altre due relazioni; som-

mando allora le prime due e sottraendo la terza si trova, tenendo conto della simmetria della
connessione:

(23) X(9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y))
+g([X, Y]’Z) —g([X, Z]’Y) - g([Y, ZLX) = ZQ(Vva Z)'

Da questa equazione e dalla non degeneratezza della metrica segue subito 'unicita di V. Ma si
ottiene subito anche I'esistenza: per X ed Y fissati il primo membro & un funzionale C°°(M)-lineare
di Z, e dunque, per l'isomorfismo naturale tra 7" Me T M indotto dalla metrica, definisce un campo
vettoriale W y su M, che dipende R-bilinearmente da X ed Y, e si verifica poi facilmente che X —
Wxy € C®°(M)-lineare, e che Y — Wx y soddisfa la regola di Leibniz; pertanto (X,Y) — Wxy
definisce una connessione su T'M. Si verifica poi che questa connessione & simmetrica e compatibile
con la metrica. L’esistenza ¢ anche dimostrata dalla forma locale che deriveremo qui sotto a partire
dalla (23). O
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Esempio Sia M C R” una sottovarieta di codimensione 1 e sia gps la metrica indotta su M dalla
metrica euclidea di R”. Ad esempio, S? C R3. Consideriamo la connessione ottenuta su M per
proiezione dalla connessione banale di M x R" (abbiamo visto ’esempio di $? C R? ma il caso
generale ¢ identico). Non ¢ difficile verificare che questa connessione ¢ proprio la connessione di
Levi-Civita di (M, gar) (infatti, ¢ senza torsione ed ¢ compatibe con la metrica gar).

7.6. Descrizione locale della connessione di Levi-Civita. Abiamo appena visto che la
connessione di Levi-Civita e definita dalla formula

29(VxY,Z) = X(9(X,Z))+Y(9(Z, X))+
(24) _Z(g(XaY))+g([X7Y]7Z)+
—9([X, Z],Y) — g([Y, Z], X)

Diamo ora una descrizione locale della connessione di Levi-Civita. Consideriamo una carta locale
(U, (z!,...,2™)) e scegliamo X,Y, Z in una base locale per TM:

_ 9 A 0
- Ozh ©ooxt T Oam’
Ricordiamo allora che
9 9 _g
Oxit’ Oxd |
e che
0 0
V* — Z7‘
azt ~ oz
dove wi € Q1 (U). Esplicitando i coefficienti wj =T ,da™, T , € C*°(U) otteniamo la relazione
0 .0
(25) \Y ri

g — =1",—.
927 Ozt g

I coefficienti I’lim si dicono simboli di Christoffel. Per darne un’espressione esplicita introduciamo
le seguenti notazioni per gli elementi di matrice del tensore metrico:

0 0 .
e J (. 1.
gl] —9 <8$7‘7 aaﬂ) ) g (g’bj) )

effettuando i prodotti scalari membro a membro nella (24) e sostituendo otteniamo

ol — glk <agjk n O _ 891’3‘)
1] i

Ozt Oxi  Oxk

Si puo dimostrare che la collezione di matrici di 1-forme definite localmente da w;- =17 jdxf sono
una connessione; questa connessione ¢ per definizione compatibile con la metrica e senza torsione e
cio dimostra nuovamente 1’esistenza della connessione di Levi-Civita.

A partire dalla connesssione di Levi-Civita possiamo considerare la curvatura V2. Sappiamo che
localmente V2 si presenta come una matrice di 2-forme €. Sappiamo anche, si veda I’Osservazione
4, che V? = R con

R(X,Y)(Z) = (VxVy = VyVx — Vixy)) (£).

Si pone:

o 0 0 .0
2 29V () =R, 2.
(26) R <8:L‘k’ 0$l> (8x1> Bij oz,
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Classicamente i termini R}kl sono i coeflicienti di un tensore R, detto tensore di curvatura. Viene
spesso utilizzato anche il tensore R;jr = gimR}’}d che puo essere definito in maniera invariante

come
0 0 0 0
Rijwt := ¢ (R (axk’ w) (aw) m) |

Diamo 'espressione locale del tensore di curvatura della connessione di Levi-Civita in termini della
metrica:

0
] ! ! !
i — oz, i + Tin U — Ty Ui

Il tensore di curvatura della connessione di Levi-Civita gode delle seguenti proprita:

R(X,Y)=—R(Y,X), g(R(W,X)Y,Z)+g(Y,R(W,X)Z)=0
(27) R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
g(RW, X)Y, Z) = g(R(Y, Z)W, X)

. 0

Ry = oz

Le prime due relazioni esprimono rispettivamente il fatto che R & una due forma a valori endomor-
fismi e che R, (W, X) € un endomorfismo antisimmetrico di 7,,M. La terza ¢ ottenuta permutando
ciclicamente X,Y, Z nella definizione di R, sommando e utilizzando il fatto che la connessione &
priva di torsione. La quarta € una conseguenza algebrica delle prime tre. E ovvio come le (27) si
traducano in proprieta di simmetria per gli indici di R;‘kl e Rijp.

7.7. Geodetiche di una varieta.

Definizione 10. Sia M una varieta riemanniana, V la connessione di Levi-Civita associata, vy :

L]
I — M una curva C*°. ~ si dice geodetica se ¢ autoparallela, ovvero se V; 7= 0.

Osserviamo che poiché la connessione di Levi-Civita ¢ compatibile con la metrica, ne segue che
L]

la norma di 77 e costante lungo . A livello locale la condizione di autoparallelismo si esprime nel
seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie:

d*y i .j %
(28) et () ¥4 =0
con v := (y',...,9"). Enunciamo ora un risultato di esistenza locale delle geodetiche; a livello

preliminare osserviamo che se v ¢ una geodetica allora 1'applicazione k — ~(kt), k € R definisce
anch’essa una geodetica.

Teorema 3. Sia mg appartenente ad una carta locale U in M. Allora esiste un intorno aperto
Unmo di mg ed un € > 0 tali che per ogni m € Uy, per ogniv € T, M con ||v|| < € esiste ed é unica

la geodetica v, : (—2,2) — M tale che 7,(0) = m, ’;’v (0) =v.

La dimostrazione del teorema precedente si basa sul seguente risultato generale di esistenza ed
unicita della soluzione locale di sistemi di equazioni differenziali, applicato alle (28).

Teorema 4. Sia data F : R™ x R™ — R"™ un’applicazione C°°, ed il sistema

d?x dx
29 —F
(29) (x, dt
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Allora per ogni (zg,y0) € R™ x R™ esiste un intorno U x V di (xg,y0) ed un € > 0 tali che per
ogni (z,y) € U x V il sistema (29) ammette un’unica soluzione x : (—e,e) — R™ con x(0) = xo,

z (0) =y.

Osserviamo che nel Teorema 3 ¢ & uniforme rispetto alla carta locale U. Abbiamo dunque un risul-
tato di esistenza locale delle geodetiche; si puo dimostrare che tali curve sono quelle che minimizzano
localmente la distanza tra due punti in una varieta riemanniana:

d(p.q) = inf L(7)

dove l'estremo inferiore & valutato sulla classe delle curve che hanno estremi p e q. E importante
notare che questa proprieta e solo locale.

7.8. Coordinate Normali.

Definizione 11. Con la notazione del teorema 3, sia m € M, V un intorno di 0 nel piano tangente
T, M. L’applicazione exp,,(v) := v,(1) € M, con v € V, si dice applicazione esponenziale.

Localmente exp,, ¢ un diffeomorfismo. Per dimostrarlo facciamo 'identificazione To(7,, M) ~ T,,, M
e consideriamo il differenziale dexp,, dell’applicazione esponenziale come un’applicazione da T,,, M
in sé; calcoliamo quindi, presa la curva 7, (t) := tw (ovviamente passante per l'origine e con vettore
tangente w in 0),

glemett)| =
L’identita precedente ci dice che dexp,,, calcolata in 0, ¢ I'identita. Dunque il teorema delle funzioni
implicite implica che exp,, € localmente un diffeomorfismo, come volevasi dimostrare.

Le coordinate definite dall’applicazione esponenziale exp,, si dicono coordinate normali centrate

in m. Fissiamo ora una base ortonormale in 7},,M; per costruzione i vettori 821' m definiti dalle
0

coordinate normali sono ortonormali, e quindi

9ij(x) = 6i5 + O(|])
in un intorno di 0. E possibile migliorare questa stima:
Proposizione 3. In coordinate normali Ffj (0) =0.

Dimostrazione Per avere ’asserto basta mostrare che nell’origine

0

Consideriamo il campo vettoriale
0
X = ai— , a; €R;
Soge o o

nell’ipotesi che Vx X = 0 nell’origine e scegliendo opportunamente i coefficienti a; otteniamo la
(30) dal seguente calcolo

V<a+i)(%+%) =V. o

ozt 8z

dxt ' oz
B P P P
_V%é)xi—l-V%axi—i-V azaxj+viaxj
x 9 T oz oxd
=2V o =
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Dunque rimane da dimostrare che Vx X = 0 nell’origine. Cio € pero chiaro una volta osservato che
X ¢ il campo tangente ai raggi uscenti dall’origine, cioe alle geodetiche di M per il punto fissato;
ne segue, dalla definizione stessa di geodetica, che Vx X = 0 lungo tale raggio e la proposizione &
dimostrata.

Ricordiamo ora che la connessione di Levi-Civita ¢ compatibile con la metrica, ovvero
X(9(Y,2)) =9(Vx,2)+9(Y,VxZ);
scrivendo 'uguaglianza precedente in termini di elementi della base otteniamo
9gij
OxP

il che implica, scrivendo tali relazioni nell’origine e tenendo conto della proposizione precedente,
che lo sviluppo di Taylor della metrica in un intorno di 0 non contiene termini lineari; in formule

gij = 0ij + O(|z]?).

=T + T gpi
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8. Classi caratteristiche. Omomorfismo di Chern-Weil.

8.1. Polinomi invarianti.

Denotiamo con M} (C) 'algebra delle matrici k£ x k a coefficienti complessi.

Definizione 12. Sia P : M;(C) — C una funzione polinomiale. Diremo che P & un polinomio
invariante se

(31) P(gAg~") = P(A), Vge GL(k,C),VA e My(C)
L’insieme dei polinomi invarianti ha una struttura naturale di algebra; la notazione standard per
quest’ algebra ¢ I(GL(k,C)).
Piu in generale, se G & un gruppo di Lie allora ha senso considerare I’algebra I(G) delle funzioni
polinomiali P : Lie(G) — C che sono invarianti rispetto alla rappresentazione aggiunta Ad : G —
End(Lie(G)):
P(Ady(A)) = P(A) Vg € G,VA € Lie(G).
Noi saremo esclusivamente interessati alle algebre
(GL(K,C)), LUK, 1O®k), LSO®)).
Vi ricordo che in questi quattro casi si ha:
Lie(GL(k,C)) = Mi(C), Lie(U(k)) = {matrici antihermitiane}
Lie(O(k)) = Lie(SO(k)) = {matrici antisimmetriche};
inoltre la rappresentazione aggiunta ¢ proprio data dalla coniugazione Ady(A) = gAg~1.

Esempio 1. La traccia e il determinante di una matrice sono due esempi di polinomi invarianti.

Esempio 2. Consideriamo i polinomi P;(A) definiti dall’identita
k
det(I +tA) =Y Py(A)t".
=0

I polinomi P(A) sono invarianti; si noti che P;(A) = Tr(A), Py(A) = det(A). Piu in generale
Py(A) = Tr(AYA). Per dimostrare quest’ultima identita notiamo che essa ¢ facilmente dimostrabile
sulle matrici diagonali; ne segue, per invarianza, che essa e vera sulle matrici diagonalizzabili e
quindi, per densita, su tutte le matrici.

8.2. L’omomorfismo di Chern-Weil.

Sia ora E un fibrato complesso di rango k£ su una varieta differenziabile M munito di una
connessione VF. Consideriamo la curvatura

(VE)2 € C®(M, A>(T*M) @ End(E)).

Localmente la curvatura di V¥ & data da una matrice  di 2 forme; se U, e U sono due aperti
banalizzanti, allora per le relative matrici di curvatura €, Qg si ha (Lezione 3):

(32) Qo =993 g !,

con g = gapg : Ua NUz — GL(k,C) le funzioni di transizione.

Sia ora P € I(GL(k,C)); dato che la curvatura ¢ una matrice di due forme e dato che il prodotto
wedge ¢ commutativo sulle 2 forme, ha senso considerare P(£2,) € C*°(Uy, A*T*U, ) e analogamente
P(Qg). Per l'invarianza di P e per (32) abbiamo che

P(Qa) = P(Qp), su UyNUg;
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Otteniamo quindi una forma differenziale di grado pari globalmente definita che denotiamo con
P(E,VF). Sinoti che se P & un polinomio omogeneo di grado j allora P(E, VE) € C°(M, A% (T*M)).

Teorema 5. Sia P € I(GL(k,C)) e sia V¥ una connessione su E. Si ha
(33) dP(E,VE)=0.
Inoltre, se VOE e V{E sono due connessioni su E allora esiste una forma differenziale TP(V{E, V(])E) €
C®(M,AN*(T*M)) tale che
(34) P(E,V{) — P(B,V§) = d(TP(V{, V)
Corollario 3. Per ogni fibrato complesso di rango k su M é definito un omomorfismo di algebre
(35) CW¥ . I(GL(k,C)) — H3x(M,C)
CWE(P) = [P(E,V")]
che & detto omomorfismo di Chern-Weil. Scriveremo brevemente CW invece di CWPF.

Dimostrazione. Basta dimostrare il teorema per i polinomi omogenei. Sia P un polinomio
omogeneo invariante di grado j. A partire da P possiamo definire un’applicazione multilineare

P(Aq,...,Aj) tale che

(i) P(A,...,A) = P(A)

(ii) P(Al,...,Aj):P(Ag(l),...,AU(j)), VO’ES]‘
(iii) P(gA1g7Y, ..., gAjg7Y) = P(Ay,..., Aj).

L’applicazione multilineare P & definita come segue

~ 1
P(Aq,...,Aj) = ﬁ(coefﬁciente dity---t; in P(t1Ar+---+tjA5))

Ad esempio, per il polinomio invariante Q(A) = Tr(A?) si ha:
Q(tlAl + t2A2) = Tr(t%A% + tth(AlAQ + A2A1) + t%A%) ;

ne segue che @(Al, Ag) = %Tr(AlAg + Ay Ay) = Tr(A; As).
Sia ora X € My(C) = Lie(GL(k,C)). Si ha

(36) > P(Ay,.. AL X Ay =0

Per dimostrare questa identita consideriamo exp(tX) = >, (tX )7 /j!. Poniamo exp(—tX) := g; €
GL(k,C). E facile verificare che

d _
(37) @(gtAgt Dle=o = [A, X].
Per ipotesi

P(g:Argt, .. gt Ajgrt) = P(Ay,...  Aj) ViteR;
derivando rispetto a t questa uguaglianza, utilizzando la multilinearita di Pe (37) otteniamo subito
(36).
Supponiamo ora che A4, sia una matrice di j,, forme e che X sia una matrice di 1 forme. Sotto
queste ipotesi:
(38) S (=1 IEP(A, L [AL X Af) =0

)
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In questa formula il commutatore €, per definizione, il commutatore graduato:
[Ai, X] i= AX — (=1 XA = 4X — (1) XA; .

Per dimostrare (38) possiamo assumere che A, = Apwp, con A, € Lie(GL(k,C)) e wy €
C®(M, N (T*M)), e che X; = Xa, con X € LieGL(k,C) e a una l-forma su M. Con calcoli
elementari si dimostra allora che

S (=) EP(A, L AL XA
& uguale a

D P(Ar,. AL XA (AW A Aw))

che & zero per (36). Siamo ora nella posizione di dimostrare (33). Sia w la matrice di 1-forme
associata a V¥ in un aperto banalizzante U C M; sia 2 la relativa matrice di curvatura; vi ricordo
I'identita di Bianchi:

(39) a0 = [, w].

Certamente dP() = dP(€, ..., Q); utilizzando la multilinearita di P ed il fatto che € & una matrice
di 2-forme 14, possiamo eguagliare questa espressione a

Y P(Q,....,d9,....Q)

(pensate a come si dimostra la formula per la derivata di un prodotto) e utilizzando Bianchi e (38)
otteniamo

S PQ,....d2,....Q) => PQ,...,[Quw],...,Q) =0;
quindi dP(2) = 0 che & quello che dovevamo dimostrare.

Passiamo alla seconda parte dell’enunciato. Siano V{’ e V¥ due connessioni. Abbiamo visto (lezione
3) che

VE - VL € (M, T*M @ End(E)).

Poniamo § = V¥ — VJ e consideriamo VP = (1 — )V +tVF = VI +t0. Sia U un aperto
banalizzante per E e denotiamo con w; e 2 le corrispondenti matrici di connessione e di curvatura.
La formula precedente ci da

wr =wo+ 0.
Da quest’equazione e dall’equazione di struttura (2; = dw; + w; A wy otteniamo immediatamente

dQ
(40) th = df + [0, w]

14gli eventuali segni dovuti alla regola di derivazione per prodotti esterni sono quindi tutti positivi
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(Osservazione: 6 A 6 pud benissimo essere non nullo, dato che # non ¢ omogeneo.) Facendo uso di
(40), della multilinearita e simmetria di P e del fatto che §2; € una matrice di due forme otteniamo

P(@) - P(Qy) = / 2 pay)d

- / (dO +10,w],, ..., Q)dt

~ 1~
= / Pd@ Qt,,Qt)dt‘l—j/ P([@,wt],ﬂt,...,Qt)dt
0

Per (38) sappiamo che:
—ﬁ([@,wt],ﬁt, NP ,Qt) = .15(9, [Qt,wt], e ,Qt) +-- 4+ ]3((9, Qt, e ,Qt, [Qt,wt])

Sostituendo e utilizzando Bianchi ancora una volta otteniamo

1~
P(Q) — P(Qy) = / P(dB, Sy, ..., Q)dt
— /Zpegt, LAy, ..., Q) dt
7j>2

1~
= d(j/ P(G,Qt,...,Qt)dt>
0

1 ~
TP(VE,VE) :j/ P(0,Qy,...,Q)dt
0

Ponendo

otteniamo la dimostrazione completa del teorema.

L’omomorfismo di Chern-Weil da una misura della non-banalita di un fibrato: se E & banale
allora possiamo scegliere la connessione banale che ha curvatura nulla; in questo caso CW(P) =
0 VP. E anche chiaro che se E ed F sono isomorfi allora P(E) = P(F) in H3: (M, C) per ogni
P € I(GL(k,C)). Per capire questo punto osserviamo che se ¢ : E — F & un isomorpfismo
allora possiamo scegliere intorni banalizzanti comuni, perché se 1, : ng(Ua) — U, x CF & una
banalizzazione per F, allora 1, o ¢|y, € una banalizzazione per WEI(UQ). Con queste scelte i due
fibrati hanno le stesse funzioni di transizione. Ora, se V¥ ¢ una connessione su F allora esiste
una connessione indotta V% su E: V?((e) ¢ la sezione che in m € M vale ¢~ ((VE (¢4s)(m)), con
(¢xs)(m) := ¢(s(m)). Con questa scelta di connessione su E ¢ immediato verificare che le due
connessioni hanno le stesse matrici di connessione e quindi le stesse matrici di curvatura. Da cio
segue immediatamente che P(F) = P(F).

8.3. Riduzione del gruppo di struttura.

Sia E un fibrato compesso. Sia G un sottogruppo di Lie di GL(k,C). Supponiamo che sia
possibile scegliere un ricoprimento banalizzante con funzioni di transizione di F a valori in G: si
dice in tal caso che il gruppo di struttura di £ e riducibile a G. Se E & un fibrato complesso di rango
k allora possiamo sempre dotarlo di una metrica hermitiana. Utilizzando basi locali ortonormali,
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sempre esistenti per Gram-Schmidt, vediamo che un tale fibrato ha gruppo di struttura riducibile a
U (k). Inoltre, possiamo sempre scegliere una connessione V compatibile con la metrica hermitiana,
si veda [16, Capitolo III, Prop. 1.11] per una dimostrazione dettagliata. Una tale connessione
ha matrice di 1-forme antihermitiana rispetto ad una base ortonormale; detto diversamente, la
matrice di 1-forme ¢ a valori in LieU (k); conseguentemente la matrice di curvatura ¢ anche a valori
in LieU (k) ed € ovviamente U (k)-invariante dato che le funzioni di transizione sono a valori in U (k).
Rimane allora definito un omomorfismo di algebre

CWyy : I(U(K)) — HiR(M,C)
con
CWyy(P) = [P(E, V)]
dove V¥ & una connessione come quella appena descritta.

Se E ¢ un fibrato reale allora lo possiamo dotare di una metrica riemanniana; il gruppo di
struttura & allora riducibile a O(k) ed esiste sempre una connessione VE con matrice di curvatura
in LieO(k) e O(k)-invariante. In tal caso otteniamo

CWo : I(O(k)) = HiR(M,C)

Infine, se £ ¢ un fibrato reale orientabile, allora possiamo sempre ridurre il gruppo di struttura
a SO(k) e scegliendo VE con matrice di curvatura in LieSO(k) e SO(k)-invariante otteniamo

Osservazione. Sia E us fibrato complesso su M. Sia G un sottogruppo di Lie di GL(k,C) e sup-
poniamo che il gruppo di struttura di E sia riducibile a G (i.e., esiste un ricoprimento banalizzante
{Uy} con funzioni di transizione a valori in (). Fissiamo una volta per tutte una tale ricoprimento.
Se una connessione V¥ ha matrici di connessione w, a valori in Lie(G) allora diremo che V¥ &
una G-connessione. Si puo dimostrare che se £ ha gruppo di struttura riducibile a G, allora FE
ammette una G-connessione. In questo caso le matrici di curvatura sono anche a valori in Lie(G)
e sono invarianti per la rappresentazione aggiunta di G. Dato P € I(G) ha quindi senso consider-
are P(E,VE) € C*°(M,A**T*M). La dimostrazione del seguente teorema & analoga a quella del
Teorema 5

Teorema 6. Sia E un fibrato complesso di rango k con gruppo di struttura G, sottogruppo di Lie
di GL(k,C). Sia P € I(G) e sia V¥ una G-connessione su E. Si ha
(41) dP(E,VF)=0.

Se V{)E e V¥ sono due G-connessioni su E allora esiste una forma differenziale TP(V{E,V(‘)E) €
C®(M,A*(T*M)) tale che

(42) P(E,VY) = P(E,V§) = d(TP(VY, V)
Rimane definito un omomorfismo di algebre
(43) CW¢ : 1(G) — H3, (M, C)

CWG(P) = [P(E7 VE)]
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9. Varieta complesse hermitiane. Forma di Kahler. Fibrati olomorfi.
9.1. Varieta complesse: fibrato tangente olomorfo.

Sia M una varieta complessa di dimensione complessa n. Sia T'M il suo fibrato tangente reale, un
fibrato reale di rango 2n. Sia T'M ® C il complessificato di 7'M, un fibrato complesso di dimensione
complessa 2n.

Supponiamo dapprima che M = C" e sia p € C". Sia C°(C",R) 'algebra dei germi in p di
funzioni € a valori reali; sia Cp° (C™,C) l'algebra dei germi in p di funzioni C*° a valori com-
plessi; sia Op(C") (rispettivamente O,(C")) la sottoalgebra di C°(C",C) costituita dai germi
di funzioni olomorfe (rispettivamente antiolomorfe). Indichiamo le coordinate con (z1,...,z,) =
(x1 +iy1,..., 2y + iyy). Sia T,C" lo spazio tangente a C" in p e cioe, per definizione, lo spazio
vettoriale reale costituito delle derivazioni R-lineari di C;°(C",R). Una base per T,,C" & costituita
da
0 a9
{61']' ‘p’ 8yj |p’
Lo spazio vettoriale T,C" ®r C, che denoteremo semplicemente 7,,C" ® C, & lo spazio vettoriale
complesso delle derivazioni C-lineari dell’algebra C*°(C"™, C). Se definiamo i campi di vettori

j=1,...,n}

0 1,0 .0 0 1,0 .0
o5~ 2% ey oy 2w ey
allora vediamo che una base complessa di 7,,C" ® C ¢ data dalle derivazioni
{;;j‘p’ 8625‘17; j=1,...,n}
Siano
Tpl’OC" ={veT,C"®r C | v[f]=0 V[f] € O,(C")}
e

TOIC" := {v € T,C" @ C | v[f] = 0 V[f] € Op(C™)}

Allora ¢ facile dimostrare che

(44) T,C"® C =T, °C" & T)''C"
0 0
1,0 _ _—
(45) T,°C" = Span(c(821 b B \p)
0 0
0,1~n __
(46) T, C" = Spang (621 ’p, = ‘p)

Esiste inoltre una naturale operazione di coniugio in 7,C" ® C e
(47) T C" = T,0Cn

Se ora M ¢ una varieta complessa allora Vp € M possiamo definire T,M, T,M ® C, Tp1 Opnp ,
Tp1 M e considerando coordinate locali scopriamo (sard un esercizio) che THOM := U,T, pl M & un
sottofibrato di TM ® C con funzioni di transizione fra le carte (U, (21,...,2,)) € (W, (w1,...,wy))

date da
Ow;
aZi
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Trattasi quindi di un fibrato olomorfo. 1l fibrato T*°M ¢ detto il fibrato tangente olomorfo.
Analogamente T%' M := U,T, 19 1M & un sottofibrato di TM & C, detto il fibrato tangente antiolo-
morfo. Vale 'analoga di (47):

(48) T%'M = T1OM
Notiamo infine che (T M)g, il fibrato vettoriale reale soggiacente a T1OM, & isomorfo a TM con
isomorfismo indotto dalla mappa

(T'"°M)g 5 v — 2Re(v) =v+T€TM®C

che ha ovviamente valori in TM. ' La moltiplicazione per i in TH9M induce tramite I'isomorfismo
2Re( ) un operatore J € C*°(M,End(T'M)) tale che Jg = —1Vp € M. Possiamo utilizzare questo
operatore per definire una struttura di fibrato vettoriale complesso in T'M:

(e +1iB)vp = avp + Jp(Bop).

Con questa struttura complessa si ha un isomorfismo di fibrati complessi : 7'M ~ TM. Os-
serviamo, per chiudere questa sezione, che la varieta reale soggiacente ad una varieta complessa e
sempre orientabile. La dimostrazione si basa sulla seguente semplice osservazione:

se f:U C C" — C™ & olomorfa, allora possiamo considerare lo Jacobiano reale di f, Jr(f), inter-
pretando f come una mappa da U C R?" a R?" e possiamo ovviamente considerare lo Jacobiano
complesso Jc(f). Si ha

Ji 0
c(f) ) B,

Jr(f) =B
con B € GL(2n,C)*. In particolare det Jr(f) = det Jc(f)det Jo(f) = |det Jo(f)| > 0. Applicando

questa osservazione ai cambiamenti di coordinate olomorfi concludiamo la dimostrazione che le
varieta complesse sono sempre orientabili, se viste come varieta reali.

9.2. Varieta quasi-complesse.

In generale, una struttura quasi-complessa su una varieta reale ¢ un elemento J € C*° (M, End(T'M))
tale che Jg = —1Vp € M. Abbiamo appena dimostrato che la varieta reale associata ad una varieta
complessa ha una naturale struttura quasi-complessa. Una struttura quasi-complessa su una varieta
reale non & detto che esista !7. Se esiste una struttura quasi-complessa allora possiamo definire,
come sopra, una naturale struttura di fibrato complesso in T'M. Esistono strutture quasi-complesse
che non provongono da alcuna struttura complessa (ad esempio in S%). Torneremo sulle varieta
quasi-complesse pitu avanti.

9.3. Forme di tipo (p,q). Coomologia di Dolbeault.
Consideriamo ora il duale T*M di TM. Si ha
(49) T*M @ C = AYO(M) @ A% (M)

con descrizione locale data in termini delle 1-forme duali ai campi tangenti olomorfi e anti-olomorfi:

de = d.%'j + zdyj y de = dl‘j — zdyj
1‘r’infatti7 una base locale reale di (T*°M)g & data da 9%1, A %,i%, . ,i% e questa base € chiaramente
inviata in {azj ) By }
16 B & 1a matrice di cambiamento di coordinate (complesse), dalle z1,y1,...,Zn,yn alle z1,...,2n,Z1,...,2n

175 semplice convincersi, ad esempio, che M deve avere dimensione pari: tuttavia cid non & sufficiente, S* ad

esempio, non ammette strutture quasi-complesse
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Si ha anche, come nel caso del fibrato tangente,

(50) APH (M) = ALO(M).
Localmente, lo spazio delle sezioni di /\1’0(M ) ha base locale data da dz1, ..., dz,, mentre lo spazio
delle sezioni di /\O’I(M ) ha base locale dzy,...,dz,. Osserviamo che, in generale, per due spazi

vettoriali F, F’
N (E® F) = GyopyohP
con A\P?:=Span{eAf,ee A\PE,f e \"F}. Cioimplica, con ovvia notazione, la decomposizione
C®(M, AN (T*M ® C)) = @p=piQP9(M) dove QP9(M) sono le forme di grado p + ¢ localmente
esprimibili come combinazioni lineari di dz/* A --- A dz/p Adz"* A --- AN dz' . Sinoti che si puo
scrivere 'operatore di derivazione d come:
d=04+9 con 9*>=0%>=090+00 =0

dove 0 : QP4(M) — QPTLI(M) e 0 : QP9(M) — QP9TL(M) sono ottenuti per proiezione. Esplici-
tamente

Oayrdz* N Ndz? NdZ'" N\ -+ NdZ") = g 8—aﬂdz£/\dz]1 A Nd2P NdZH A NdZM
2¢
¢

e analogamente per 0.
Dato che 52 = 0 possiamo definire i gruppi di coomologia di Dolbeault:

H%Q(M) = Ker(g‘go,q(M))/Im(aﬂo’q*l(M))

e piu in generale

HP(M) := Ker(0]ap.aqwy) /Im(9] gp.a-1(u) ) -
9.4. Metriche hermitiane. Forma di Kahler.

Una metrica hermitiana h su una varieta complessa M ¢, per definizione, una metrica hermitiana
sul fibrato tangente olomorfo THCM; in particolare

he C®(M, A M @ A% M) .

La coppia (M, h) & detta una varieta hermitiana. Localmente possiamo scrivere la metrica hermi-
tiana come: '

h = h,-j(z)dzi ®dz .
Se {¢;;7=1,...,n} ¢ la base duale ad una base ortonormale locale per T1OM allora, localmente,

h=> ¢;®¢;
J

E elementare verificare che la parte reale e la parte immaginaria di h definiscono rispettivamente
una forma bilineare simmetrica e una forma bilineare antisimmetrica sul fibrato reale (T%°M)g.
18 Tramite I'isomorfismo (TH°M)g ~ TM otteniamo una metrica riemanniana g := Reh su TM,
metrica che risulta J-invariante: g¢(-,-) = g(J-,J-), con J la struttura quasi-complessa indotta su
TM dalla moltiplicazione per /=1 su T'0M. Otteniamo anche una due-forma reale w := —3Imh
su M. La 2 forma w ¢ detta la forma di Ké&hler associata alla varieta hermitiana (M, h).
Esplicitamente, se ¢; = a; + \/—7163-, con aj, 3; 1-forme reali, allora

h= Zcbj © ¢ = _(aj +V=18))) ® (D _(a; — vV=15)))

J J

1855 veda ad esempio E. Sernesi. Geometria 1.
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e quindi

h=>) (a;@a;+8;®B)+vV-1> (—o; ® B+ B ® o)
J J

da cui deduciamo che la metrica riemanniana g ¢ data da }_;(a; ® a; + 8; ® ;) mentre la forma
di Kéhler ¢ data da
V-1 _
W=D 0 AB =5 0 NG
J J

Riassumendo: la forma di Kahler ¢ una forma reale di tipo (1,1). Analogamente, se la metrica e
data localmente da h = h;;(2)dz; ® dz’ allora

e A
w = Thm(z)dzz ANdZ .

Notiamo che la forma di volume associata a g = > ;(a; ® a; + 8; ® ;) ¢ data da
dvoly == a1 A1 A~ ANay A By

ed e facile verificare che nell’intorno fissato si ha 'uguaglianza
wm

(51) dvoly = —
m!

Possiamo quindi concludere che “% ¢ la forma di volume associata alla metrica riemanniana fissata,

da h.

9.5. Fibrati olomorfi. Connessione complessa hermitiana.

Sia M una varieta complessa e sia £ — M un fibrato complesso olomorfo su M. Si osservi
innanzitutto che risulta ben definito 'operatore

d : C°(M,\PY (M) ® E) — C°(M, \P""" (M) ® E).
Pit precisamente, se {e;} € una base locale olomorfa di E, allora, per definizione:
J: (w®ej) — dw®ej

dove w®ej € C°(M, NPH(M)®E), se w e NP4(M) (& facile vedere che la definizione non dipende
dalla base olomorfa scelta).

In particolare esiste Poperatore & : C°(M, E) — C°(M, A\ (M) ® E). Si pud dare allora la
seguente

Definizione 13. Sia V una connessione su E. Si dira che V ¢ una connessione complessa se
risulta:

[1"' Vs = 0s, se C®(M,E)
dove JI*' V : C®(M, \' (M) ® E) — C°(M,\ (M) ® E) & la proiezione della connessione V
sulla parte antiolomorfa di grado 1 delle sezioni a valori nel fibrato A'(M) @ E.

Osservazione. Rispetto ad una base olomorfa una connessione complessa ha forma di connessione
di tipo (1,0).

Vale il seguente risultato, analogo al teorema di Levi - Civita:

Proposizione 4. Sia E un fibrato olomorfo. Data una metrica hermitiana su E esiste ed é unica
la connessione complessa con essa compatibile (detta quindi connessione complessa hermitiana).
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Dimostrazione Mostriamo inizialmente l'unicita. Sia {e;} ¢ una base locale olomorfa di E per
I'aperto U ed h = h;j = h(e;, ej) una metrica su E. Allora vale per compatibilita:

(52) dhij = (wlen,e) + (e, wiey) = wihy + @hh.
Poiche si ha w} € A\'0(U) dalla (52) segue:
(53) dhij = ahij + 5hij = wzl- hlj + E}?hik

dove il primo addendo nel termine a destra ¢ una forma di tipo (1,0) e il secondo di tipo (0,1).
Quindi dalla (53) si ottiene Oh;; = wll- hij, e la sua complessa coniugata, che si puo riscrivere come:

(54) w=0hh!.

Quindi la matrice di connessione ¢ univocamente determinata. Infine, per ottenere l'esistenza, si
verifica che la (54) definisce effettivamente una connessione come nell’enunciato. Basta utillizzare
il fatto che le funzioni di transizione, che sono a valori unitari, sono olomorfe, i.e. ggag = 0 e quindi
dgag = Ogap; pill precisamente, derivando rispetto a @ le condizioni di compatibilita per la metrica,
ha = gaphpsgap e utilizzando dg.s = 0gap si ottiene subito che

Ohahy' = dgasgal + 9as(@hsh3 ") go
da cui la tesi.

Corollario 4. Risulta in questo caso:
Q = Jw

Dimostrazione Per quanto visto vale:
dw=20(@hh™ Y =0ho(h™") = -0hh ' ANORL™! = —w Aw.
D’altro canto Q = dw 4+ w A w = dw + Ow + w A w quindi il risultato.

Osservazione. () ¢ una forma di tipo (1,1).

Esempio: fibrati in rette olomorfi. Si consideri in generale . — M un fibrato complesso
olomorfo di rango 1. Su ogni aperto U, la metrica ¢ definita attraverso una singola funzione
reale hy > 0, con hy € C*®(U,). Indicando con g,p le funzioni di transizione su U, N Ug, vale
ha = |gap|? hg. Per quanto visto, si ha allora wy = dhg hy' = dlog b da cui:

Qg = 00loghy = —00loghy .

Esempio: le superfici di Riemann. Sia ora M una superficie di Riemann (ossia una varieta
complessa di dimensione 1), allora T*°M & un fibrato complesso olomorfo di rango 1, isomorfo sui
reali a TM. Sia h una metrica hermitiana su 7V°M e cioe¢ una funzione reale A > 0. Quindi la
metrica ¢ data da vVhdz ® Vhdz. La metrica riemanniana associata si ottiene sostituendo a dz la
forma dx +idy e a dz la forma dx —idy. Si ottiene la metrica riemanniana g = h(dz ® dz+dy @ dy).
Sia V 'unica connessione complessa compatibile con la metrica. Calcoliamo la curvatura associata
2, una 2-forma, moltiplicata per i/(27): si ha
£Q =L (-00logh) = 2 2L Lloghdz Ndz =

z

2 z
=L L Aloghdz ndz = L (& Alogh) & dz A dz =

= % K, dwol,
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dove K, e dvol, sono la curvatura gaussiana e la forma di volume associate alla metrica riemanniana
g definita da h (per la formula sulla curvatura gaussiana si consulti ad esempio Modern Geometry
di Doubrovine, Novikov, Fomenko; per la forma di volume si veda la (51)). Quindi vale:
(55) o= X K dvoly

27 2
e, in particolare,

i

1
—Q = / K dvolyy
M27T 2w M

e quindi, per il teorema di Gauss-Bonnet,

i
56 —Q =xM) =2-2
(56) [ 0= =2-2

dove g e il genere di M. In particolare iQ non e esatta se g # 1.
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10. Classi di Chern.
10.1. Le classi di Chern di un fibrato complesso.
Tramite 'identita
det(Id +tA) = > Py(A)t!

abbiamo definito i polinomi invarianti Pp( ); questi polinomi sono detti polinomi simmetrici ele-
mentari (per matrici diagonali sono infatti uguali alle funzioni simmetriche elementari). Notare che
P;() & un polinomio omogeneo di grado j. Definiamo

(4) = (Yt

Definizione 14. Sia F un fibrato complesso su M. La j-ma classe di Chern di E & per definizione
la classe

0
¢;j(E) = [c;(E, V)] € Hy%(M,C)

Teorema 7. Si hanno isomorfismi di anelli: I(U(k)) = Cleq, ..., cx] = I(GL(k,C))

Questo importante teorema ci dice che data una classe di de Rham P(E,V¥) definita da un

polinomio invariante P € I(GL(k,C)) tramite I'omomorfismo di Chern-Weil, essa ¢ esprimibile
come un polinomio nelle classi di Chern.

Dimostrazione. Sia P € I(U(k)) allora
P Lie(U(k)) — C
con
P(gAg™") = P(A), VAc Lie(U(k)), g € U(k)

Poiché A € Lie(U(k)), A & anti-hermitiana. Ne segue che /—1A & hermitiana e dunque esiste
g € U(k) tale che

g-V—1A- g7t =diag{n,n2,...,m}
con gli n; reali. Ma allora
gAg~! = /=1 diag{n,na,...,mk} =: diag{\i, X2, ..., \p}
con i )\; immaginari puri. Se poniamo
P(Ai, ..., ) := P(diag{\1, ..., \x})
abbiamo, per 'invarianza di P,
P(A) = P(gAg™") = P\, \)
Sia adesso h;; € U(k) 'applicazione che scambia i vettori e; ed e; della base diagonalizzante. Poiché
hij - diag{y, ... Ais o Ay Ak gt = diag{a, A, A k)
la U(k) invarianza di P implica
PO, Xy Ny M) = PO, A Ay Ag)

ovvero il polinomio P & Si-invariante. A questo punto un ben noto teorema di algebra commutativa
ci dice che P & un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari. Pill precisamente esiste ed &
unico un polinomio F' tale che
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dove i polinomi o;(A1, ..., Ag) sono definiti dall’equazione
L0309 = S ntn,
7

Osserviamo che si ha
A1
[T+ N t) = det(1 +¢ ) = det(I 4 tA)

i "

da cui
oi(A1, .. Ak) = Pi(A)
In conclusione, abbiamo dimostrato
P(A) = F (c1(4), ..., cx(4))

dove, al solito,
v—1
CZ(A) = PZ <27‘r A
sono i polinomi di Chern. Il polinomio F & ottenuto da F tendendo conto dei fattori v/—1 /2.
Abbiamo quindi dimostrato il primo isomorfismo.
Passiamo al secondo: la dimostrazione appena data puo essere facilmente modificata per dimostrare
che se A & diagonalizzabile allora per ogni polinomio invariante P esiste ed & unico il polinomio F
tale che
P(A)=F(c1(A),...,cx(A))
Questa identita vale su tutte le matrici diagonalizzabili; essendo queste dense in M (C) si ha per
continuita la tesi.

10.2. Alcuni esempi.

Esempio 1: le superfici di Riemann. Sia M una superficie di Riemann (ossia una varieta
complessa di dimensione 1) con metrica hermitiana h su TV9(M). Per quanto gia visto nella
sezione 9 otteniamo che

1
Cl(Tl,OM) = %KdvolM

con K la curvatura gaussiana associata alla metrica riemanniana definita da h. In particolare,

/ Cl(TL()M) = X(M) =2— 2g
M
dove g ¢ il genere di M. Ne deduciamo che ¢;(T1,0M) non ¢ esatta se g # 1.

Esempio 2: la classe di Chern del fibrato universale Se L — CP! ¢ il fibrato universale
dello spazio proiettivo unidimensionale, vale:

Per la verifica del risultato, si scriva CP! = {[29, z1] € C?>\ 0} e UUV = CP! un suo ricoprimento
tramite i due aperti U = {z9 # 0} e V = {21 # 0}. Su U e V si individuano due carte locali:

U — C Vv — C

[20, 21] r—>z:§—(1) [vo,v1] v =

Yo
v1
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Si ricordi che il fibrato L — CP! & definito come L = {([z],v) € CP! x C? : v = A[z]}; una base
locale & data per le due carte da:
Sy - U — L’U Sy . Vv — L|V
[0, 21] ¥ ([20, 1], (1, 2)) , [vo, v1] > ([vo, v1], (v, 1))
ossia in breve, sy : z — (z,(1,2)) e sy : v — (v, (v,1)) rispettivamente. E facile verificare che

queste due basi locali sono compatibili sull’intersezione. La metrica indotta su L da CP' x C? ¢
nei due casi:

Isu(2)II> = 14+ 2% = h(z), sy ()[? = 1+v* = h(v).
Sia ora V l'unica connessione complessa compatibile con la metrica; allora
_ 1__*
Wy = (9h . h = m dZ s
da cul dz N d 2idz A d
S ZNdz idx N dy

T+ O+ + y?)?

Analogamente Qy = (1%7:@?2”)2 . Da queste si ha:
_ _ i _ —1 dxAd; o
JepraL) = Jepall.V)= [y = v 5 cReme =
o 1 oo 2m pdpdd _ -1 . _
=zl b iz = 7 7= 1

quindi il risultato, che indica come ¢;(L) ¢ chiusa ma non esatta, ossia come il fibrato L sia non
banale.

10.3. Classe totale di Chern.

Vediamo ora un primo esempio di classe caratteristica ottenibile come polinomio nelle classi di
Chern di un fibrato hermitiano £ — M, la classe di Chern totale. Si tratta, per definizione, della

classe (B) =1+ c1(E) 4+ + ca(E) = [det (1 + \/gfgﬂ

Dalla definizione seguono immediatamente le proprieta seguenti:
(ESF)=c(E)Nc(F)

(f°E) = [Te(E)
co(E*) = 1= c1(B) + c2(E) + - + (=) ex(E)
c(E) =c¢(E) (equindi ¢;(E)e€ H*(M,R))
dato che Q0 = —Q. In particolare da ¢(E @ F) = ¢(E) A ¢(F) si ha
c(E®l)=c(E)
ovvero la classe di Chern totale & stabile. Dalla formula ¢(E @ F) = ¢(E) A ¢(F), prendendo la
componente in grado ¢ in ambo i membri dell’'uguaglianza, si ottiene
G(E®F)=> a(E)Aci(F)
=0
Notiamo anche che ¢;(E*) = (—1)'c;(E) e che ¢;(f*E) = f*c;(E).
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11. Classi di Pontrjagin.
11.1. Le classi di Pontrjagin di un fibrato reale.

Sia E — M un fibrato reale con metrica (diremo brevemente riemanniano) di rango k. Il suo
gruppo di struttura € quindi riducibile al gruppo O(k) delle matrici ortogonali k£ x k. Siamo interes-
sati ai polinomi su Lie(O(k)) invarianti per ’azione di O(k) per coniugio, che al solito indicheremo
con I(O(k)).

Sia A € Lie(O(k)) e consideriamola come applicazione da C¥ — CF, denotandola allora Ac.
Poniamo

1

pi(A) = <2W> Pai(Ac)

11 polinomio p;(A) prende il nome di i-esimo polinomio di Pontrjagin di A. Per definizione la i-esima
classe di Pontrjagin di un fibrato riemanniano £ — M e
N

pilB) = (Y5 0)] € Hip(M,C)

Dalla definizione risulta immediatamente che, se indichiamo con E¢ := F ® C il complessificato del
fibrato reale E , si ha

pi(E) = (—1)'e2i(Ec)
dove abbiamo esteso la connessione V su E ad una connessione su E¢ semplicemente estendendola
per C-linearita.
In particolare

p(E) = (V)] € Hip(0 ).

Teorema 8. Si ha un isomorfismo di anelli I(O(k)) = Clp1,...,pp/l, dove [z] indica la parte
intera di x.

Quindi una classe caratteristica [P(E,V¥)], con P polinomio O(k)-invariante, & esprimibile come
un polinomio nella classi di Pontrjagin di .

Dimostrazione. Sia P € I(O(k)) allora
P : Lie(O(k)) — C

P(gAg™') = P(A), VA € Lie(O(k)), g € O(k)

Poiché A € Lie(O(k)), A ¢ anti-simmetrica. Dunque A, vista come matrice complessa, € anti-
hermitiana. Ne segue che A¢ ¢ diagonalizzabile sui complessi e che i suoi autovalori sono tutti
immaginari puri. Poiche A & reale, il suo polinomio caratteristico lo &, e dunque i suoi autoval-
ori complessi sono a due a due coniugati. Sia v/—1\ uno di questi autovalori, e sia e € CF un
autovettore. Il vettore € ¢ un autovettore di autovalore —v/—1\. Poniamo e; = e, es = €, e siano

o1 = 3 () 4 v/ ey)
Vg = @(62 + v —1e1)
Si ha
Av1 = )\UQ
A’UQ == —)\’Ul
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Inoltre

Uil — @(62 _ /*161) — 1—\/—71) (61 + /*162) =
Vg = @(61 — \/—162) = (17\2/771) (62 + \/—161) = Vg
dunque i vettori vi,v2 € R¥. Un rapido calcolo mostra che v; e vy sono ortonormali rispetto

all’usuale prodotto scalare su R¥. Effettuando questo procedimento per tutti gli autovalori di Ac
troviamo una base ortonormale {v;} di R* nella quale A ha la forma

0 M
-\ 0

0 A
(57) X 0

*

dove il blocco (x) e (0) se k ¢ dispari ed & assente se k € pari. Indicheremo la matrice a blocchi (57)
con il simbolo BI(Ay, ..., A/g). Tutto quanto abbiamo fin qui dimostrato si riassume dicendo che,
se A € Lie(O(k)), esiste g € O(k) tale che
gAg~" = BI(A\1, ..., A\py2)
con i \; reali. Se poniamo
P(A1, .-, Aygy) i= P(BI(AL, -, Apy2)

abbiamo, per 'invarianza di P,

P(A) =P(gAg™") = P(A1,- .., Apya))
Sia adesso hygj34 € O(k) I'applicazione definita da

V1 <> U3

V2 <> U4
Il coniugio con hyyj34 permuta il primo e il secondo blocco della matrice Bl(A1, ..., Ajx/2)); ne segue
la Sj-invarianza del polinomio P, ovvero P ¢ un polinomio simmetrico nelle \;. Sia ora hyjp € O(k)
I’applicazione definita da

V1 < U9
Si ha

hajy - BUAL, . Apya)) - hl—lg = Bl(=A1,...,\)

dunque la O(k) invarianza di P implica che il polinomio P & un polinomio pari nella variabile \;.
Ripetendo questo ragionamento per le altre variabili, troviamo che P & un polinomio simmetrico
pari nelle variabili A;, ovvero che ¢ un polinomio simmetrico nelle variabili )\22. Ne segue che esiste
ed e unico un polinomio F' tale che

P, A gy2) = Frn(A, - Awa)s 2 (A - A2 - - s Y/ Aty - - - Apeyag)

dove i polinomi 7;(A1, . .., Ajk/2)) sono definiti dall’equazione
H 1+)\2 t2 Z’yz Al,...,)\[k/Q])tm

Osserviamo che si ha
JT+ X7 ) =det(I+t- Bi(Ay, ..., Agyz)))

%
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D’altra parte, possiamo anche scrivere
H(l + A2 t2) =det(I +t- Bl(\y, ..., Aie/2))) = H((l + V=1t (IV=1\;t))
da cui

Yi(A1s -5 Ay2)) = 020 (V=1A1, =V =11, .., V=1 A 2], =V =1 /2)) = Pi(Ac)

Poniamo allora
1

2i
(A) = — | DP(A
pia) = (52) Patac)
11 polinomio p;(A)e I’ i-esimo polinomio di Pontrjagin di A, definito prima de}l’enunciato del Teo-
rema. In conclusione, abbiamo dimostrato che esiste ed € unico il polinomio F' tale che
P(A) =F (p1(A),...,pp/(A))
il che conclude la dimostrazione.
Osservazione.
Sia E e un fibrato complesso di rango k; E & definito da funzioni di transizione {g, 3} a valori in
GL(k,C). 1l fibrato con funzioni di transizione g, 5 ¢ il fibrato coniugato di £ ed ¢ denotato con E.
Sia Ep il fibrato reale di rango 2k definito dalle funzioni di transizione (g, 3)r a valori in GL(2k, R).

Facciamo una pausa per chiarire come associamo ad un elemento A in GL(k,C) un elemento Ag
in GL(2k,R). Ag ¢ definito dalla composizione

R2 — cF 4 CF - R%*
con la prima e 'ultima mappa date dall’identificazione zy = x9p_1 + iT9¢, quindi
RQk = (1'1, o, ..., T2k—1, .%'Qk) — (Zl, L ,Zk) S (Ck

(Un ragionamento analogo puo essere fatto per un qualsiasi spazio vettoriale complesso e per un
operatore T : E — E.) Non e difficile dimostrare che se consideriamo Ag € GL(2k,R) C GL(2k,C)
allora esiste una matrice B € GL(2k, C) tale che

A0
-1 . v
(58) B7 (Ar)B = ( 0 A >
B puo essere espicitamente descritta: se B; ¢ la j-ma colonna allora
Bj=(0,...,0,6%,677,0,...,0)" con b =10/ =i se j<k
1 .
e analogamente Bj = (0,... ,O,b;+k,b§ik,0, ...,0)T con b;.+ =1 b]+k = .

Torniamo al nostro fibrato complesso E; abbiamo definito Eg. 1l complesmﬁcato di Eg € un fibrato
complesso di rango 2k e risulta

Er®C ~FE@FE ~E®E*

dove E indica il fibrato coniugato di E, mentre E* indica il fibrato duale. Il primo isomorfismo
risulta dalla (58), il secondo dal fatto che le funzioni di transizione del duale sono (g;é)t (possi-
amo ovviamente sempre supporre che in F ci sia una metrica hermitiana e ridurre le funzioni di
transizione a U(k)). Si ha pertanto
2%
pi(Er) = (D)o E® E*) = Y (-1)""c(E) coii(E)
1=0
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11.2. Classe di Pontrjagin totale.

In analogia a quanto fatto per i fibrati hermitiani, vediamo ora un primo esempio di classe carat-
teristica ottenibile come polinomio nelle classi di Pontrjagin di un fibrato riemanniano £ — M. La
classe di Pontrjagin totale e, per definizione, la classe

1
p(E) =1+pi(E)+--- +p[k/2](E) = {det (1 + QTrQ)]
Dalla definizione seguono immediatamente le proprieta seguenti:
p(E®F) =p(E) Ap(F)

p(f*E) = [*p(E)
In particolare si ha

p(E® 1) =p(E)
ovvero la classe di Pontrjagin totale & stabile.
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12. Carattere di Chern. Classi di Todd, Hirzebruch e A.

Abbiamo definito le classi caratteristiche di un fibrato complesso o di un fibrato reale in termini
di polinomi invarianti. Dato che le forme differenziali di grado ¢ > dim M sono nulle, possiamo
anche considerare serie di potenze formali (e invarianti), e calcolarle sulla matrice di curvatura;
dalla nilpotenza della matrice di curvatura seguira che lo sviluppo e di fatto finito. Alcune classi
caratteristiche notevoli si definiscono appunto considerando funzioni analitiche G-invarianti in un
intorno della matrice nulla di Lie(G), con G uguale ad uno dei gruppi di Lie matriciali considerati
in precedenza.

12.1. Carattere di Chern di un fibrato complesso con metrica hermitiana.
Si tratta della classe caratteristica definita dalla serie Tr(e4). Quindi,
Tr (—ﬁ Q)j
21

Ch(E) := [Trexp (gﬂﬂ = 1> i

j
Dalla definizione di Ch(E) segue immediatamente che
Ch(E & F) = Ch(E) + Ch(F)
Ch(F ® F) = Ch(E) A Ch(F)
Ch(E) = Ch(E) (e quindi Ch(E) € H*(M,R))
La prima di queste formule dimostra che la classe di Chern non ¢ stabile:
Ch(E ® 1%) = Ch(E) + k # Ch(E)

dove abbiamo denotato con 1% il fibrato banale di rango k.
I primi termini della serie Ch(E) sono

Ch(E) =k+ Cl(E) + % (Cl(E)2 - 202(E)) + ...

12.2. La classe di Todd di un fibrato complesso con metrica hermitiana.

Definiamo la serie di Todd come

Td(A) := det <1_i_A>

dove A ¢ una matrice antihermitiana. In altri termini, Td(A) = det (f(A)) con f(A) la matrice
definita per calcolo funzionale dalla funzione analitica f(z) = z/(1 — e *). Con queste notazioni,
la classe di Todd di E e, per definizione,

vam) - [ra (o)

I primi termini della serie Td(E) sono

Td(E) =1+ %cl(E) + % (c1(BE)? + co(E)) + ...

Vale inoltre la seguente importante equazione

TA(E @ F) = Td(E) A Td(F)



53

In particolare, la classe di Todd & stabile: Td(E @ 1) = Td(FE). Per concludere, se M & una varieta
complessa compatta e senza bordo, si pone

Td(M) = /M TA(THOM)

dove T19M indica il fibrato tangente olomorfo di M. Il numero Td(M) prende il nome di genere
di Todd della varieta. Vedremo come conseguenza del teorema dell’indice che Td(M) € un intero.

12.3. La classe A di un fibrato reale riemanniano.

A(B) = <det (Sinf B)>1/2

dove B ¢ una matrice antisimmetrica. Si puo dimostrare, ma noi non lo faremo, che A(B) definisce
una serie di potenze O(k)-invariante in un intorno della matrice nulla di Lie O(k) . Con queste

Definiamo la serie A

notazioni, la classe A di E &, per definizione,

-3 (5]

A7

I primi termini della serie A(E) sono

AE)=1- ipl(E) + 57—160 (Tp1(E)* — 4ps(E)) + . ..

Vale inoltre R X R

A(E® F)=A(E)NA(F)
e dunque, in particolare, la classe A & stabile. Al solito, la classe A(TM ) prende il nome di classe
A della varietd M. II numero

A(M) = / A(TM)
M
prende il nome di genere A della varieta.

12.4. La classe di Hirzebruch L(FE) di un fibrato reale riemanniano.

Definiamo la serie di Hirzebruch come

- (s ()

dove A ¢ una matrice antisimmetrica. Si puo dimostrare che L(A) definisce una serie di potenze
O(k)-invariante in un intorno della matrice nulla di Lie O(k). Con queste notazioni, la classe di

Hirzebruch di E ¢, per definizione,
-1
L(E) = [L <VQ>]
27

I primi termini della serie L(E) sono

1 1
LE)=1+ gpl(E) + G (=p1(E)? + Tpa(E)) + ...
Vale inoltre

L(E® F)=L(E)NL(F)

19per una dimostrazione si consulti Berline-Getzler-Vergne, Corollary 3.15
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e dunque, in particolare, la classe di Hirzebruch & stabile. Infine, la classe L(T'M) prende il nome
di classe di Hirzebruch della varieta M mentre il numero

L(M) = /M L(TM)

¢ il genere-L della varieta.



55
13. Polinomi SO(k)-invarianti. Classe di Eulero.

Si indichi con I(SO(k)) l'algebra dei polinomi invarianti per SO(k). Lo studio di questi polinomi
porta a due casi, a seconda della parita di k.

13.1. Polinomi SO(k)-invarianti con k = 2m + 1.

Sia k dispari: kK =2m + 1.

Analogamente al caso visto per I(O(k)), data una matrice antisimmetrica A, ossia A € Lie (SO(2m+
1)) = Lie (O(2m + 1)), esiste sempre una matrice g € SO(2m + 1) la cui azione aggiunta trasforma
A in una matrice diagonale a blocchi, con m + 1 blocchi:

0 X\
(3%) 0 0
0 2
o 0 ( X 0 > 0 0
gag ~ =
0 0
0

0 0 < N\, 0 0

0 0 (0)
La dimostrazione data per il caso I(O(k)) non produce a priori una base equiorientata a quella
canonica; ma scambiando ad esempio e; ed ey in quella dimostrazione e considerando p; = —X\;

e pj = Aj per j > 2 possiamo fare in modo che la base diagonalizzante a blocchi abbia matrice
del cambiamento di base con determinante uguale a 1. Come per il caso di I(O(k)), si trovano
polinomi P che dipendono solo dagli autovalori A;:

P(A) = P(gAg™) = P(\1,...,\n)

L’azione della matrice h € SO(2m + 1) definita sulla base canonica come

ep — e3

h - €y —> €4
’ e3 — €]
eq — €2

scambia il primo con il secondo blocco della matrice, lasciando invariati i polinomi P. Analogamente
tramite h € SO(2m + 1) opportuna si possono scambiare due blocchi qualsiasi, ottenendo

p()\l,...,)\m) = p(/\g(l),...,/\g(m)), o€ Sp.
Nel caso I(O(2m+ 1)), per verificare che P(A1,..., Am) = P(=A1,..., \p) si & utilizzata la trasfor-

mazione h € O(k), h : { °0 7 2 Ma h ha matrice
es —r
01 0
h = 10 ¢ SO(2m+1).
0 I
Si considera allora la trasformazione h con matrice
. ( ol ) 0 0
h = 0 7 0 € SO(2m+1)

0 0 (~1)
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che scambia A\; con —A1, ottenendo P(A1,..., A\p) = P(=A1,..., A\p). Quindi vale:
PO, oM ) =P = A,

ossia P & un polinomio simmetrico nelle A\?. Si ottiene quindi, come nel caso di O(2m + 1), che
esiste un unico polinomio simmetrico F', tale che

P, dm) = Flor(A\2, .. 02), ., om(AE, .. 02)
e P(A) = F(pi(A),... pm(A)) dove p; sono i polinomi di Pontryagin, ottenendo
Teorema 9. Si ha un isomorfismo di anelli
I(SO2m +1)) =Clp1,...,pm]

e non ci sono quindi nuove classi caratteristiche in questo primo caso.

13.2. Polinomi SO(k)-invarianti con k = 2m.
Sia ora k = 2m. Non c’¢ pilt la possibilita di utilizzare (—1) nel blocco finale della matrice per
definire h e quindi non e piu possibile scambiare \; con —A\;.
Si procede allora come segue: fissato go € O(k)\SO(k) si puo scivere
1 _ 1 _ def
P(A) = §(P(90Agol) + P(A)) + §(P(A) — P(goAgyt)) = Po(A) + Pi(A)
Si verifica facilmente che
e Pi(A) & SO(k)—invariante,
e Py(A) & O(k)—invariante
o Pi(hAh™1) = —Py(A), per h € O(k)\SO(k).

Scelto h come sopra che realizza lo scambio e; <> €2, ..., €21 > €2, si Ottiene analogamente ai
casi visti:

Pl(A) = Pl()\la--~a>\i7---7)\m) = *Pl()\l,‘..,*)\i,...,Am), Vi= 1,...,m
ossia \; divide P(\1,..., \yn) perogni i =1,...,m, e allora vale

PiA, . hm) = AL Am s D2( A1, - ooy Am)
dove P9 € una funzione simmetrica delle )\f. Quindi in questo caso P(A) si scrive come

P(A) = P()\l,,)\m) = po()\l,...,)\m) + Hf)g()\l,...,)\m)

dove si @ posto H = A1 - --- - A\yp. Notiamo che det A = H?.

Vogliamo definire un polinomio invariante e(A) tale che e(A) = e(Bl(A1,...,\n)) = H (a meno
di costanti normalizzanti). Sia V uno spazio vettoriale euclideo orientato, con base ortonormale
{v1,...,vx} e con orientazione vy A -+ A vy.

L’integrale di Berezin ¢ il funzionale lineare T : A*V — R che vale 1 su v; A -+ A v e zero su
vy, Ao-- A, con £ < k. Se {v1,..., v} e {wy,...,wx} sono due basi ortonormali equiorientate
allora ¢ chiaro che

(59) T(vl/\--~/\vk):T(wl/\"-/\wk)

Consideriamo la seguente forma esterna:

1
% Z Az‘j v; ANy
1<j
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dove B = {%‘}i:l,...gm & una base ortonormale di R?>™ equiorientata alla base standard. B facile
verificare che se B & coniugata a A tramite g € SO(k) e se C = {w;}i=1,. 2m € la base ortonormale
di R?™ ottenuta da B tramite g allora vale la seguente identita in /\2 R2™:

1 1
%ZAUW/\UJ‘:%ZBU’LU@/\U)J‘

1<j 1<jg

Ne segue che in A" R2™

1 1
(5 Z Agjoi Aop)™ = (o Z Bijwi A w;)™
1<) 1<)
da cui deduciamo, utilizzando la (59), che
1 1
T((% Z Az‘j v; N\ ’Uj)m) = T((% Z Bij w; N\ wj)m) eR
1<] 1<J
Definiamo e(A), il polinomio di Eulero, come segue:
1

1 m
1<J

e(A) =

Possiamo concludere da quanto spiegato sopra che e(A) ¢ SO(k)-invariante. Scelta una base diag-
onalizzante a blocchi per A, ossia tale che:

AU1 = )\1112
AUQ = —)\1’01
AU3 = )\21}4

AU4 = —)\2’03

possiamo scrivere la due forma associata ad A e alla base diagonalizzante come

A A T
o ST 4
da cui deduciamo che
A1 Am 1
A = —— o AL PN A
e(4) 27 27 (271')’"( "M
Si noti che, in particolare,
1 1
A2 = —— 2. 2 _ - A) = p(A
6( ) (27F)k)\1 )‘m (27T)k det( ) p ( )

ossia il quadrato del polinomio di Eulero & uguale all’ultimo polinomio di Pontryagin p,,(A) .
Concludendo, abbiamo dimostrato il seguente importante risultato:

Teorema 10. Si ha un isomorfismo di anelli:

I(SO(2m)) = Clp1,...,Pm—1,Pm, €]/ < e? — ppy >
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13.3. Fibrati reali orientabili di rango k¥ = 2m. Classe di Eulero.

Definizione 15. Un fibrato reale F di rango k sulla varieta M ¢ detto orientabile se il fibrato in
rette A¥ E = A™* E ¢ banale.

Se E & orientabile allora, per quanto gia visto precedentemente (A\™** E,m, M) possiede una
sezione globale non nulla. Notiamo anche che se E ¢ orientabile allora A" E\0 = Upenr (A" Em\
0) ha due componenti connesse; la scelta di una di esse ¢ detta scelta di una orientazione per E.

Non ¢ difficile dimostrare che E & orientabile se e solo se ammette un ricoprimento di intorni
banalizzanti tali che le funzioni di transizione abbiano tutte determinante positivo ?°. Fissata una
orientazione di E diremo che una base locale {s1,..., s} ha orientazione positiva se s; A -+ A sg
appartiene alla componente connessa che definisce ’orientazione.

La definizione appena data € in accordo con la definizione di orientabilita di una varieta
differenziabile: infatti la condizione che T'M sia orientabile in quanto fibrato reale ¢ equivalente alla
condizione che esista un atlante con la proprieta che lo jacobiano delle mappe di transizione, da
una carta ad un’altra, abbia determinante sempre positivo e quest’ultima ¢ la definizione classica
di orientabilita per una varieta reale.

Notiamo infine che se E — M ¢ un fibrato reale orientabile di rango k, allora esso ammette
una riduzione del gruppo di struttura a SO(k); infatti dall’esistenza di una metrica abbiamo la
possibilita di ridurre a O(k) e dall’orientabilita possiamo ulteriormente ridurre a SO(k). Se V & una
connessione compatibile con la metrica allora le matrici locali di curvatura {£2,}, con €2, calcolata
rispetto ad una base locale ortonormale con orientazione positiva nell’aperto diagonalizzante Uy,
¢ una collezione di matrici antisimetricche di 2-forme che verifica 23 = g;éQaga 8y CON g g :
UaNQg — SO(k).

Possiamo allora dare la seguente

Definizione 16. Dato un fibrato reale orientabile £ di rango k = 2m sulla varieta M si indica con
e(E, VE) € Q™ (M) la forma di Eulero; e(E, V¥) & ottenuta sostituendo ad A in e(A), la matrice
di curvatura €. Si definisce la classe di Eulero di E come [e(E, VF)] = e(E) € H2?(M,R).

L’ espressione in un intorno banalizzante e rispetto ad una base locale ortonormale positivamente
orientata si deduce da quella di e(A) che ¢ data, come si verifica facilmente, dall’espressione:

ol
e(A) = (—4m)™" — > segno(0) As(1)e(2) +* Avzm—1)o(2m)-

11 polinomio e(A) ¢ anche detto polinomio di Pfaff o Pfaffiano.
Quindi
(_

nm o1
e(Q) = I (2r)m ml GZS: 5egno(0) Qs (1) (2) *** Lo(2m—1)o(2m)-
g 2m

Esempio. Sia M = S? e sia V la connessione su 7'S? ottenuta dalla connessione banale su S? x R3
per proiezione ortogonale dalla decomposizione T'S? @ N = S? x R3 = T(R3)|g2, con N il fibrato
normale (che e banale):

VY = (Idg g2 @p)(dY).
Sia U I'aperto di S? per il quale le coordinate sferiche (u,v) sono una carta locale:

(0,27) x (0,7) > (u,v) — (cosusinwv,sinusinv,cosv) € U C S2.

20Trovate una dimostrazione di questo fatto, ad esempio, in Warner
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In uno degli esercizi per casa, risolto poi a lezione, abbiamo calcolato la 1-forma di connessione
di V su U rispetto alla base locale ortonormale di 7.S? data da e; = (—sinu,cosu,0) ed ex =
(cosu cos v, sinu cos v, — sinv) ed abbiamo trovato che

wig = —cos(v)du, wo = —wi2
e quindi Q12 = sin(v)dv A du = —sin(v)du A dv = —Qq2. Quindi, dato che m =1,
—1) (=1

1. 1
e(2) = “4%((212 — Q) = ?912 =5 sin(v)du A dv = %dvol(527g) .

Vediamo quindi, direttamente, che

1 1
2y _ _ _
/52 e(TS?) = 5 /52 dvol (g2 g) = 27T47r =2

Osserviamo che 2 == x(5?), con x(S?) la caratteristica di Eulero-Poincaré di S%. Quindi:

(s = [ ers?)
52
e questo ¢ un caso particolare del Teorema di Chern-Gauss-Bonnet che enunceremo fra poco.

Osservazione 1. Sia F un fibrato complesso e Er la sua realizzazione; abbiamo visto che se
E ha rangoc = m allora Er ha rangop = 2m. Si osservi che poiche E & complesso segue che
ER ¢ orientabile: infatti se gog : Uy N Ug — U(m) sono le funzioni di transizione di E, allora
(9ap)r : Uy NUg — SO(2m) sono per definizione le funzioni di transizione di Fr e sappiamo dalla
formula (58) che

det(gaﬂ)R = dEt(gaﬂ) : det(gaﬁ) = |det(9aﬂ)|2 >0
Vale allora la seguente

Proposizione 5. Risulta
e(Er) = ¢n(E)  in HIW(M, R).

Dimostrazione: Basta ragionare su uno spazio vettoriale complesso E. Se (, )g indica la metrica
hermitiana su E, la sua parte reale ( , )g, ¢ una metrica su Eg; inoltre se vy, ..., v, ¢ una base
ortonormale di F allora wy = v1,ws = vy, w3 = va,...,Wsy, = iUy, € una base ortonormale di
ERr. Notiamo anche che una matrice antihermitiana A definisce un operatore antihermitiano su F
una volta fissata una base ortonormale, e questo induce un operatore antisimmetrico su Er con

metrica (, )g,; questo operatore ha matrice Ag rispetto alla base {wy, ..., wam} € questa matrice
¢ antisimmetrica. L’enunciato e(Ar) = ¢, (A) ha quindi senso. Allora se vy, ..., v, € una base che
diagonalizza A, ossia
Avy = i\v
, A €R
Avy, = iA\pUm

si ottiene per la m-esima classe di Chern:

em(A) = <Z>m (i) - (i) = <_1>m)\1 ..... p.

2

D’altro canto

ARwl = Av1 = z’)\lvl = )\1(1"01) = )\1102, AR’LUQ = —)\1w1
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quindi in questa base Ag si scrive in maniera diagonale a blocchi, ottenendo come visto
—1\™

2

e quindi il risultato.
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14. Alcuni bellissimi teoremi
14.1. Teorema di Chern-Gauss-Bonnet.

Teorema 11. (Chern - Gauss - Bonnet) Sia M una varieta compatta senza bordo e orientabile di
dimensione 2m. Indicata con

2m

X(M) = Y (~1)"dim Hyp(M, R)
i=0
la caratteristica di Eulero - Poincaré di M, si ha:

X(M) = /M6<M’ yIM)

Osservazione. Per il teorema di de Rham, la caratteristica di Eulero - Poincaré si puo definire
anche come somma alternata delle dimensioni dei gruppi di coomologia singolare a coefficienti in
R.

14.2. Teorema della segnatura di Hirzebruch.

Teorema 12. (della segnatura di Hirzebruch) Sia M come nel teorema (11) di dimensione 4m. Si
consideri la forma bilineare simmetrica

Hgp (M,R) x HIf(M,R) — R

che agisce sulle coppie di 2m-forme come:

(lal. [8]) — /M[cmm

e sia o(M) la sua segnatura. Si ha
o(M) = / L(TM)
M

dove L(TM) = [L(TM, VT™)] ¢ la classe di Hirzebruch.

14.3. Teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch. Sia M una varieta complessa ed E un fibrato
olomorfo. Abbiamo visto come sia possibile definire I'operatore

d : C°(M,\"(M)® E) — C®°(M,\P"""' (M) ® E).
Dato che (0)? = 0 otteniamo un complesso
o C(MN\(M) @ E) & (M, NPT (M) @ E) ..

I gruppi di coomologia di Dolbeault Hg’i(M , E) sono per definizione i gruppi di coomologia di
questo complesso. Vedremo che questi sono spazi vettoriali di dimensione finita 2! . Indicando con
X(M, O(E)) = Y (=1)'Hy" (M, E)

i
217] teorema di Dolbeault, analogo complesso del teorema di de Rham, afferma che

HY'(M,E) ~ H'(M,0(E)),

dove a destra compaiono i gruppi di coomologia a valori nel fascio delle sezioni olomorfe di F. Per la definizione si
consulti, as esempio, [4] o anche [15] [16]
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la caratteristica di Eulero del complesso di Dolbeault 2.
Si ha il seguente importante teorema

Teorema 13. (Riemann - Roch - Hirzebruch) Sia M una varieta complessa ?* ed E un fibrato
olomorfo. Risulta

x(M, O(E)) = /M TA(T°M) A Ch(E)

dove TA(TYOM) ¢ la classe di Todd di M e Ch(E) la classe di Chern di E. In particolare se E ¢
il fibrato di rango 1 banale risulta

x(M, O) = /MTd(TLOM)

Otterremo questi tre teoremi come corollari del teorema dell’indice di Atiyah-Singer.

2214 notazione viene dalla precedente nota: x(M, O(F)) ¢ la caratteristica di Eulero della coomologia a valori nel
fascio O(E)

23{] teorema originale era solo per varieta algebriche proiettive lisce
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15. Moduli di Clifford e Operatori di Dirac
15.1. Algebre di Clifford.

Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione finita dotato di una forma bilineare simmetrica
g non necessariamente definita positiva.

Definizione 17. L’algebra di Clifford C1(V,q) associata a V' e g & 1’algebra con unita generata dai
vettori di V, da 1 € R con le relazioni:

veowtw-v=—-2q(v,w)-1

E possibile realizzare C1(V,q) come il quoziente T(V)/I(V) dell’algebra tensoriale T(V) =
>,V per lideale I(V) C T(V) generato dagli elementi del tipo v ® w + w ® v + 2¢q(v, w
con v,w € V.

La proiezione naturale (V') — CI(V,q) fornisce un’applicazione V' — CI(V,q). Non & difficile
dimostrare che VN I(V) =0, per cui V. — CI(V,q) ¢ iniettiva.

Per CI(V,q) vale la proprieta universale enunciata nella seguente:

Proposizione 6. Sia A un’algebra con unita e f: V — A un’applicazione lineare tale che
f) - f(w)+ f(w) - f(v) = —=2q(v,w)-1a, perogni v,w eV,

allora esiste un unico omomorfismo di algebre f : Cl(V,q) — A che estende f. A meno di isomor-
fismi, CU(V,q) é caratterizzata da questa proprieta.

Dimostrazione. Per la proprietd universale di T(V) esiste f® : T(V) — A che estende f. Per
lipotesi su f, f€ passa al quoziente e fornisce la f voluta. Inoltre, sia C' un’altra algebra contenente
V' che soddisfi la medesima proprieta; entrambe le inclusioni V- — C, V' — CI(V, q) si estendono
rispettivamente a ¢ : Cl(V,q) — C, ¢ : C — CI(V,q). Componendo, otteniamo 9 o ¢ : Cl(V,q) —
Cl(V,q) che estende 'inclusione V' — CI(V, ¢); dato che l'estensione & unica, ¥ o ¢ & 'identita e ¢
e 1) sono una l'inversa dell’altra. [

15.2. Moduli di Clifford.

Saremo interessati principalmente al caso in cui V= T, M, con (M, g) & una varieta riemanniana,
e con forma bilineare ¢ = ¢,(, ) definita positiva. Ci poniamo direttamente nell’ipotesi che g(, ) sia
definita positiva anche se molto di quello che vedremo puo essere generalizzato a forme bilineari
simmetriche qualsiasi.
Sia quindi V' uno spazio vettoriale reale con prodotto scalare q.

Definizione 18. Un modulo di Clifford € uno spazio vettoriale F/ dotato di un’azione dell’algebra
Cl(V,q), cioe un omomorfismo di algebre con unita ¢ : Cl(V,q) — End(E). Se E & dotato di
metrica (-, -)p 'azione puo essere unitaria il che avviene qualora c(v) € O(E, (+,+)g) per ogni v € V
di norma unitaria.

Osserviamo che se E ¢ un modulo unitario e se v ha norma unitaria allora si ha:
(c(v)er,c(v)e)p = (e1,€2)E
e dato che (c(v))? = —1g si ha:
(c(v)er,e2)E + (e1,c(v)e2)p =0

vale a dire: ¢(v) ¢ anti-autoaggiunto per ogni v € V.
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Proposizione 7. Sia q un prodotto scalare. Allora A*(V') é un modulo di Clifford (unitario) su
Cl(V.q).

Dimostrazione. In primo luogo si estenda nel modo usuale a A*(V') il prodotto scalare ¢ di V.
Ricordiamo che per far cio si impone AF(V) L A"(V) se k # h, e poi si dichiara ortonormale la
base (vi; A... AV )i <...<ip di A¥(V) se {v1,...,v,} & una base ortonormale di V. A questo punto
definiamo e(v)(a) :==v A a (v € V,a € A*(V)) e la sua aggiunta tramite ¢: i(v) := €*(v). Si ha:
l
i(v)(wi AL Awp) = Z(—l)”lwl A A (vywi) A Ay
i=1
e quindi i(v) non & altro che 1'usuale moltiplicazione interna per il covettore v* := ¢(v, -). Ponendo:

c(v) :=€(v) —i(v)

si ha:

in quanto si verifica che:

e(v)i(v) +i(v)e(v) = q(v,v) - 1
Dunque v + ¢(v) si estende ad un omomorfismo di algebre Ci(V,q) — End(A*(V)). L’azione e
unitaria grazie al fatto che ¢(v)* = —¢(v). La dimostrazione & completa.

Sempre nell’ipotesi che ¢(, ) sia un prodotto scalare, consideriamo ’applicazione
o:ClUV,q) - AV

che associa a © € CIl(V,q) V'elemento c¢(z)(1) di A*V. Quest’applicazione ¢ un isomorfismo di
spazi vettoriali: infatti se {v1,...,v,} € una base ortonormale di V allora l'inversa di o e data
dall’applicazione ¢ : A*V — CI(V, q) che manda v;, A---Av;, € A*V in v, ----- v, € Cl(V,q). E
facile verificare che queste due applicazioni sono una l'inversa dell’altra.

Concludiamo che se ¢ & un prodotto scalare, allora esiste un isomorfismo di spazi vettoriali
ClU(V,q) ~ A*V: in particolare se {v;} € una base ortonormale di V' allora

Vip oy, 1 <<, j=0,...,dimV

& una base dell’algebra di Clifford.
15.3. Gradazione e filtrazione di CI(V,q).

Sia ora ¢ una qualsiasi forma bilineare simmetrica. E molto importante per la teoria delle algebre
di Clifford la gradazione Zy di cui gode CI(V, q):

Cl(V,q) = CU(V,q)° & CU(V,q)"

dove CI(V,q)? & il sottospazio generato da prodotti di un numero pari di elementi di V' mentre
CI(V,q)' & quello generato da prodotti di un numero dispari di elementi di V. Dato che I'ideale
I(V) & generato da elementi di grado pari in T'(V) vediamo che la gradazione CI(V,q) = CI(V, q)°®
CIl(V,q)! & effettivamente ben definita.

Alternativamente, si puo considerare 1’automorfismo involutivo « : CI(V, q) — CI(V, q) che estende
la mappa v — —uv definita su V; CI(V, q)° e CI(V, q)* sono gli autospazi di « relativi agli autovalori
—1 e 1. Osserviamo anche che il prodotto rispetta la regola dei segni.

La filtrazione di T'(V):
k
T(V)=>_ (Z V®T>

k r=0
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viene ereditata da Cl(V, q) tramite la proiezione naturale, ovvero:
CUV,q) =) CI*(V,q)
k
dove

k
CIF(V,q) = {U e ClUV,q)|Fu e ZV@"tale che[u] = v}
r=0

Possiamo altresi definire:

VEr — CIF(V, q)/CIF 1 (V, )
usando le proiezioni naturali: quest’applicazione ¢ suriettiva e non ¢ difficile dimostrare che il nucleo
& lo stesso ideale che definisce A*V (sara un esercizio per casa).
Quindi:

Cl*(V,q)/CIF (V. q) = APV
percio l'algebra graduata associata alla filtazione di Cl(V,q), e cioe €, CI*(V,q)/CIF1(V,q), &
isomorfa all’algebra esterna A*V.
Come corollario otteniamo

Proposizione 8. Esiste un isomorfismo di spazi vettoriali
Cl(V,q) 2 A"V
In particolare dim CI1(V, q) = 24V

e lisomorfismo con A*V, in quanto spazi vettoriali, ¢ ora valido per qualsiasi forma bilineare
simmetrica ¢(, ) (non necessariamente un prodotto scalare come nella sottosezione precedente).

15.4. Operatori di Dirac.

Sia M varieta riemanniana con metrica g. ¢ induce una metrica, che denotiamo ancora g, su

T*M. Consideriamo:
U CUT; M, gn) = Cl(T*M,g)
meM

che puo essere dotato in modo ovvio di struttura di fibrato vettoriale: il fibrato di Clifford associato
al fibrato cotangente di (M, g). 1l fibrato CI(T*M, g) € spesso denotato semplicemente con Cl(M).

Supponiamo che esista un secondo fibrato £ su M, con ciascuna fibra E,, modulo di Clifford
su CU(T} M, gn) e supponiamo che 'azione dipenda in modo C*° da m (la definizione precisa si
da facilmente sulle carte locali). Diremo che E & un fibrato di moduli di Clifford o anche, piu
brevemente, un modulo di Clifford. Il fibrato F sara in pratica dotato di una metrica, anche se
questa struttura addizionale non e strettamente necessaria . Infine sia data su E una connessione
VE (che sceglieremo compatibile con la metrica di E se in E c¢’& una metrica). Allora rimane
definita 'applicazione:

C®(M, T*M ® E) % C®(M, E)
(¢ @ s)(m) := cm(dm)(sm) € Em

Definizione 19. Ai dati M, g, E, ¢, V¥ rimane associato un operatore di Dirac I, definito come la
composizione delle mappe:

C®(M, E) %5 C(M,T*M @ E) % C*(M, E)
D:=coVF
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Vediamo 'espressione locale di ) in funzione di una base locale ortonormale {e;} di TM e della
sua base duale {e'}. C’¢ da osservare che la scrittura di ) che seguira non dipende dalla scelta
della base locale ortonormale. Se {s;} ¢ una base locale di E allora abbiamo:

D(sj) = (coVF)sj =c(VFsy) = (X wé-sl) =
(X 2k W;,keksl) =D CHDY wé‘,ksl =
>k c(eM)VEs;
e dunque:

Lo stesso calcolo dimostra anche che

quest’espressione dipende pero dalle coordinate scelte.

15.5. Operatori associati a fibrati di Dirac.

In alcune circostanze richiederemo alcune proprieta addizionali che elenchiamo qui di seguito:
e I e dotato di metrica;
e l'azione di Clifford ¢ unitaria
e la connessione V¥ ¢ compatibile con tale metrica e verifica la relazione

(60) VE(e(¢)s) = (VX 9)(s) + c(9) Vs

dove VL ¢ la connessione di Levi-Civita sul fibrato cotangente.

Una tale connessione ¢ detta una connessione di Clifford.

Un fibrato di moduli di Clifford con queste proprieta addizionali ¢ detto un fibrato di Dirac. 2

Vale la seguente

Proposizione 9. Se E ¢ un fibrato di moduli di Clifford e supponiamo che E sia dotato di metrica
e che lazione di Clifford sia unitaria. Allora esiste sempre una connessione di Clifford su E.

Dimostreremo questa proposizione piu avanti.

15.6. Esempio 0: il caso piatto. Sia (V,q) uno spazio vettoriale euclideo di dim V = n; sia
E un modulo di Clifford per V; sia {vi,...,v,} una base per V. Ricordiamo che C*(V, E) sono
le funzioni a valori in E, mentre z1,...,x, sono le coordinate indotte da {v1,...,v,}. Rimane
definito I'operatore di Dirac associato a questo modulo di Clifford :

(61) D= Z:c(vz)aiZ
Un semplice calcolo dimostra che :
0? 0?
2 _ (Y _
(62) =gz g2

A destra c’¢ il Laplaciano A; vediamo quindi che nel caso piatto I € una sorta di radice quadrata
del Laplaciano.

Idg

24 Alcuni autori lo chiamano un fibrato di Clifford.
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15.7. Esempio 1: operatore di Gauss-Bonnet.

Abbiamo visto come A*M sia in maniera naturale un fibrato di moduli di Clifford unitari. Sia
VA™™ 14 connessione su A*M indotta dalla connessione di Levi-Civita. Non ¢ difficile dimostrare
che questa connessione ¢ di Clifford.

Definizione 20. L’ operatore di Gauss-Bonnet (o di Eulero) e 'operatore
Dgp = co VA™M . C(M, A* M) — C>(M,A\*M).

Vediamo ora come sia possibile dare un’espressione esplicita di questo operatore di Dirac. Per
prima cosa sia in generale V' uno spazio vettoriale di dimensione n, con prodotto scalare ¢. Si scelga
{e;} una base ortonormale di V, e si fissi un’orientazione tramite vol :=e; A--- Ae,. Sia < -,- > il
prodotto scalare indotto su AV. Possiamo definire per ogni k ’applicazione * di Hodge:

* ARV — ARy
e, N Nej, — sign(o)ej, A---Nej,

dove (1) =iy,...,0(k) =ig,0(k+1) =7j1,...,0(n) = ju_k. Si verifica senza difficolta che
(63) 5% = (=1 h)
e che :

wAxv=<u,v>vol,Yu,v € AFV, wAv=<sw,v>vol,Ywe A" *V,v e AV

Torniamo alla nostra varieta riemanniana di dimensione n e supponiamo in aggiunta che M sia
orientabile. Sia dvol € C*°(M, A" M) una forma di volume per la varieta riemanniana (M, g). Per
ogni x € M rimane definita un’applicazione lineare

sp t ARM — A77FM
che induce un’applicazione di fibrati:
w0 AFM — AR M

Gia sappiamo che date due k-forme w e a & ben definito il prodotto scalare L?:
(w, )2 ::/ < w,a > dvol.
M

Allora rimane ben definito 'operatore d* aggiunto formale di d : A¥M — AFT1M rispetto a (-, -) 2,
vale a dire che d* ¢ definito da (dw, @)r2 = (w,d*a) 2 per w k-forma e « (k+1)-forma. Per verificare
Desistenza di d* ne diamo una espressione in termini di d e . Prese w € A*M, o € A" %=1 si ha
per il teorema di Stokes:

< *xdw,a > dvol = fde/\a
= (- [ wAda = [,(~1)F! <sw, da > dvol

Dato che %> = (—1)k("=¥) i ottiene dopo qualche conto la formula cercata:
d* = (—1)" Ly g

In particolare, se « € una 1-forma, allora d*a € C°°(M) ed otteniamo, dall’'uguaglianza di (1, d*«)
e (d(1),a) =0, il Teorema della divergenza :

(64) /M(d*a)dvol =0
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Proposizione 10. Consideriamo A*M come modulo di Clifford unitario, e sia V2™ la con-
nessione su di esso indotta dalla connessione di Levi-Civita VEC. Sia ¢ o VMM operatore di
Gauss-Bonnet. Si ha co VA M = d 4 d*.

Dimostrazione. Denotiamo la connessione su A*M semplicemente con V. La proposizione segue
immediatamente dal lemma seguente.

Lemma 4. d =), e(e")V,,;; d* = > —i(e?)Ve;.

Dimostrazione. Sia d = Y. e(e')V,,. Si ha df = df e d(¢ AY) = dé A+ (—1)%l¢ /\ﬁw poiché
per V vale la regola di Leibnitz. Basta quindi verificare che per ogni 1—forma 6 valga df = df. Si
ricordi che la connessione di Levi-Civita sul duale ¢ definita richiedendo che valga

X(e',ej) = (Vxe',ej) + (', Vxe;)
dove (, ) denota qui la dualita fra TM e T*M. Quindi VX,Y si ha:
X(0,Y)=(Vx0,Y)+ (6,VxY)
ossia
X(O(Y)) - 0(VxY) = (Vx0)(Y)
Mostreremo ora che d0(X,Y) =df(X,Y) VXY € C®(M,TM):

dH(X Y) Zel A Ve, 0)(X.Y) = )
= 2.(e"(X)(Ve))(Y) = (Ve ) (X)e' (V)
ma X = ¢e'(X)e; e Y = €/(Y)e; dunque
(Vx0)(Y) — (Vy0)(X)

(O(Y)) = 0(VxY) =Y (0(X)) +0(VyX) =
(0(Y)) =Y (0(X)) —0(VxY — VyX) =
0(Y)) =Y (0(X)) - 0([X, Y]+ T(X,Y))
ove T ¢ la torsione. Dato che V e priva di torsione si ha T'=0e

JO(X, Y)=X0Y)) -Y(O(X)) —6([X,Y]) =di(X,Y)

ove nell’ultima uguaglianza si ¢ utilizzata la formula di Cartan ([15], pag. 70). Per d*, si consideri
un punto arbitrario z € M e sia § = ae' A--- A €P in un intorno di z. E sufficiente verificare che,
in x,

X
X
X

(—1)"P T 5 dx 0 = i(ei)velﬂ
dove sommiamo si indici ripetuti.
Possiamo sempre scegliere la base locale in modo che sia V¢ e; =0 in x 25 Si ha allora, in x,

sd*x 0 =x(d*(ae' A---AeP)) =x(d(aePTI A Ae™)) =
= (S ex{a)e’ APt Ao A ) =
=20 1€z( a)(x(e' NePHLA - Ne)) =
=3P ei(a)(—1)"PEOFT e A NG A N =
= P (@il Ao Aey)) =
= (~1) ) 5 ()T, (ae Ao A ) =
= (=" (i(e )Veﬁ)

e dato che x ¢ arbitrario ne segue che la dimostrazione ¢ completa.

258i veda la Proposizione 3
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15.8. Moduli di Clifford Zs-graduati.

Sia F un fibrato di moduli di Clifford per la varietd riemanniana (M,g). Diremo che E &
Zs-graduato se esiste v € C>°(M,End(F)) tale che, per ogni m € M, per ogni &, € T;) M

’}’2(m) =Idg,,, cm(&m)ov(m)+y(m)ocn(§m) =0
Se E & Zy-graduato allora otteniamo una gradazione di E, E = ET®E~, con E* := {e € F|v(e) =
+e}. Supporremo sempre la connessione V¥ diagonale: V¥ = VET ¢ VE ;¢ chiaro allora che
I'operatore di Dirac I) = ¢ o V¥ manda sezioni di E* in sezioni di ET, i.e. risulta dispari rispetto
a tale graduazione. In formule e con ovvia notazione

(3 )

Ad esempio A*M = E & graduato da ya = « se « ha grado pari, ya = —a se a ha grado dispari.
Quindi A*M = AP g A9isPari )T e Poperatore di Gauss-Bonnet si decompone come

* 0 d + d*|dispam'
d+d _<d+d*’pa7~i 0

15.9. Esempio 2. L’operatore di segnatura D",
Sia M una varietd tale che dimM = 2k. Sia 7 = (v/—1)P?~D+Fkx con
T: A%M — Ag_pM
ove ALM = APM ® C. Utilizzando le formula per %2 & immediato verificare che 7 definisce una
gradazione di AFM, diversa da quella in pari/dispari. Si ha, quindi, (d + d*)7 = —7(d + d*). Sia
A;EM:{wGA;MQ@(C D Tw = tw}

Da quanto detto C*°(M,AFM) = C*(M, AgM) ® C®(M,AzM) e d+ d* ¢ dispari rispetto a
questa decomposizione. L’operatore di segnatura DS8" & per definizione 1'operatore d 4+ d* insieme

alla gradazione T:
Dsign — < 0 d+ d*|A— >
d+ d*|p+ 0
Spesso si definisce 'operatore di segnatura come

DY — g |y
15.10. Esempio 3. Operatori di Dirac su una varieta quasi-complessa.

Cominciamo con una lunga premessa di algebra lineare. Sia V' uno spazio vettoriale reale con
prodotto scalare ¢(,). Si supponga che esista .J € End(V) tale che J2 = —Id. Possiamo senz’altro
assumere che ¢(Jv, Jv') = q(v,v") (¢ & J-invariante) perché se p(, ) & un qualsiasi prodotto scalare,
allora ¢(-,-) :== p(+,-) + p(J+, J-) risulta J-invariante. Notiamo che se esiste un tale J allora neces-
sariamente dim V' € 2N perché se {f1,..., fin} € una quasiasi base ortonormale di V allora per la
matrice A associata a J in questa base si ha A € O(m) e quindi

1 = det(AAT) = det A det AT = det A% = det(—Id) = (—-1)™

da cui la tesi. Sia {e1,...,en,€nt1,...,€n4n} una base ortonormale tale che Je; = ej4, e quindi
Jejyn = —e; 1 < j < n. Non e difficile dimostrare che una tale base esiste sempre %6 Sia

26Basta procedere per induzione. Fissiamo e; di norma unitaria: dato che ¢(, ) ¢ J-invariante si ha che Je; &
ortogonale a e1. Consideriamo lo spazio ortogonale a Span(e1, Je1). Dato che ¢(, ) & J-invariante si ha che tale spazio
¢ invariante per J; ora possiamo procedere induttivamente.
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{el,...,e" e"l ... e} la base duale. Consideriamo ora V ® C e si estenda J per C-linearita.
Si definiscano V10, V0.1 come gli autospazi di J relativi agli autovalori =+i:
VIO =lv | Juv=1iv}, VO ={v|Jv=—iv}
e quindi Ve C =V @ Vo con
yi0 = Spanc(e; — i€14p, ..., €n — i€2p) yol = Spanc(e; + i€14n, - - ., €n + i€2p)
Osserviamo che
Vol =yio,
Estendiamo ora ¢(, ) a tutto V ® C per C-linearita. Dal fatto che ¢(, ) ¢ J-invariante segue
facilmente che V10 e V1. sono sottospazi isotropi 27 massimali mentre gc : V19 x VOl — C ¢
non-degenere. In particolare gc pone V10 e V0! in dualita. Notiamo anche che gc definisce un
prodotto hermitiano h, su V10 ottenuto componendo la coniugazione nel secondo argomento
Vl,O % VLO N Vl,O % VO,I

con gc : V10 x V%1 — C. Consideriamo ora lo spazio duale (V ® C)* = (V10)* @ (VOL)*. Da
quanto abbiamo appena detto segue che applicazione V1% — (V%1)* che associa a w la forma
gc(w, -) & un isomorfismo. In particolare, se abbiamo un elemento w € V1 allora & ben definito il
prodotto interno i(w) : AJVO1 — ATy 0L

Lo spazio vettoriale A*V%! & un modulo di Clifford: posto v = v"?+v%! poniamo, per definizione,

(65) c(v) = V2(e(v™) = i(v17))

Notiamo che e; = {(ej —iejin)+ (€ +iejin)}/2 e si verifica da questa decomposizione che c(e;)? =
—1. In conclusione A*V%! = A%*V ha una struttura naturale di modulo di Clifford che & per
costruzione unitario.

Sia ora M una varieta reale quasi-complessa, il che vuol dire che esiste J € C*°(M,End(TM))
tale che J? = —Idg; sia ¢ una metrica J—invariante. Sia V%* una connesione su A%*M; possiamo
scegliere questa connessione compatibile con la metrica indotta da g e di Clifford. L’operatore

:=co V% : C®°(M, A" M) — C°(M, A®*M)

¢ un operatore di Dirac associato ad un fibrato di Clifford. Dunque su ogni varieta quasi-complessa
esiste un operatore di Dirac associato ad un fibrato di Clifford.

27¢id vuol dire che qc|y10 =0 € ge| 00 =0
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16. Prime proprieta degli operatori di Dirac. Esempi.
16.1. Operatori differenziali.
Siano E,F' due fibrati vettoriali su M. L’applicazione lineare
P : C*M,E)— C*(M,E)
¢ un operatore differenziale se per ogni carta banalizzante U comune ad F ed F
x : U—ACR"
¢ : Ely > AxC"
Y« Flgy > AxC™"

ed indicando con iy : C§°(U, E|y) < C*°(M, E) I'immersione delle funzioni a supporto compatto
econry : C®°(M,F) — C*(U, F|y) la restrizione, risulti commutativo il seguente diagramma:

rgoPoi
U U

Cs° (U, Elv) C>*(U, Flv)

(A, Axcny o oega A xom)

con Py matrice di operatori differenziali. Si utilizzera la notazione P € Diff*(M; E,F); P €
Diff” (M; E, F) se per ogni banalizzazione non compaiono operatori di ordine superiore a k.

16.2. Simbolo principale. Ellitticita.
Se P € Diff*(M; E, F) allora & ben definito
or(P) € C*°(T*M,Hom(r*E, n*F))

detto simbolo principale dell’operatore P. Per definirlo procediamo come segue.
Sia (z,§) € T*M ed e, € Ey; introduciamo f € C®°(M) ed e € C°(M, E) tali che df|, = { e
e(x) = ey. Definiamo oy (P)(z,§) € Hom(E,, F;) come segue :
21
ok (P)(z,)(ex) = Zkﬂp((f — f(@))ke)(x)

Si verifica che oy (P)(x, ) non dipende dalle scelte fatte e che & un’applicazione lineare da E, — F.
In una banalizzazione locale si ha:

o | D aalif) <\/1_Tai>al...(\/1jai>an (2,6) =

o<k

> aalif)(€)™ .. (€M)

|a|=k
Nelle formule precedenti abbiamo denotato con
5wt () ()
o <k W\ on) T\ V1 om,

la componente al posto (ij) nella matrice Py.
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Valgono le seguente proprieta 22:
(1) il simbolo principale definisce un’applicazione
oy, : Diff*(M; E, F) — C>(T*M,Hom(r*E, 7*F))

con nucleo uguale a Diﬂ'k_l(M ; £, F). Esiste quindi una successione esatta

(66) 0 — Diff* " Y(M; E, F) — Diff*(M; E, F) 2 C>(T*M,Hom(r*E, 7*F))
(2) se P € Diff*(M; E, F) e Q € Diff™(M; F,G) allora PQ € Diff "™*(M; E,G) e
(67) Uk-l—m(PQ) = Uk(P)Um(Q) .

Definizione 21. P ¢ ellittico se V (z,&) #0 € T*M
or(P)(z,§) € Iso(Ey, Fy)

Sia per semplicita M compatta. Siano <, >p, <, >F metriche hermitiane su E ed F' rispettiva-
mente. Si costruisca il prodotto scalare

(u, ') g = / <u,u’ >gdvol Vu,u € C®(M,FE)
M
e analogamente per F. L'operatore P : C®(M,E) — C°°(M, F) ammette un aggiunto formale
P* . C®(M,F) — C®(M,E) se vale
(Pu,v)p = (u, P*v)g Yu € C*°(M,E) Yu € C*(M, F)

Se P e Diff* (M; E, F) allora non ¢ difficile dimostrare riducendosi a carte locali ed integrando per
parti 2 che esiste ed ¢ unico P* € Diff*(M; F, E) ed inoltre:

ok(P") = ox(P)"
Si ha anche
(PoQ) = Q"o P".
16.3. Gli operatori di Dirac sono ellittici.

Dopo queste generalita sugli operatori differenziali vogliamo ora calcolare il simbolo principale
per 'operatore di Dirac che ¢ ovviamente un operatore differenziale di ordine 1. Sappiamo che in

una carta locale |
D = Z C(de)Vj.
Ora, V; = 0/0x; + A, dove A & di grado 0. Quindi 01(V;)(z,&) = V—1&7. Dunque si ha:
o1(P)(,€) = c(da®)(V=1)¢* =
= (V=T)e(¢"da®) = (V-T)e(€)
o1(P)(x,€) = (V=1)e(§)

da cui segue che 1) ¢ ellittico. Inoltre

o2 (%) (@, €) = (01(P)(,€))* = —c()* = gu (&, O)ldp, = |I€][31dp,

e dunque anche IZ)2 € un operatore ellittico.

In definitiva:

28Tutte piuttosto semplici e lasciate per esercizio; consultate il Wells, Capitolo 4, Sezione 2 se avete problemi
294i nuovo, consultate il Wells, Capitolo 4, Sezione 2 se avete problemi a produrre queste dimostrazioni
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16.4. Laplaciani generalizzati.

Sia P € Diff?(M; E, E) con F fibrato hermitiano . Si dira che P & un laplaciano generalizzato se
02(P)(z,€) = ||¢]131dE,

Scriveremo brevemente ao(P)(z,€) = ||€]|2. Da quanto sopra segue che se DR, & un operatore di
Dirac allora ]Z)2 ¢ un laplaciano generalizzato. Localmente P ammettera la seguente espressione:
)
P=—g" + (ordine 1) + (ordine 0)

Ozt OxJ

Ad esempio in R", con la metrica piatta:

-5 () ()
ox’ V/—10x
¢ un laplaciano generalizzato. Si noti il segno —.
16.5. Gli operatori di Dirac sono formalmente autoaggiunti.
Proposizione 11. Sia E un modulo di Clifford hermitiano e sia Ip un opertore di Dirac:
(68) P=coV¥:C®M,E) — C®(M,E)

Se lazione di Clifford ¢ unitaria e VE & una connessione di Clifford, allora l’operatore di Dirac é
formalmente autoaggiunto:

(69) (Ds,s") = (s,1ps") Vs,8 € C®(M,E)
Dimostrazione. Per definizione
(s,8") = / < s,8 > dvol.
M

Sappiamo che, per il teorema della divergenza (64),
(70) / (d*w)dvol =0 Yw € Q' (M)
M

Basta quindi verificare che

(71) <Ds,s’ > — <5, >=d*w per qualche w € Q' (M)

Si scelga una base locale ortonormale e; tale che Ve, e; = 0in m € M: si ha, in m,
<Ds, s >—<s,Ps >=
—<Z VEss>—<SZ VE8'>—

—Zea<c )s,s' >

dove si ¢ usato il fatto che la connessione ¢ di Clifford e I’azione unitaria. Sia ora w € QY(M)
definita come segue:

(72) w(X)=—<c(X*)s,s >

allora, in m € M vale la seguente uguaglianza:
d'w = — Z NWVe,w =
- YTl = Y eale



74

Nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la scelta particolare di base locale ortonormale e la definizione
di connessione sul fibrato cotangente:

(73) (Vx0)(Y) = X(0(Y)) - 0(VxY)

Abbiamo in definitiva dimostrato che < Ips,s’ > — < s,I)s’ >= d*w che e quanto basta per
concludere.

16.6. Ancora un (lungo) commento sulle varieta complesse. Varieta di K&hler.

Abbiamo visto come sia possibile definire un operatore di Dirac su una varieta reale quasi-
complessa. Supponiamo ora che M sia complessa. Sia J la naturale struttura quasi-complessa
indotta su T'M. Se h & una metrica hermitiana su M abbiamo visto come la parte reale di h
definisca una metrica reale su TM e che tale metrica risulta essere J-invariante. Viceversa, se g
¢ una metrica riemanniana J-invariante, allora possiamo definire una metrica hermitiana h su M
ponendo h(, ) =g(,)+ig(,J) 30 Sia quindi ¢ una metrica J-invariante su TM e sia h la metrica
hermitiana associata su M. Sia w la forma di Kahler associata. La metrica hermitiana h induce
un prodotto scalare <, > su ogni AP4(M): se h =) ;0 ® ¢j, dove {¢;} sono ortonormali, allora
dichiariamo i vettori

Gis Aoee N Giy N A+ A,
ortonormali e di lunghezza 2PT4. Possiamo estendere questo prodotto scalare a tutto A*(T*M ® C)
dichiarando AP9(M) L A®'(M) se (p,q) # (s,t). Abbiamo allora in C*° (M, AP4(M)), e quindi in
C>®(M,A*(T*M ® C)), un prodotto scalare L?:

(a,8) = /M < a(p), B(p) > dvol, = /M < o(p), B(p) >

Possiamo anche definire l'operatore x : AP2(M) — A" "P"=9(M): utilizzando un’ovvia notazione
con i multi-indice:

wn
n!

<Y ngor A es) =27 e smEé0 Adp
1J 1J
dove I° J° sono gli indici complementari e e 17 ¢ il segno della permutazione

{17"'7n717"'7n}_>{7’17"'7Zp7.]17"'7](]7Z17'"7Zn—p7]17"'7]n—q}

Si puo verificare che xx = (—1)PT9. Utilizzando il teorema di Stokes si verifica senza particolari
difficolta che 'operatore — 0% & l’aggiunto formale 8" di 9. Consideriamo Poperatore

V204 87) : C°(M, A% M) — C(M, A% M)

e notiamo che esso ¢ in maniera ovvia un operatore formalmente autoaggiunto. Non & difficile
. N .. . . . . . a kN,
dimostrare (sara un esercizio per casa) che il simbolo principale di v/2(0 +9) & dato da

o (043) (&) = () —i(el).

Ne segue che se fissiamo una connessione V su (T%!)* (e quindi la connessione indotta V%* su
A%* M) e se consideriamo 'operatore di Dirac associato all’azione di Clifford introdotta nell’Esempio
3, allora

(74) D=V20+d)+A con AecC®MEndA>M)), A= A"

30questa metrica hermitiana coincide con la metrica hermitiana hy introdotta nella sottosezione 15.10 a meno di
un fattore 2.
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Si noti che, in generale, la connessione di Levi-Civita complessificata:
VECE . C°(M, TM ® C) — C®(M,T*M @ (TM & C))

non rispetta la decomposizione TM @ C = THOM & T%' M. Sia w la forma di Kihler associata alla
metrica hermitiana h. w € una (1, 1)-forma reale ed ¢ definita positiva nel senso seguente:

——w(v,7) >0 v#0.

-

Infatti, abbiamo visto che localmente

e

w = TZh”dzl VAN Cﬁj

ij

e quindi il risultato segue direttamente dal fatto che h & un prodotto scalare hermitiano. Osservi-
amo che, viceversa, una (1, 1)-forma di questo tipo definisce una metrica hermitiana (basta porre
h(v,w) := 2[w(w, ) + iw(w, v)]).

Definizione 22. Una varieta complessa M e detta di tipo Kéhler se ammette una metrica hermi-
tiana la cui forma di Kéhler e chiusa.
Una varieta complessa hermitiana (M, h) & di Kéhler se la forma di Kéhler associata a h ¢ chiusa.

Supponiamo che (M, h) sia di K&hler: dato che il prodotto esterno di w con se stessa n-volte &
una forma di volume, si ha

(75) /Mw/\~--/\w750.

Ne segue che w non ¢ mai esatta e quindi [w] # 0 in H3z (M). In effetti, se fosse w = dn allora, per
il Teorema di Stokes,

m!Vol(M) —/ Wwm = /dn/\wm_1 —/ dinAw™ ) =0
M M

il che e assurdo.

Proposizione 12. Sia M complessa, e sia g(,) una metrica J-invariante. Sia ¢ 'azione di
Clifford su A°*M introdotta nell’Esempio 3, si veda (65). Sia VFC la connessione di Levi-Civita
e sia VYOC la sua estensione per C-linearita a TM & C. Sia h la metrica hermitiana definita da
g. Allora

e (M, h) ¢ di Kihler se e solo se VFOC rispetta la decomposizione TM @C = T OM & T M.

e Se (M,h) ¢ di Kdilher allora la connessione V** indotta su A®*M da VLC’C}TOJM e una
connessione di Clifford.

e Se (M,h) ¢ di Kilher allora v/2(0 + 0%) = 1), con 1D definito dall’azione di Clifford (65) e

dalla connessione VY*.

La dimostrazione della Proposizione & omessa; non ¢ particolarmente difficile (il terzo punto ha
dimostrazione della stessa difficolta di quella che stabilisce il fatto che d + d* & uguale all’operatore
di Gauss-Bonnet).

Concludendo: su una varietd di Kihler operatore v/2(0 + 0*) & un operatore di Dirac associato
ad un modulo di Clifford unitario con connessione di Clifford.

Se M & complessa ma non di Kihler allora v/2(0 + 0*) & un operatore che differisce da un
operatore di Dirac Ip associato ad un’azione di Clifford unitaria e ad una connessione di Clifford
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per un operatore di ordine O:

D—V20+0")=A con AcC®M,End(A>M)), A= A"

Analogamente, sia F un fibrato olomorfo hermitiano su una varietd di Kahler M e sia VF la
connessione complessa compatibile con la metrica. Abbiamo definito dg. Consideriamo A®*M ® E;
¢ un modulo di Clifford unitario rispetto all’azione ¢ ® Idg. Consideriamo la connessione prodotto
tensoriale di V?* e V¥. Questa connessione ¢ di Clifford; otteniamo quindi un operatore di Dirac
che risulta essere proprio v2(9g + 0%).

Se M & solo complessa, allora esiste un operatore di Dirac 1P, su A%*M @ E per il quale
quest’ultimo ¢ un fibrato di Dirac e

Dy — V20 +03) =B con BeC®(M,End(A>*M @ E)), B= B*.

Riassumendo: se M ¢& complessa ed £ — M e un fibrato olomorfo allora esiste un operatore di
Dirac I, associato ad un fibrato di Dirac su A%*M ® E con la proprieta che
(76) V20 +0y) =P, +C con Ce€C®(M,End(A>*M ® E)), C =C*.

Esempio . Sia M = CP" e sia m : C"*! — 0 — CP" la proiezione canonica. Sia U un intorno
aperto e sia Z : U — C™! — 0 un’applicazione olomorfa tale che 7 o Z = Id. Ad esempio, se

U=U;={[20,...,2)|zj # 0} allora possiamo scegliere Z = s

i 20 Zj—1 Zj+1 Zn,
7 (205 - - -, =(=,...,—,1,=—/— ..., =
(77) aaennl) = (2 L1, 2L 2

Definiamo una (1,1)-forma su U come segue:
wy = —ddlog || Z]]2.
27

Si verifica senza difficolta che w non dipende dalla particolare scelta di sezione locale olomorfa
Z : U — C** — 0. Infatti, se Z’ & un’altra sezione, allora Z’' = fZ con f olomorfa mai nulla. Si
ha allora:

Lé@logHZ’W =w+ i8510gf - Lgalogf =w+0+0=w
27 27 27

Rimane quindi definita una forma w su tutta la varieta. Se, ad esempio, U = Uy con coordinate

(C1,..+,Cn), la forma w puo essere scritta come segue prendendo Z = s:
_ \/jl ngj A dgj . (ZZijj) A (; defj)
2m | 1+ 2266 (14326652

Si noti che w e reale. Inoltre, la forma hermitiana associata a questa forma & definita positiva.
Infatti, dall’espressione appena data possiamo scrivere la matrice associata a tale forma hermitiana
(i.e., la forma hermitiana definita dall’espressione nelle parentesi quadre), calcolata nel punto di
coordinate ¢, come una funzione strettamente positiva moltiplicata per la matrice

) _
a;(C) = (L4 [ICI1)di; — Ci¢s -
Dimostriamo che per ogni ¢ questa matrice ¢ definita positiva. Per ogni n-pla u € C" si ha:
' (a5(¢))u = (1 +[¢]*)un’ — (Cu')(¢u")
e I'ultima espressione puo essere scritta come

lal® + [lal*llcl® = (¢, W)(C, v)



"

dove la norma ed il prodotto hermitiano sono quelli canonici in C". Da Cauchy-Schwarz deduciamo
che questa quantita ¢ > 0 per ogni u # 0. Riassumendo: w & definita positiva e definisce quindi
una metrica, la metrica di Fubini-Study. Scriveremo anche wgg. Si noti che w & chiusa perché
localmente risulta w = i/47(d(0 — 0) log||Z||?). Ne segue che CP" & una varieta di tipo Kihler
e che (CP",wrpg) € una varieta di Kéahler. .

E importante osservare che sottovarieta complesse di varieta di Kahler sono di Kéhler rispetto
alla metrica indotta: infatti se (M, h) ¢ di Kéhler e Z ¢ una sottovarieta complessa, allora detta
j : Z — M Yinclusione, si ha che j*h € una metrica hermitiana su Z con forma di Kéhler j*wj;
ma allora

dz(j*wm) = j* (dywnr) = 0
da cui ’asserto. Scopriamo allora che le varieta algebriche proiettive lisce sono di Kéahler.

Esempio. Sia L il fibrato tautologico. L eredita una metrica hermitiana h dalla metrica banale
in CP™ x C"*!'. Lo abbiamo visto nel caso n = 1 nell’esempio 2 della sottosezione 10.2. Sia
V la connessione complessa compatibile con tale metrica. Scrivendo l'espressione locale di h e
quella di ¢ (L, V) in funzione di una base locale olomorfa ci accorgiamo, come nell’esempio fatto
esplicitamente nel caso n = 1, che

(L, V) = —wrs.

Da quanto detto ne segue che ¢1(L) non & zero in H2(CP'). Inoltre

| ey 2o
cpr
Di fatto si puo calcolare esplicitamente questo integrale e si ottiene
| amyr=t
cpn
Utilizzando questa informazione ed un po di variabile complessa si puo dimostrare che

Td(CP"™) := / Td(T°CcP") =1, L(CP?) .= / L(TCP?™) =1
cpn cp2n
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17. Spinori e operatore spin-Dirac
17.1. Chiralita. Il modulo degli spinori.

Sia V' uno spazio vettoriale reale orientato con prodotto scalare ¢(, ) definito positivo. Con-
sideriamo D’algebra complessa CI(V,q) := CIl(V,q) ® C. Poniamo per brevita CI(V) := CI(V,q) e
Cl(V) := CI(V,q). Se fissiamo una base ortonormale {ey,...,eqimy} di V, possiamo considerare

)
F:\/j 61...€d1m\/€(Cl(V).
Tale elemento e detto operatore di chiralita e non dipende dalla scelta della base. Si ha
e 2=1
e se dimV e pari, I'v = —vI' Yv € V;
e se dimV e dispari, 'v =vI' Vo € V.

Notiamo che se V ha dimensione pari ed E ¢ un modulo di Clifford complesso, allora E eredita

in maniera naturale una Zs-graduazione:

E*:={ec E|Te=+e}.

Teorema 14. Sia (V,q) uno spazio vettoriale reale euclideo orientato di dimensione pari. Esiste
a meno di isomorfismi un unico spazio vettoriale complesso Zo-graduato S = ST @& S~, detto il
modulo degli spinori, tale che

(78) Cl(V) ~ End(S).

In particolare, dim S = 24mV/2 qim §+ = 2dmV/2=1 " poltre. S puo essere dotato di un prodotto
hermitiano per il quale l’azione di CI(V) ¢ unitaria e ST L S™.

Dimostrazione. Sia 2n la dimensione di V. Osserviamo che essendo V' di dimensione pari, V
ammette sempre una stuttura complessa J € End(V) tale quindi che J? = —1. Per dimostrare
I'esistenza di .J basta fissare una qualsiasi base, ad esempio una base ortonormale

{e1,.-,en,nt1,.- s nin}

e definire J mandando e; — epyy, € €py, — —eg per 1 < £ < n. Notiamo che J puo essere
scelto compatibile con il prodotto scalare di V: q(Jv,Jv') = q(v,v’) (bastera prendere la base
{e1,...,€n,€ent1,...,Entn} ortonormale). Siamo ora nella situazione che si & gia presentata quando
abbiamo studiato 'operatore di Dirac associato ad una struttura quasi-complessa su una varieta
reale.

Possiamo quindi estendere J e ¢ a V ® C; otteniamo una decomposizione V @ C = V(10 g y/(0.1)
con VO = {4 e V@ C : Jo(v) = iv} e analogamente per V(%1 Sappiamo gia che questi due
sottospazi sono una coppia di sottospazi trasversi isotropi di dimensione massima 3!. Sappiamo
anche che tramite gc possiamo identificare V(%1 con (V(10))*,

Definiamo ora S := AVY0. Se v € V allora v = v(19 + ¢(®1) Definiamo un’azione di v su S come
segue

(79) c(v)s = V2e(v10)s — v2int (v®V)s

dove int(v(®1)) & la moltipliazione interna per v(®1) e VO = (V(L.0OY)*  Sappiamo che questa
azione si estende ad una rappresentazione

CI(V) — End(S).

3ldove vi ricordo che un sottospazio P & isotropo se gc(p1,p2) = 0 Vp1,p2 € P.
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Notiamo ora che i due spazi hanno la stessa dimensione e che ’applicazione ¢ iniettiva: infatti, se o
¢ un arbitrario elemento di C1(V') allora non e difficile trovare un vettore w, € S tale che c¢(a)(wq,)
ha una componente di grado 0 uguale ad uno scalare non-nullo (esercizio). Quindi nessun elemento
di CI(V') agisce come ’applicazione nulla. Si pud anche verificare che la Zs-graduazione naturale
di S (forme pari/dispari) coincide con quella data dall’operatore di chiralita T 32 L’unicita di S
segue dal fatto che I’algebra degli endomorfismi di uno spazio vettoriale & semplice, i.e. ha un’unica
rappresentazione irriducibile a meno di isomorfismi. Abbiamo anche visto che S eredita un prodotto
hermitiano ed & immediato verificare che 1’azione & unitaria (o, equivalentemente, anti-hermitiana);
cio segue dalla definizione (79) e dalle proprieta del prodotto esterno e del prodotto interno.

Osservazioni.
1. Abbiamo quindi scoperto che le algebre di Clifford complesse per spazi vettoriali di dimensione
pari sono semplicemente algebre di matrici: se dimV = 2n

2. Sia ora V di dimensione dispari uguale a 2n + 1 e sia W un sottospazio di codimensione 1. Sia
(W)t = Regpny1. Consideriamo la decomposizione V = W& (W)* esia {e1, ..., ean, }U{ea,;1} una

base ortonormale di V- =W @ (W)L. L’applicazione f : W — CI(V,q)° che manda e in ey - 2,41
per ¢ < 2n e tale che f(e;)f(e;) + f(ei)f(ej) = —26;; e si estende quindi ad un’applicazione di
algebre Cl(W,q‘W) — CI(V,q)° che risulta essere un isomorfismo. Ne deduciamo che nel caso di
dimensione dispari, dim V' = 2n 4+ 1, si ha un isomorfismo di algebre

(81) Cl(V') = Maonyon(C) @ Manyon (C)
dove abbiamo utilizzato la decomposizione CI(V) = CI(V,q)° ® CI(V,q)! e I'isomorfismo naturale
Cl(V,q)? ~ CI(V, q)" indotto dalla moltiplicazione di Clifford per un vettore non-nullo.

17.2. Il gruppo Spin.

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo orientato, dim V' > 2, con prodotto scalare q. Consideriamo
il sottoinsieme di C1(V, q)
Pin(V)={aeClV,q) |a=mn---mn; €V, | n; |’=1}

dove || 7 ||*= q(n,n). Tale insieme ha una struttura di gruppo perche:

(=)™ =m (=)

Definiamo ora il gruppo:

Spin(V) = Pin(V) N CI°(V,q)
pertanto

Spin(V) = {m - na, | nj =1}
dove

(o)™ =1
Pin(V) e Spin(V) ereditano una topologia dallo spazio ambiente (che & I’algebra CI(V,q)) che li
rende gruppi topologici.
Consideriamo 'operazione di trasposizione sull’algebra tensoriale

MR- Qu) =@ U1 @ - Q.

32infatti con qualche semplice conto (consultate Berline-Getzler-Vergne se avete problemi) si verifica che se a €

ARV allora Ta = (—1)Fa.
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L’ideale J, che, per passaggio al quoziente, definisce CI(V,q) ¢ stabile rispetto all’operazione di
trasposizione e quindi la trasposizione passa al quoziente T'(V')/J, = CI(V,q). Notare che per gli
elementi a € Spin(V) si ha a=! = a”.

Definiamo ora un’azione di Pin(V') su Cl(V,q): sia w € Pin(V), x € Cl(V,q):
p(w)(z) = wrw.

E chiaro che p(w) & un’applicazione lineare di C1(V,q) in se stesso 3. Inoltre p(wiws) = p(wy) o
p(we); infatti Vo € Cl(V,q)

(82) plwiws)(z) = (wiwe)z(wiwe)" = wiwez(wiwl) =
(83) wi(wazwg Jwi = p(wi)(p(w2)(x)) = (p(wr) o p(ws)) ().
Quest’azione trasforma V' — CI(V, q) in se stesso; infatti siano dati z € V, w € V, || w ||= 1, allora

p(w)(z) = Ru(z)
dove R, ¢ la riflessione rispetto a (Rw)*. Verifichiamolo: per ogni z € V, x = aw + fw’, con
w' € (Rw)*. Allora ¢(w,w’) = 0 e quindi ww’ = —w'w; ne segue:
p(w)(z) = w(aw + Bu’)(w) = (~a — fu'w)(w) = —aw + fu’ = Ru(z)
Ne segue che
p(ny---1j) =Ry, 0+ 0 Ry,
anche lascia fisso V. Concludiamo che per ogni w € Spin(V), p(w) trasforma V in se stesso ed
agisce su V' come un elemento di SO(V') (si hanno un numero pari di riflessioni). Da cio segue che:
p:Spin(V) — SO(V)

e che p() & un omomorfismo di gruppi. Vediamo anche che p ¢ suriettiva per una nota proprieta
delle trasformazioni ortogonali speciali (una conseguenza del Teorema spettrale):

se P € SO(V) allora P = Ry, --- Ry,, con la condizione 2p < dimV'.

Quindi per un tale P € SO(V) si ha che P = p(m ---12p). A questo punto possiamo studiare
il Kerp. A tal fine, enunciamo senza dimostrazione una caratterizzazione del centro di Cl(V,q),

Z(CU(V,q)) *.
Lemma 5. Valgono i seguenti risultati:

(i) Se dimV = 2m allora Z(CIl(V,q)) =R - 1;
(ii) Se dimV =2m+ 1 allora Z(Cl(V)) = Span(1,&1 - - - Eame1)-

Osservazione. Dall’ultima relazione si vede che nel caso di dimensione dispari:

ZICvNnNelvy=Rr-1

w-w’ = 1
{ w-z-wl = x
ciotw-x =x-w Yr €V equindi w e Z(CIl(V))N Spin(V). Da questa relazione e dal Lemma
appena enunciato, si veda in particolare l'osservazione, segue che w = £1 e quindi Kerp = {£1}.

Possiamo quindi concludere che Spin(V') & un rivestimento 2 —1 di SO(V'). Verifichiamo ora che
¢ un rivestimento non banale: basta mostrare che, essendo SO(V') connesso, tale & anche Spin(V).

Sia ora w € Kerp; allora Vo € V:

33di fatto p(w) ¢ un endomorfismo dell’ algebra CI(V,q) a meno del segno; la sua restrizione a Spin(V) & un
omomorfismo dell’algebra CI(V, q)

341 centro di un’algebra e la sottoalgebra degli elementi che commutano con tutti gli elementi dell’algebra
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Proposizione 13. Spin(V) é connesso. Inoltre se dimV > 3 allora Spin(V) ¢ semplicemente
CONNESSO

Corollario 5. Spin(V') non é unione disgiunta di due copie di SO(V') ed é il rivestimento universale
di SO(V') se dimV > 3.

Dimostrazione della Proposizione: Dato che SO(V') € connesso si ha che Spin(V) ha al piu 2
componenti connesse, una che contiene 1, I'altra che contiene —1 . Basta allora verificare che (—1)
¢ connesso ad 1 da un cammino. Consideriamo

w(f) = ((cosh)e; + (sinfh)ez) - (—(cosf)er + (cosh)ez)
con {ej,...,ey} base ortonormale per V. Si vede che

w(0) € Spin(V) w(0) =1 w(F)= -1
e la connessione ¢ dimostrata. Per convincersi che Spin(V), con dimV > 3, & semplicemente
connesso basta utilizzare il fatto che S™ ¢ semplicemente connesso: un laccetto in Spin(V) ¢ un
prodotto di laccetti:
M(t) - y2n(t)

ciascuno dei quali si trova nella sfera dello spazio vettoriale euclideo V/, cioe v; laccetto in {v €
V| || v ||= 1}, che & semplicemente connesso. La Proposizione ¢ dimostrata.

In particolare, segue da quanto visto che Spin(V') ha una struttura di gruppo di Lie e che p ¢
un omomorfismo di gruppi di Lie. Si ha in particolare che

Lie(Spin(V')) ~ Lie(SO(V))

perché p & un diffeomorfismo locale. Ora, Spin(V) & un gruppo di Lie immerso nell’algebra C1°(V, q)
e quindi la sua algebra di Lie, che ¢ lo spazio tangente all’'unita, deve potersi esprimere in termini
dell’algebra di Clifford.

Vale la seguente

Proposizione 14. Sia A\ l'isomorfismo:
\: Lie(SO(V)) — Lie(Spin(V)) c CI°(V)
inverso di Lie(p) : Lie(Spin(V)) — Lie(SO(V)); allora

1
MAiy) = JAzeie;

Dimostrazione. Consideriamo V = RF con il prodotto scalare canonico. Basta mostrare la tesi per
le matrici A con A;; = 1, Aj; = —1 per fissati i e j e tutte le altre componenti uguali a zero (queste
matrici formano una base dell’algebra di Lie delle matrici antisimmetriche). Allora A = ¢’(0) dove
g(t) € SO(n)

g(t)e; = (cost)e; + (sint)e;
g(t)e; = (cost)e; — (sint)e;
gt)er = ex per k #1i,j

cioe A ¢ il vettore tangente alla curva g(t) in 0. Solleviamo g(t) a Spin(n); definiamo

h(t) = (cos ©) + (sint)eie; € Spin(n)

2 2
Con semplici calcoli di trigonometria si vede che h(t) € Spin(n) e p(h(t)) = g(t). Inoltre
1 1
h,(O) = *61‘6]' = f(eiej — 6]‘61’)

2 4
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che & quello che dovevamo dimostrare. [

17.3. Rappresentazioni del gruppo Spin.

Sia (V, q¢) uno spazio euclideo orientato di dimV = 2k. Per il Teorema 14 sappiamo che esiste (a
meno di isomorfismi) un’unica rappresentazione irriducibile di CI(V') e che questa rappresentazione,
S, e Zs-graduata con l'azione di v € V dispari. .S e anche dotata di un prodotto scalare per il quale
I’azione di Clifford ¢ unitaria.

Ricordiamo che Pin(V) C CI(V); utilizzando l'isomorfismo tra CI(V) e End(S) e ricordando
I'unitarieta dell’azione di Clifford otteniamo una rappresentazione:

R : Pin(V) — U(S)

che, per quanto detto, & necessariamente irriducibile (Pin(V) genera tutta ’algebra che non ha
sottospazi invarianti); restringendoci a Spin(V') si ottiene la rappresentazione spin (complessa)

Ac : Spin(V) — U(S)

Proposizione 15. Ac : Spin(V) — U(S) ¢é una rappresentazione unitaria che é somma di due
rappresentaziont unitarie irriducibili:

Aé : Spin(V)) — U(SF)

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che la rappresentazone di Pin(V') ¢ irriducibile. Restrin-
gendo la rappresentazione da Pin(V) a Spin(V) C CI(V)" e tenendo conto che 1’azione di Clifford
di un vettore v € V ¢ dispari, otteniamo dapprima

Ac : Spin(V) — U(ST) @ U(S™)

(con cio intendiamo che A & diagonali a blocchi) e poi per proiezione sul primo e sul secondo fattore
due rappresentazioni irriducibili

Aé[ : Spin(V) — U(SF)

Ac ¢ detta la rappresentazione spin (complessa); Ag sono dette le mezze rappresentazioni spin
(complesse).

Passiamo al caso in cui la dimensione dello spazio V' e dispari. Utilizzando 1’osservazione 2 dopo
la dimostrazione del Teorema 14 e procedendo in maniera del tutto analoga abbiamo la proposizione

Proposizione 16. Sia V' euclideo, orientato e di dimV = 2k 4+ 1. La restrizione di
CI°(V) ~ End(S) ~ Mc(2¥)
a Spin(V') é una rappresentazione unitaria irriducibile

Ac : Spin(V) = U(S), dimS = 2%
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17.4. Varieta Spin.

Definizione 23. Sia F un fibrato vettoriale reale riemanniano orientabile su M con funzioni di
transizione {gns: Uo NUg — SO(k)}. Diremo che E ammette una struttura spin se esistono

sollevamenti { 9op : UaNUg — Spin(k:)} delle funzioni di transizione (p(g;5) = gap), tali che

{ Iop 93, 9ya = 1
oo =1
La scelta dei sollevamenti e detta scelta di una struttura spin. Se esiste una struttura spin allora

FE si dice fibrato spin. M si dice spin quando TM lo e.

Non tutti i fibrati sono spin, cosi come non tutti i fibrati sono orientabili.

L’ostruzione all’orientabilita di un fibrato & misurata da una classe caratteristica w1 (E) € H'(M, Zs)
detta prima classe di Stieffel-Whitney . Analogamente, 'ostruzione all’esistenza di una struttura
spin & misurata da una classe wo(E) € H?(M,Zsy), la seconda classe di Stieffel-Whitney. Vedi-
amo, in particolare, che localmente una struttura spin esiste sempre. Entriamo brevemente nei
dettagli delle definizioni. Per fare questo occorre introdurre i gruppi di coomologia di Cech di M
a valori in Zy. Sia Zy = {—1,1}; scegliamo quindi la notazione moltiplicativa. Fissiamo in M
un ricoprimento {Uaj} con la seguente proprieta: l'intersezione di un numero finito di aperti e
vuoto oppure contraibile. Usando coordinate normali si puo dimostrare che un tale ricoprimento
esiste sempre (ricoprimento con palle goedetiche). Una j-cocatena di Cech a valori in Zs & una
funzione f(ap,...,q;) € Zy definita su (j + 1)-ple di indici tali che Uy, N ---NUq,; # 0 e con la
ulteriore proprieta di essere totalmente simmetrica: f(aa(o), Qo)) = flao, ... , @) per ogni
permutazione o. Il gruppo moltiplicativo delle j-cocatene & denotato con C7(M;Zs). Esiste un
operatore di cobordo sulle j-cocatena: §; : C7 — CI+1:

(5jf)(0£0, . ,O[j+1) = Hziol f(Oéo, . ,021', ey Oéj+1) .
Si verifica facilmente che 62 = 0. La coomologia di M a valori in Zg & per definizione Kerd/Imd.
Gli elementi f in C7(M,Zs) tali che 6f = 0 sono detti j-cocicli. Si verifica che questi gruppi
non dipendono dalla scelta del ricoprimento. (Di fatto sono isomorfi alla usuale coomologia con
coefficienti in Zs).

Torniamo al nostro fibrato riemanniano F e fissiamo un ricoprimento geodetico banalizzante.
Siano {ga g} le funzioni di transizione di questo fibrato associate a questo ricoprimento. Quindi
gap : Ua NUg — O(n). Definiamo un 1-cociclo come segue: f(a, ) = det(gop) € Zz. Dalle
proprieta delle funzioni di transizione segue che §f = 0 e che una diversa scelta di funzioni di
transizione definisce un cociclo f che differisce da f per un cobordo. La prima classe di Stieffel-
Whitney & allora definita come la classe wy(E) = [f] € HY(M, Zs).

Dalla definizione data e facile verificare che

Proposizione 17. E ¢ orientabile se e soltanto se wi(E) = 0.

Sia ora E orientabile. Scegliamo dei sollevamenti delle funzioni di transizione al gruppo spin.
Dato che U, NUg ¢ contraibile questo sollevamento esiste sempre. Siano g/, 5 questi sollevamenti.
L’immagine tramite I'omomorfismo p : Spin(n) — SO(n) di g, 59 7g’7 o, € uguale a l'identita. Quindi

9o 595~9ya = £1d = é(a, B,7)1d,

con ¢(a, 3,7) € Zso e con Id uguale allidentita del gruppo spin. Si verifica che ¢ € C%(M,Zs) e
che & un cociclo. La classe [¢] € H%(M,Zs) &, per definizione, la seconda classe di Stieffel-Whitney
wa(E). Si dimostra senza particolare difficolta la seguente
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Proposizione 18. Il fibrato orientabile E ¢ spin se e soltanto se wy(FE) = 0.
Elenchiamo, senza dimostrazione, le pricipali proprieta della seconda classe di Stieffel-Whitney:

Proposizione 19. Valgono le sequenti proprieta:
(i) wo (L — CPYR) #0;
(ii) wo é stabile;
(iii) se E é complesso, allora
3.1) c1(F) € H2(M, 7Z),
3.2) wa(Er) = ¢1(E) mod 27Z.
(iv) se M ¢ spin, allora le strutture spin non equivalenti sono parametrizzate da H(M, Zs).

Di seguito riportiamo alcuni esempi.
(i) R™ & spin.
(ii) Ogni 3-varietd orientabile & spin (perché in questo caso si dimostra che wo(TM) = w1 (TM)?
e a destra c’e zero dato che, per ipotesi, M & orientabile).

(iii) Ogni varieta omeomorfa a S™ & spin.

(iv) Pill in generale, qualsiasi varieta con H?(M,Zs) = 0 & spin; se H'(M,Z3) = 0 allora la

struttura spin su T'M ¢ unica.

(v) Qualsiasi varieta con fibrato tangente stabilmente banale ¢ spin (cioe se esiste V' tale che
TM &V ~ M x RY). Ad esempio i gruppi di Lie (¢ ben noto che il fibrato tangente & in
questo caso banale).

vi) Le superfici di Riemann sono spin, poiché [}, c1(T*?) =2 —2g = 2(1 — g) e quindi wy = 0.
(vii) RP™ ¢ spin sse n =3 (mod 4).
(viii) CP™ & spin sse n ¢ dispari.

(ix) HP™ & spin per ogni n.

(x) V™(d) c CP™™! ipersuperfice algebrica di grado d & spin sse n + d € 2Z.

(xi) Sia V™(dy,...,dy) € CP™™! n > k, lintersezione trasversa di k ipsersuperfici di grado
dy,...,d,. Allora V"(dy,...,d;) eéspinssen+k+1+ > d; € 2Z.

17.5. Fibrato degli spinori.

Sia M spin di dimensione n; scegliamo una struttura spin sul fibrato tangente, cioe dei solleva-
menti g, 5 : Us N Ug — Spin(n) delle funzioni di transizione gop : Us NUs —> SO(n).
Il fibrato degli spinori € ottenuto partendo dalla rappresentazione spin

Ac : Spin(n) — U(S)

e definendo le
955 :A(Cogflﬁ U NUg — U(S).

Quindi, per definizione,
$=||Usax5/~
5

dove la relazione di equivalenza ~ & data dalle g 0B (un esercizio per casa vi chiedeva di dimostrare

che questo & un fibrato). E chiaro che $ ¢ in maniera naturale un modulo di Clifford unitario. Se
dim M & pari, dim M = 2k, allora S = ST & S,

Ac : Spin(2k) — U(ST) @ U(S™) Cc U(9)
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(abbiamo visto che nel caso pari Ac ¢ diagonale a blocchi) e sono ben definite le due mezze

rappresentazioni Aé : Spin(2k) — U(S*). Nel caso di dimensione pari otteniamo allora ggﬂi :

UaNUp — U(SF) e quindi due fibrati $*, definiti dalle funzioni di transizione gg ; Per costruzione

$ = $t®$~ equindi il fibrato degli spinori ¢ un fibrato di moduli di Clifford unitario e Zg-graduato.
17.6. L’operatore spin-Dirac sulle varieta spin.
Sia {wéc} la connessione di Levi-Civita su TM,
Wk e Q! (U,, Lie(SO(2k))) .
Consideriamo Lie(p) : Lie(Spin(2k) — Lie(SO(2k)) e denotiamo con A il suo inverso.
Definizione 24. Le {wg e Q! (Ua,Lie(Spin(Wf)))}, definite da wh = AMwE®), inducono una con-
nessione
VA C®(M,§) — C°(M, T*M ® $)
detta connessione spin.
Se e; € una base locale ortonormale di TM e
\Y % ej = wfjek,
allora, utilizzando la Proposizione 14 vediamo che localmente V7 si scrive come segue

B0 L vk
va% = g, T gwue(el)elen),

()

Non e difficile verificare che la connessione spin ¢ una connessione di Clifford.

e nel caso di dimensione pari

Definizione 25. L’operatore spin-Dirac (detto anche operatore di Atiyah—Singer) su una varieta
spin e l'operatore di Dirac associato al fibrato degli spinori e a questa connessione su di esso.

Localmente
P=> cle)VE.

Da quanto visto segue che 'operatore spin-Dirac ¢ associato ad un fibrato di Dirac. E bene notare
che l'operatore spin-Dirac dipende dalla scelta dei sollevamenti, e cioe dalla particolare scelta di
struttura spin. Sara chiaro fra breve che, d’altra parte, I'indice dell’operatore spin-Dirac non
dipende da questa particolare scelta. Cio non risulta vero per invarianti analitici piu sofisticati
dell’indice.

Nel caso pari 'operatore di spin-Dirac & Zo—graduato:

b= ( ]Z§]+ 1%7 ) L C®(M, $1) & C®(M, §7) — C®(M, $+) & C=(M, §7),

con P~ = (D1)* (perché sappiamo che ) = P¥).

17.7. L’operatore spin-Dirac a coefficienti in un fibrato W.
Possiamo generalizzare ['operatore spin-Dirac come segue. Se W — M & un fibrato qualsiasi
dotato di una metrica e di una connessione compatile, consideriamo $ ® W con I’azione di Clifford??

353bbiamo gia fatto questo ragionamento quando abbiamo considerato A®* ® E, con E olomorfo, su una varieta
complessa.



86

cw (v) = cg(v) ® Idw e la connessione VAW — VA ®1d +1d @V"W. Notiamo che, in questo caso,
0F = 0f e 1d+1de0".
Possiamo definire 1’operatore spin-Dirac a coefficienti in W come
P = e o VAW,

Anche questo operatore ¢ associato ad un fibrato di Dirac.
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18. Formula di Weitzenbock/Bochner/Lichnerowicz.
18.1. Laplaciano associato ad una connessione.

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta senza bordo. Consideriamo un operatore di Dirac
D) su un fibrato di Dirac £ — M di rango k. Abbiamo gia visto che se (z,§) € TxM allora il
simbolo principale di )? & dato da

o2(P*)(2,€) = |I¢]]* 1dp,
dove ||€]|? = g2(&,€). In coordinate locali questo vuol dire che
n? = —(Z 9" 0;0;) Ty + termini di grado 1 e grado 0

dove abbiamo denotato con Iy la matrice unita k x k. Dimostreremo ora una formula molta precisa
per 2.

Ricordiamo che I = co V¥ con ¢ : C®(M,T*M @ E) — C®(M, E) un’azione di Clifford unitaria
e VE . C®(M,E) — C®(M,T*M ® F) una connessione di Clifford. 1l fibrato T7*M ® E ha una
metrica naturale data dalla formula:

< ¢5®S,¢/®S/ > pMeE=< ¢,¢/ S < S,S, >F

Questa metrica induce, per integrazione su M, un prodotto scalare L? su C°(M,T*M ® E). Ha
quindi senso considerare I’aggiunto formale di V¥ = V:

V*:C(M, T*"M ® E) — C*(M, E).
L’operatore
V*V:C®(M,E) — C*(M,E)
e detto Laplaciano associato alla connessione V.
18.2. Formula di Weitzenbock/Bochner/Lichnerowicz.

Sia ora QF € C*>(M, AQM ® End(F)) la curvatura di V. Fissiamo una base ortonormale locale
{e;} con base duale {e’}. A partire dalla curvatura pssiamo definire QF € C>°(M, End(E)):
1 .
E k\OE
07 (s) = 3 Zc(ej)c(e )2 (ej,ex)s
ik
La definizione ¢ ben posta, indipendente dalla scelta di base ortonormale.

Teorema 15. (Weitzenbock/Bochner/Lichnerowicz) Per un operatore di Dirac ID su un fibrato di
Dirac vale la formula:

(84) P?=v'v+QF

Per dimostrare la formula abbiamo bisogno di due Lemmi. Ricordo che se X & un campo di vettori
su (M,g), X € C®°(M,TM), allora la sua divergenza ¢ la funzione div(X) definita dall’identita

—div(X)dvol = d(i(X)dvol) .
Lemma 6. Fissiamo una base ortonormale locale {e;} con base duale {e’}. Vale la formula:

(85) VE = =V, +div(e;)
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Dimostrazione. ¥s € C*°(M, E) si ha (s, V},s') = (Ve,s, §'); utilizzando la compatibilita di V con
la metrica di ¥ abbiamo 'uguaglianza con

(86) —/ < 8,Ve, s > dvol —1—/ e; < 5,8 > dvol
M M

Sia Lx la derivata di Lie rispetto ad un campo di vettori X; ¢ ben nota la formula Lx = doi(X)+
i(X) o d per la quale rimandiamo, ad esempio, a libro di Warner Foundations of differentiable
manifolds and Lie groups. Utilizzando la proprieta di derivazione di L., e la formula appena scritta
possiamo eguagliare I'ultimo membro di (86) a

(s,—Ve,;8') + /d(i(ei)(< s,8 > dvol)) +/ < 5,8 > div(e;)dvol
M

da cui segue il Lemma per il teorema di Stokes.

Lemma 7. Vale la seguente formula:

(87) V*Vs =) ViVes=—Y (Ve —div(e;)Ve)s

Dimostrazione. La seconda formula segue dal Lemma precedente. Sia s € C*°(M, E); localmente
Vs =3 el ®Ve;s. SihaVs € C®(M,E):

(Ve ©5),s)p = (¢! @5,V )remer =
(ej & S, Z ei ® veiS/)T*M®E = (S, Vej SI)E = (szs, SI)E
e quindi V*(e/ ® 5) = V¢, s. Abbiamo, infine,
V'Vs=V*(Y e @Ves) =Y ViVes

ed il Lemma & dimostrato.

Dimostrazione del Teorema. Scegliamo una base locale {e;} tale che in m € M si abbia V, e; = 0.
Si ha allora, in m, [e;, e;] = 0, div(ej) = 0. Allora, in m, si ha

lD23 = Z c(ei)Vei(c(ej)Ve]. s) =

.3
= Z c(ei)c(Veiej)Vejs) + Z c(ei)c(ej)veivejs =
1,J 1,3
=0-> Ve Ves+ Y cle)e(e)(Ve, Ve, = Ve, Ve,)s =
i i<j

=V*Vs+ QFs.

Nella seconda uguaglianza si & usata 'ipotesi che la connessione sia di Clifford.



89

18.3. Curvatura scalare e formula di Lichnerowicz.

Vediamo come sia possibile in alcuni casi dare una formula precisa per QF. L’ esempio forse pin
famoso e dato dal fibrato degli spinori su una varieta M spin : E =% — M. In questo caso si ha

1 1
(88) 0F = 1 (curvatura scalare) = M

Si ricorda che la curvatura scalare rj; € per definizione:
M = § Rimim.
lm

Otteniamo allora la formula di Lichnerowicz: per 'operatore di Atiyah-Singer su una varieta
spin risulta

1
(89) D? =V*V + 1M

La (88), e quindi la formula di Lichnerowicz, si dimostra usando la formula esplicita per la
connessione spin

vF = 81 + %wZC(ej)C(ek)

con wfj i coefficienti della connessione di Levi-Civita, e, inoltre, le simmetrie del tensore di curvatura
di VL€ e le regole di anticommutazione nell’algebra di Clifford. Omettiamo i dettagli che sono di
natura algebrica elementare.

Pit in generale se

1
(90) E=9®W allora QF = M +

e otteniamo quindi la formula di Lichnerowicz per l'operatore di Atiyah-Singer su una varieta
spin a valori in un fibrato W

1 . .
(91) P?=V*V + 17«M+Zc(a)c(eﬂ)QW(ei,ej).
1<j
18.4. Curvatura positiva.

In generale, abbiamo il seguente immediato ma fondamentale corollario della formula di
Bochner/Weitzenbock/Lichnerowicz:

Corollario 6. Se Vm, Qf ha autovalori strettamenti positivi allora non ci sono soluzioni non banali
dell’equazione IP?s = 0.

Dimostrazione del Corollario. Esiste ¢ > 0 tale che (2Fs,s) > c||s||?> per ogni s. D’altra parte
(V*Vs,s) = (Vs,Vs) > 0. Quindi se

D?s =0= (QFs,s) = —||Vs||®*+ < D?%s,5 >= —||Vs]||? < 0.

Ne segue che, necessariamente, s = 0 ed il corollario ¢ dimostrato.
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19. 1l Teorema dell’indice di Atiyah-Singer per operatori di Dirac

19.1. L’indice di un operatore di Dirac.

Teorema 16. [Esistenza e stabilita dell’indice] Sia (M,g) una varieta riemanniana compatta e
D:C*®(M,E) — C>®(M, E) un operatore di Dirac (non necessariamente associato ad un fibrato di
Dirac). Allora

dim Ker(P) < +o0.

In particolare, se M ¢ di dimensione pari ed E ¢ Zs-graduato allora ¢ ben definito lindice di P*:
ind (D) := dim Ker p* — dimKer P~ € Z.

Inoltre, se Dy : C*°(M,E) — C*(M,E) e Dy : C*°(M,E) — C®(M,E) sono due operatori di
Dirac e D1 — Dy € C*°(M,End(E)) allora

(92) ind (Py) = ind (Py)
Dimostreremo questo Teorema nelle prossime lezioni.
19.2. Il Teorema dell’indice di Atiyah-Singer per ’operatore spin-Dirac.

Teorema 17 (Atiyah-Singer per varieta spin). Sia (M, g) una varietd spin 3¢ di dimensione 4k e
sia P Doperatore spin-Dirac associato. Allora

ind (p+) = /M A(TM).

Pit in generale, se M ¢ di dimensione pari e W & un fibrato hermitiano su M, allora

ind (D) = /M A(TM) A Ch(W).

Un primo Corollario (immediato) del Teorema dell’indice per varieta spin e l'integralita del genere
A(M),

AM) = /M A(TM) e Z,

un risultato originariamente dimostrato da Atiyah e Borel.

Dal Corollario 6 della Sezione precedente e dalla formula di Lichnerowicz vediamo anche che se
(M, g) & spin e se g(, ) ha curvatura scalare positiva allora Kerl)? = 0; dato che I) & simmetrico
cid implica immediatamente che Kerl) = 0. In particolare ind([p*) = 0.

Un’importante applicazione della formula di Atiyah-Singer su varieta spin e della formula di Lich-
nerowicz (89) ¢ quindi il seguente :

Corollario 7. Se M ¢ una varieta spin di dim 4k e se
/ A(TM) #0
M
allora M non ammette una metrica con curvatura scalare positiva.

36con cid intendiamo che M ammette una struttura spin e che abbiamo fissato una tale struttura
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L’interesse di questo corollario e nella condizione
AM) := / A(TM) #0
M

che & di natura topologica. In parole: abbiamo trovato una ostruzione topologica all’esistenza di
metriche con curvatura scalare positiva.

Ad esempio se d € 27 allora V2(d) ¢ CP?**1, con d > 2k, ipersuperficie di grado d, & una
varieta spin di dimensione 4k; si pud dimostrare che E(V%(d)) # 0 e quindi questa varieta non
ammette una metrica con curvatura scalare positiva.

19.3. Spinori e moduli di Clifford.

Vogliamo enunciare il teorema dell’indice di Atiyah-Singer per (M, g) una qualsiasi varieta rie-
manniana compatta (non necessariamente spin) ed E un qualsiasi fibrato di moduli di Clifford.
Abbiamo bisogno di alcune osservazioni di natura algebro-lineare.

Sia (V, q) uno spazio vettoriale euclideo orientato di dimensione 2k. Sia E un modulo di Clifford
complesso Zo-graduato per Cl(V,q) = CI(V). Se E & irriducibile allora sappiamo che F ~ S, lo
spazio degli spinori *7. Supponiamo che W sia uno spazio vettoriale complesso ausiliario. Sappiamo
allora che S ® W € un modulo di Clifford per ’azione di Clifford cg ® Idy,. Osserviamo che per
E =5 ® W dotato di questa azione di Clifford si ha

End(E) = End(S) ® End(W)
= CI(V) ® End(W)

Sia F un arbitrario modulo di Clifford; sia cg : CI(V) — End(FE) la rappresentazione associata. Sia
W = Hom@(v)(S, E), 'algebra degli omomorfismi da S a E che commutano con le due azioni di
Clifford, cg e cg. Consideriamo ’applicazione lineare ¢ : S ® W — E che associa a s ® w il vettore
w(s) € E. Questa mappa risulta essere un isomorfismo di spazi vettoriali; inoltre ¢ o (¢g ® Idy ) =
cg o ¢. Concludiamo che esiste un isomorfismo di rappresentazioni, fra cg : CI(V) — End(E) e
cs @ Idwy : CI(V) — S ® W; conseguentemente

End(E) ~ CI(V) @ Endgyy) (E).

19.4. 11 teorema dell’indice di Atiyah-Singer per operatori di Dirac.

Sia ora £ — M un fibrato di moduli di Clifford dotato di metrica hermitiana e con azione di
Clifford unitaria. Sia U un intorno contraibile e quindi banalizzante per E; da quanto visto nella
sottosezione precedente, esiste un fibrato (banale) W su U tale che Ej;y ~ $y @ W . 1l fatto che
localmente F ]|U ~ $y ® W ha un’importante conseguenza: utilizzando una partizione dell’unita
e la connessione di Clifford locale dell’Esempio dato nella Sottosezione 17.7, vediamo che su un
fibrato di moduli di Clifford F esiste sempre una connessione di Clifford. Avevamo anticipato
questo risultato nella Proposizione 9 3%,

Notiamo anche che, sebbene I'isomorfismo Ej; ~ $y @ W esista solo localmente, si ha un isomor-
fismo globale

37Infatti, abbiamo visto che lo spazio vettoriale degli spinori & 'unica rappresentazione irriducibile di CI(V)
38questo fatto € importante perché e solo per gli operatori di Dirac associati a fibrati di Dirac che la dimostrazione
tramite I’equazione del calore funziona.
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Siamo sotto l'ipotesi che M sia di dimensione pari e che F sia un modulo di Clifford graduato,

quindi £ = E* @ E~. Sia
oF _ vET] 0
0 |VE

una connessione diagonale per E; associati a questi dati ci sono, come in precedenza, un operatore
di Dirac ) ed una curvatura QF. Consideriamo c(I'\T'* € C*(M,End(FE)) dove I'” & l'operatore
di gradazione di E 3° e " & Poperatore di chiralitd anche definito su E. Poiché ’azione ¢ graduata
¢(I)I'¥ commuta con I'azione di Clifford ed & quindi a valori in Endgy(p)(E). Denotiamo questo

elemento con I'E/#,
Definizione 26. Sia A € C*° (M,End(E)), la supertraccia di A &
Str(A) = Tr (T#A) .

Ay [ A
A= ()

Str(A) =TrA; ; — TrA_ _.

Se

allora

Ispirati da questa definizione poniamo per C € C'* (M , Endgy M)(E))
StrB/5(C) = T (rE/ﬁc) .

Ricordiamo ora che QF & una due forma a valori negli endomorfismi di E. Utilizzando la decom-
posizione End(M) = CI(M) ® Endgyp)(F) vediamo che c’¢ una decomposizione

QF = QUMD @ 1d 4+ 1d @0F/5.
che localmente, via I'isomorfismo di fibrati Ej;; ~ Ju @ W , & data dalla decomposizione
0F = o 1d +1de0".

Definizione 27. Ponendo
ch?/# (QE/’S) = Str?/% [ exp iQE/’g
o7 ’

ChE/B(E) = [chE/ﬁ (QE/S)} € Hi (M, C).

definiamo

SeMespine E=$0W = ($T@W)® ($~ @ W) allora I'” = T' @ Idy e quindi I'#/# = Idyy, da

cui segue che
hWE/E (QF/F) = Tr (exp iQW
¢ ( ) g <e (277 >> ’

e scopriamo che ChP/5(E) = [Ch(W,VW)] = Ch(W) . Questo piccolo ragionamento dimostra
anche che Strf/# (exp (ﬁQE/ /g)) e chiusa perché localmente data dal carattere di Chern di W che
& chiuso.

39quindi Et = {5 cIPs = :I:s}7 (FE)2 =1
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Teorema 18 (Atiyah—Singer per operatori di Dirac). Sia M di dimensione pari e sia D : C°(M, E) —
C>®(M, E) un operatore di Dirac su un fibrato di Dirac Zy-graduato. Allora vale la sequente for-
mula:

ind (PF) = /M A(M) A ChPIA(E).

Per quel che concerne il membro a destra di questa formula, si ha la seguente Proposizione, della
quale per il momento omettiamo la dimostrazione:

Proposizione 20.
1] Sia (M, g) orientabile e sia E = A*M come nell’Esempio 1 della Sottosezione 15.7. Allora

/ A(M) A ChPIS(E) = / e(T M)
M M

con e(TM) la classe di Eulero.
2] Sia (M,g) orientabile e sia E = A*M con gradazione come nell’Esempio 2 descritto nella
Sottosezione 15.9. Allora

/ A(M) A ChP/H(E) = / L(TM).
M M

3] Sia M complessa e sia E = A"*M come nell’Esempio 3 descritto nella Sottosezione 15.10.
Allora

/ A(M) A ChP/A(E) = / TA(THM).
M M

Pit in generale, se M ¢ complessa, V. — M ¢ un fibrato olomorfo e E = A>*M ® V allora
/ A(M) A ChPIAE) = / Td(TYOM) A Ch(V).
M M
Applicando il Teorema dell’indice di Atiyah-Singer e la precedente Proposizione otteniamo:
Corollario 8.

1] Per l'operatore di Gauss-Bonnet Dgp = d + d* su una varieta riemanniana orientabile (M, g)
di dimensione pari e per la sua restrizione alla forme di dimensione pari, DérB, st ha

ind (D) = /M e(TM).

2] Per l'operatore di segnatura su una varietd riemanniana orientabile (M, g) di dimensione 4k si

ha

ind (DS18™T) = / L(TM)
M

3] Per l’operatore /2(0v + 5};) su una varieta complessa con V.— M fibrato olomorfo si ha:

ind (V2(dy + 0y) |pari) = /M Td(TYM) A Ch(V).

Dimostrazione del Corollario.

I primi due esempi discendono direttamente dal Teorema di Atiyah-Singer e dalla Proposizione,
perché sono entrambi associati a fibrati di Dirac; lo stesso & vero per il terzo esempio se M e, in
aggiunta, di Kahler. Se M & complessa ma non di Kéhler, allora sappiamo che la formula vale per
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I'indice di un operatore di Dirac [y associato ad una connessione di Clifford su E = A>*M @ V.
Dato che Py — v/2(8y + dy) & un elemento (dispari e autoaggiunto) A € C°°(M,End(E)),

_(_0 |A 4 . _
A_<A+_ 0 > ’ (AJF*) _A*+7
si ha, per (92),

ind (P{7) = ind (V2(3y + 3y )|pari + A4 —) = ind (vV2(By + Iy/)|pari)

ed il risultato segue applicando Atiyah-Singer e la Proposizione al membro a sinistra.
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20. Spazi di Sobolev

20.1. Spazi di Sobolev sul toro 7T".
Sia T" = R"/(27Z)". Per definizione Hy(T™) ¢ il completamento di C°°(T™) rispetto alla norma

1= 3 [ 107 sPda

|s|<k

/1 8 19 \on
dove D% = (\/3871>a1 . (HE)O‘ .
Il modo migliore per studiare Hy(71™) & tramite le serie di Fourier. Ricordiamo che la serie di

Fourier di f € C®°(T") ¢

flx) = Z a,e’®

con 1
ay = f(v) = 2m)" Jm

La serie di Fourier di f converge uniformemente ad f con tutte le derivate. I coefficienti f (v)
sono rapidamente decrescenti in v. Inoltre dal fatto che le funzioni

(z)e ¥ dr = f(x)e_i”'chiz.
Tn

n

1\2 .
by i x — <> e
2

costituiscono una base ortonrmale di L?(T") segue l'identita di Parseval:

| 15de = 1w

Possiamo allora scrivere:

[ D7z = 37 150

Siccome

Def(v) = i DO fe™ iy =

/ Vafefim-ugl\a/: _ I/af(lj)

O MLTETED SD WALIOE

o <k loe|<k v

=> (> PN )P

v al<k

abbiamo in definitiva

Osserviamo ora che Vk > 0 esiste ('}, tale che
Yo P <@ <Y ).
| <k ol <k

Ma allora || || € equivalente alla norma

17 =@+ P )2

v



96

che ¢ associata a sua volta al prodotto scalare:
< fig>= Y (L4 ) f()a(v)

Vale il seguente fondamentale risultato:

Teorema 19. Sia M =T" =R"/(277Z)".
1. Si ha un’inclusione continua C*(M) < Hy(M), Yk > 0.
2. [Immersione di Sobolev] Se s > % + k allora siha un’inclusione continua Hs(M) < C*(M).
3. [Lemma di Rellich] Se s > s = Hy(M) < Hy(M) e limmersione é un operatore compatto.

I tre risultati si dimostrano facendo uso della teoria delle serie di Fourier. Per i dettagli vi
rimando, ad esempio, a Griffiths-Harris Principles of Algebraic Geometry oppure al libro di Roe
Elliptic operators, topology and asymptotic methods.

Esattamente lo stesso risultato vale per funzioni a valori vettoriali s : 7" — Ct.

20.2. Spazi di Sobolev su una varieta differenziabile compatta.

Consideriamo un fibrato vettoriale E complesso su M. Fissiamo una metrica su E e una connessione
V¥ = V. Consideriamo:

(93) Isllt =3 [ 1975l avoly
j<k M
dove
[V0s]|2 =< 5,8 >f
HV18H2 =< VES,VES >T*M®E
V252 =< VITMOEGEs gT"MOEGES 0y 1o Mo R
etc...

(94)

Si noti che questa norma e associata ad un ovvio prodotto scalare:
2 _
lIsllz =<'s,5 >k .

Definiamo gli spazi di Sobolev:
Hy (M, E) ¢ il completamento di C°°(M, E) nella norma ||.||x. Ho(M, E) = L>(M, E) per definizione.
Hy(M, E) & quindi uno spazio di Hilbert. Definiamo anche C*(M, E) come il completamento di
C>(M, E) rispetto alla norma

Isll o = maxo<; <kl VVulloo

Se M = T" ed E = T" x C allora una sezione s di C*°(M, E) ¢ semplicemente una funzione
s:T™ — C e si ha, sommando su indici ripetuti:

Vs =du= @-ud:zj , VVu= aiajudxi Qdr?, Vis= — o dr™ @ dz®*

con |a| = j. Ritroviamo quindi le precedenti definizioni.

Proposizione 21. Se M ¢ compatta, allora le norme di Sobolev (93) associate a due differenti
scelte di metriche riemanniane, metriche hermitiane e connessioni, risultano equivalenti.
Inoltre ognuna di queste norme é equivalente a sua volta alla norma associata al prodotto scalare

(95) < 5,8 >p= Z < (¥5s) o ¢j_17 (¥;8") o ‘bj_l Zk
J
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In questa formula (Uj,¢;) € un altante per M che é banalizzante per E e con la proprieta che
limmagine di ¢; é tutta contenuta in un dominio fondamentale per T"™ = R" /(2nZ"); {%2} ¢ una
partizione dell’unita subordinata a {U;}.

La dimostrazione della proposizione non ¢ difficile ma ¢ un minimo laboriosa e per brevita la
omettiamo. In alcuni testi trovate la (95) come definizione, corredata con la dimostrazione che
scelte diverse producono norme equivalenti.

Riducendosi al caso del toro si dimostra senza difficolta il seguente importante

Teorema 20. Sia n = dim M.

1. Si ha un’inclusione continua C*(M, E) < Hy(M, E), Yk > 0.

2. Se s > %+ k allora si ha un’inclusione continua Hy(M,E) — CK(M,E). [Immersione di
Sobolev]

3. Ses>s = Hy(M,E) — Hy(M,FE) e l'immersione é un operatore compatto. [Lemma di
Rellich]
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21. Proprieta analitiche degli operatori di Dirac
21.1. Disuguaglianza di Garding.

Sia M una varieta compatta e senza bordo, e si fissi su di essa una metrica riemanniana g. Denoti-
amo anche con (-, )™ questa metrica e con con (-, )T "M la metrica da questa indotta su 7M. Sia
poi E un fibrato di C1(M)-moduli unitari di rango k, con metrica {-,-)¥, e sia V¥ una connessione
di Clifford su E. Abbiamo visto nella sezione precedente che per ogni intero non negativo r, & pos-
sibile definire 1'r-esimo spazio di Sobolev di sezioni di F, H, (M, E): H.(M, E) ¢ il completamento
di C*°(M, E) nella norma

(96) Is|2 ;:Z/ (Vis, Vis)dvol,
="M

dove Vs := s, Vls := VFs, V25 := VI MOEYES ¢ cosi via, e dove le parentesi angolari all’interno
dell’integrale indicano la metrica naturale su 7*M®J ® E indotta da (-,-)7 M e (-,-)F. Per brevita,
e quando cid non generi confusione, porremo H, := H,.(M,FE) ed H := Hy = L?*(M, E). Come si
verifica facilmente, ogni H, ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare (-|-), definito a partire
dalla (96) per polarizzazione e densita. Porremo anche (-|-) = (-|-)o.

Sia D l'operatore definito da V¥ e dall’azione ¢ di Cl(M) su E; allora, per quanto visto nelle lezioni
precedenti, ) con dominio uguale a C*°(M, E) ¢ un operatore densamente definito e simmetrico
sullo spazio di Hilbert H. Inoltre, come gia osservato, si pud pensare ¢ come una sezione del fibrato
Hom(T*M ® E, E), e se allora || - ||,, indica la norma operatoriale su Hom(Ts M ® E,,,, E,,), si vede
facilmente che, per la compattezza di M, la quantita ||c(m)]|,, € limitata: infatti, localmente c¢(m)
¢ una matrice i cui elementi dipendono in maniera C*° da m, e la norma || - ||, € maggiorata da
una norma indipendente da m. Indicando allora con a il massimo di tale quantita si ottiene, per
ogni sezione s € C*(M, E),

(97) ||]Z)5||(2) = / <C(VE5),C(VE5)>dV01 < a2/ <VE5,VEs>dvol < aZHsH%.
M M

Vale poi una disuguaglianza che e, essenzialmente, I'inversa di questa.
Teorema 21 (Garding). FEsiste una costante Cy > 0 tale che, per ogni s € C*°(M, E), si ha
[Islly < Co([[Psllo + lIsllo)-

Proof. Ricordiamo la formula di Bochner-Weitzenbrock-Lichnerowitz:
P =V'V+Q7,

dove V* denota I'aggiunto formale di V = V¥, e dove, se {e;} & una base locale di TM, ed {e'} &

la relativa base duale,
1

0F(s) = 3 Z c(e)e(e)QF (e, ¢)s.
Z‘?j
Si ha allora, per la simmetria di ) (e indicando con || - ||p anche la norma di Ho(M,T*M ® E)),
1Ds§ = (P7sls) = IVs]1F + (2 ss),

da cui, essendo QF € C°°(M,End(E)) limitato, come operatore su H, per la compattezza di M
(con argomento identico a quello usato sopra per c),

IVsl13 < 1Psl§ + [(Fs1s)| < CPsIF + [Is]13),
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con C' > 0 costante opportuna. Essendo allora |Vs||2 = ||s]|? — ||s]|3, si ha
Islls < (CI1Psll + (C + DIIslIF)'/* < Co(IPsllo + Isllo)
avendo usato va? + b2 <a+b, a,b > 0, ed avendo posto Cy := /C + 1. O

Piti in generale, vale il risultato seguente, di cui omettiamo la dimostrazione.

Teorema 22. Per ogni intero non negativo r, esiste una costante C, > 0 tale che, per ogni

s€ C®(M,E), si ha
(98) 8llr+1 < Cr(I[Ps]lr + [[5]]:)-

Proof. Procediamo per induzione su r. Per r = 0 sappiamo che il risultato & vero. Supponiamolo
vero per r e dimostriamolo per r + 1. Utilizzando una partizione dell’unita e la localita di P
possiamo supporre che s abbia supporto in una carta coordinata. Dalla definizione stessa di spazio
di Sobolev sappiamo che esiste A; tale che

Isller < ALY 105slly)

Per ipotesi induttiva esiste C,_1 tale che
1055l < Cr—1(D;sllr—1 + [|0j5]lr—1) -

Inoltre, sempre dalla definizione di Spazio di Sobolev, sappiamo che esiste As tale che [|0;s|,—1 <
As||s]|r. Ora, il commutatore [, 0;], che ¢ a priori un operatore differenziale del secondo ordine, & di

fatto un operatore del primo ordine perché o2 ([, 9;]) = 0; infatti o2([ID, 9;])(§m) = c(m)(Em)ED —
&ne(m)(&n) = 0. Ne segue che [P, d;] ¢ limitato come operatore da H, a H,_1. Abbiamo allora

1D0;s]lr—1 < [|10;Dsllr—1 + ([P, 95]slr—1
< Ao||Dsll; + As]|s]];

Concludiamo che vale la disuguaglianza
I8llr+1 < nALCr 1 (A2[|Ps|lr + (A2 + A3)]|s]lr)

e tale disuguaglianza implica immediatamente la tesi.
O

21.2. Operatori di Dirac generalizzati.
Supponiamo che D : C*°(M,E) — C*°(M, E) sia un operatore differenziale del primo ordine
formalmente autoaggiunto con la proprieta che

D?=V*V+B, BecC®M,End(FE))

dove, come sopra, V* denota 'aggiunto formale di V = V. E ovvio che la dimostrazione della
disuguaglianza di Garding funziona con minime modifiche per un qualsiasi tale operatore. Di fatto,
non e difficile verificare che la disuguaglianza di Garding vale per un qualsiasi operatore differenziale
del primo ordine D formalmente autoaggiunto con la proprieta che

D?=V*V+B, con BeDiff't(M,E), B= B*

Vediamolo.
Possiamo scrivere, per la simmetria di D,

sl = (07s]s) = [ Vs]§ + (Bsls).
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Per Cauchy-Schwarz e per il fatto che B e differenziale del primo ordine vediamo che esiste C tale
che

(99) IVsllg < Cr(lIPslg + lslollsll)
Abbiamo gia osservato che [|Vs[lg = [s|? — lIsll§ = [IsIF — lIsllollsllo, e quindi [[Vs[|§ > [|s|[ —
IIsllolls||1; utilizzando (99) abbiamo allora che

IDsl[§ > Clislli = Cllsllollsllx

per opportune costanti C,C’. Ora, dato ¢ > 0 esiste K(¢) = K > 0 tale che ab < ea® + Kb? per
ogni a,b > 0. Abbiamo allora che

Clsllolislh < 5Clsl + K(3)lsl
e quindi
D] > SClsE ~ K()lsl
che ci da immediatamente la disuguaglianza di Garding per un operatore D come sopra. E anche

facile vedere che le disuguaglianze (98) continuano a valere per un tale operatore.

Definizione 28. Un operatore differenziale del primo ordine D, D : C*(M,E) — C>*(M, E),
formalmente autoaggiunto e con la proprieta che

(100) D?=V*V+B, con BcDiff'(M,E), B= B*

¢ detto un operatore di Dirac generalizzato.

Continueremo a denotare un tale operatore con il simbolo ]), a meno che cio generi confusione.
Esempio. B
Sia M una varieta complessa. L’operatore v/2(9+0) su Q) (M) = ¢ (M, A*M) & un operatore
di Dirac generalizzato; infatti abbiamo visto che v/2(9 + 5*) =]+ A con P un operatore di Dirac
associato ad un fibrato di Clifford. Quindi

20+4+9 ) =V'V+Q+ A2+ DA+ AP=V'V+B
con B =DA+ AP+ Q + A2 Ovviamente la costante 2 & inessenziale.
Si pud anche verificare direttamente, a mano, che 0 + 9" & un operatore che gode della proprieta
(100), senza parlare di moduli di Clifford ed operatori di Dirac: trovate i dettagli a pagina 97 di
Griffiths-Harris (I'identita di tipo (100) & chiamata in quel libro un’identita di tipo Weitzenbock).
Di fatto questa identitd & dimostrata in Griffiths-Harris per I'operatore 8 + 9 su Q(W‘)(M ) =
C>°(M, A®*M) con p fissato. Concludiamo che vale il seguente importante risultato:

se M ¢ una varieta complessa allora Uoperatore O + 8" su Q(p’*)(M) ¢ un operatore di Dirac
generalizzato.

21.3. Chiusura di D.

Definizione 29. Il grafico di P & il sottospazio di H & H
G :={(s,Ds): s € C®(M,E)}.
Naturalmente, tale definizione si puo ripetere per ogni operatore densamente definito su uno spazio

di Hilbert H, sostituendo a C°°(M, E) il dominio dell’operatore considerato. Il lemma seguente
afferma che D & un operatore chiudibile.
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Lemma 8. Sia G la chiusura di G nella norma di H @ H. Allora G ¢ ancora il grafico di un
operatore densamente definito su H.

Proof. G & ancora un sottospazio di H @ H, e quindi, per linearita, basta verificare che se (0,%) € G,
allora y = 0. Sia allora (z;);en € C*°(M, E) una successione tale che (z;,Dz;) converga a (0,y)
in H® H, cioé x; — 0 e Pz; — y in L?*(M, E); allora, dalla simmetria di 1) segue, per ogni
se C®(M,E),

(101) (yls) = (Pzjfs) = ([ s) = 0,

da cui y = 0. O

lim lim
Jj—+oo J—+oo

Osservazione. Nella dimostrazione precedente, non si ¢ mai usato il fatto che ) & un operatore di
Dirac, e pertanto la si puo ripetere, mutatis mutandi, per ogni operatore simmetrico e densamente
definito su uno spazio di Hilbert.

Similmente, se P ¢ un qualsiasi operatore differenziale di ordine k, allora P con dominio C*°(M, E),
¢ un operatore chiudibile (bastera utilizzare I’aggiunto formale di P, P*, nella seconda uguaglianza
in (101)).

L’operatore di cui G & il grafico ¢ detto chiusura di I, e verra indicato con . 1l suo dominio &
per definizione il sottospazio Dom (E) di H degli z € H per cui esiste y € H tale che (x,y) € G,
cioe

Dom (P ) ={z € H : I(z;)jen € C*(M, E),y € H per cui z; — z,Pr; — y},
e se (z,y) € G, si pone Dz :=y.

Dalle diseguaglianze dimostrate sopra si ottiene allora Dom (E) =Hy:sexe€ Hex; —x, in
Hi, zj € C*, allora dalla (97) segue che (JPz;)jen ¢ convergente in H, e pertanto z € Dom (),
viceversa se (z,y) € G e (xj,Dzj) = (x,y) in H ® H, z; € C*, dal teorema di Garding segue che
(%) jen € di Cauchy in Hi, e quindi converge, in Hy, ad una &, ma poiché || - ||; & piu forte di || - ||o,
2 =% € Hy. E poi chiaro che D & anch’esso simmetrico.

21.4. Soluzioni deboli: enunciati.
Siano x,y € C*°, con Pz = y, allora, per ogni s € C*,

(z[Ps) = (Pxls) = (yls),

ma ha senso considerare 1’eguaglianza tra il primo e 'ultimo membro per arbitrari z,y € H. Questo
conduce alla nozione di soluzione debole per I'equazione Dx = y.

Definizione 30. Siano z,y € L?*(M,E). Diremo che xr = y debolmente, se, per ogni s €
C>(M, E), vale (z[Ps) = (y[s). *

In realta, ogni soluzione debole ¢ una soluzione forte per I’equazione associata alla chiusura di P.
Teorema 23. Siano x,y € L*(M, E) tali che Px =y debolmente. Allora x € Dom (D) e Pz = y.

Prima di dare la dimostrazione di questo teorema, abbiamo bisogno di alcune definizioni e risultati
riguardanti la regolarizzazione di operatori di Dirac.

401y generale, se P : C*°(M, E) — C°°(M, E) & un operatore differenziale di ordine k, allora Pz =y debolmente,
se, per ogni s € C°°(M, E), vale (z|P*s) = (y|s), con P* I’aggiunto formale di P.
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21.5. Operatori regolarizzanti.

Se FE1, E» sono fibrati vettoriali su M, e si indicano con p; : M x M — M, i = 1,2, le proiezioni
canoniche, si puo considerare il fibrato HOM(E1, Ez) := pj(E2) ® p5(ET), la cui fibra su (mq, ms2)
¢ HOM(E1, E2) (my,my) = (E2)my @ (EY)my ~ Hom((E1)my, (E2)m,)-

Definizione 31. Siano E;, i = 1,2, fibrati vettoriali su M. Un operatore lineare F' : L*(M, E;) —
L*(M, E5) & detto regolarizzante se esiste Kp € C(M x M,HOM(FE1, E5)) tale che, per ogni
s € L3(M, Ey),

(F's)(my) :/ Kr(mi,ma)s(mga)dvol(ms).
M
Krp ¢ detto nucleo di F.

Elenchiamo, senza dimostrazione, le principali proprieta di un operatore regolarizzante su una
varieta compatta, tutte di facile verifica:
e F ¢ limitato in L*(M, E).
(Osserviamo che se M non & compatta non avremo, in generale, limitatezza.)
e L’'immagine di F' ¢ contenuta in C*°(M, E).
e Per ogni intero r > 0 l'operatore F definisce un operatore limitato L?(M, E) — H,.(M, E).
e Se £y = Fy = E, e se Kp(ma,m1)* = Kr(m1,ma) (aggiunto fatto rispetto ai prodotti
scalari (-, )2 e (-,)E su E,,,, En,, rispettivamente), allora F & un operatore autoaggiunto

mi1 mo?

su L?(M, E).

21.6. Mollificatori di Friedrichs.

Definizione 32. Un mollificatore di Friedrichs per 1D & una famiglia (F.).~¢ di operatori regolar-
izzanti su L?(M, ) tali che:
(i) (F:)e>o € uniformemente limitata in norma: sup,.g ||Fz|| < +oo;
(ii) ([, Fe])e>o si estende ad una famiglia uniformemente limitata di operatori, come in (i);
(iii) per € — 0, F. converge debolmente all'identits su L?(M, E), cio¢ per ogni x,y € L*>(M, E),
lim._,o(z|Fey) = (x]y) (in simboli F, — I).

Notiamo che, poiché chiaramente sia F;, che ), mandano sezioni C*° in sezioni C*°, il commu-
tatore []), F;] € inizialmente definito sul sottospazio denso C*°(M, E) di H.

Lemma 9. Esistono sempre mollificatori di Friedrichs autoaggiunti per .

Proof. Ci limitiamo a dare la definizione di F.. Usando una partizione dell’unita, ci si riconduce a
definire F; sulle sezioni a supporto compatto contenuto in una banalizzazione locale per E; basta
quindi definire F. sulle funzioni s € L?(R",C*) a supporto compatto. Sia allora ¢ € C°(R")
non negativa, radialmente simmetrica (cio¢ funzione di |z|), a supporto contenuto nella palla di
raggio 1 centrata nell’origine, e tale che fRn ¢ = 1. Ad esempio, la funzione definita da ¢(z) =
exp(—1/(1 — |z|?) per |z| < 1, p(x) = 0 per |z| > 1. Sia @.(z) := e "p(e~'z), 2 € R". Definiamo

(102) F.s(x) := e x s(x) = / ve(x — y)s(y)dy,

n

per ogni s € L?(R"™, Ck) a supporto compatto. Utilizzando la trasformata di Fourier, si verificano
senza difficolta le (i) e (iii) della definzione 32, mentre la verifica della (ii) e leggermente piu
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complicata e non la facciamo 1. L’autoaggiuntezza ¢ conseguenza del fatto che ¢ ¢ reale e p(—z) =
o(z). O
21.7. Soluzioni deboli: dimostrazione del teorema 23.

Sia (F:)->0 un mollificatore di Friedrichs per ], e si ponga x. := F.x € C*°(M, E), con x € H tale
che Pz = y debolmente. Usando allora 'autoaggiuntezza di Fy, si ha, per ogni s € C°°,
(Dcls) = (ze|Ps) = (Fex[Ps)

= (z|F:Ds)

= (z[DFes) + (o] [Fe, Pls)

= (y’FSS) + ($|[F87D]3)7
dove nell’ultimo passaggio si & tenuto conto del fatto che F.s € C'°°. Dunque, per la limitatezza di
F. e [F;, ]|, esistera una costante A > 0 tale che |(Dz.|s)| < A||s|| per ogni s € C*°, ed ogni ¢ > 0,
cioe ||Dx.|| < A, e > 0. Pertanto sia (Dz:)c>0, che (x:)s>0, sSono successioni (generalizzate) limitate
in H, da cui, insieme alla diseguaglianza di Garding, segue che (z:)c~¢ € limitata in Hy, e quindi,
a meno di sottosuccessioni, converge debolemente ad un Z € H; (gli insiemi limitati in uno spazio
di Hilbert sono debolmente precompatti (Teorema di Banach-Alouglu)). Poiché poi, 'immersione
di Hy in Hy e compatta (lemma di Rellich), esiste & in H tale che x. — % in norma Hj; deve
essere necessariamente & = & perché (-|-) & definito positivo. Quindi . — & in H, con & € H;. Da
F. — 1, segue che x = T e quindi x € H; = Dom @) come si voleva. Essendo [) simmetrico, si ha
inoltre (y|s) = (z|Ps) = (Px|s), per ogni s € C°, cioe Px = y.
21.8. Operatori illimitati su spazi di Hilbert. Essenziale autoaggiuntezza di D.
Sia H uno spazio di Hilbert e sia T" un operatore lineare densamente definito:

T:Dom(T)C H— H.
L’aggiunto (analitico funzionale) di T' & definito come segue:
Dom(T*) :={y € H| Dom(T') > z — (Tz|y) ¢ limitato}
Sia y € Dom(T™); allora, per densita di Dom(T), il funzionale lineare Dom(T") 3 = — (Tz|y) puo
essere esteso a tutto H e per il teorema di rappresentazione di Riesz esiste z € H tale che
(Tzly) = (z]z) Yz € H.
Poniamo, per definizione,
Ty =z
e otteniamo che
(Tz,y) = (z,T"y) Vx € Dom(T),Vy € Dom(T™).

E facile verificare che il grafico di 7™, Graph(T™), ¢ chiuso; quindi 7™ & un operatore chiuso.
Supponiamo ora che T sia simmetrico sul suo dominio, (Tx|y) = (x,Ty) per ogni z,y € Dom(T).
Abbiamo visto che T ¢ allora chiudibile e sia T' la sua chiusura. E ovvio che T & la piu piccola
estensione chiusa di 7" ed ¢ per questa ragione che T & spesso chiamata 1’ estensione chiusa minimale
di T. Si ha, da quanto osservato fino ad ora, che

Dom(7") € Dom(7T™)
e questa inclusione puo essere propria.

4lei si riduce a considerare localmente [a(z)0;, Fe] e questo operatore si scrive esplicitamente utilizzando

I'integrazione per parti.
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Definizione 33. Un operatore simmetrico densamente definito T' & detto essenzialmente auto-

aggiunto se Dom(7T") = Dom(T™).

Se T e essenzialmente autoaggiunto allora e chiaro che la sua chiusura e un operatore autoaggiunto,
. N T ==t
ecioe T'=1T".

Come corollario del Teorema 23 abbiamo il seguente importante risultato, dovuto a Chernoff:

Corollario 9. Sia D un operatore di Dirac generalizzato. Allora ) con dominio denso C*°(M, E) C
L*(M, E) ¢ essenzialmente autoaggiunto. Consequentemente, l'operatore D ¢ autoaggiunto.

Proof. Per definizione ] ¢ simmetrico sul suo dominio. Dalle definizioni segue immediatamente che
Dz = y debolmente se e soltanto se z € Dom(D*) e D*z = y, Il Teorema 23 implica quindi che
Dom(D*) C Dom () ), ma poiché & sempre vero che Dom () ) C Dom(D*), e cioe che D* estende

D, ne segue che Dom(D*) = Dom(D). O

Questo risultato vale piu in generale se (M, g) € una varieta riemanniana completa.

Ci sono invece esempi in cui Dom(D*) include propriamente Dom(JD). Diamo un esempio. Sia M
una varieta spin con bordo con metrica riemanniana g,s di tipo prodotto in un intorno-collare del
bordo; sia N := 9dM il bordo; consideriamo il cono C(N) su N, C(N) = [0,1] x N/{0} x N e la
sua parta regolare C°(N) := (0,1), x N con metrica geo(yy di tipo conico da? + x?gy; 'unione
X := MUy C°(N) & una varietd non-compatta; utilizzando gy e geo(ny vediamo facilmente che X
puo essere dotata di una metrica riemanniana gx che e per costruzione di tipo conico nella parte
che abbiamo aggiunto. Tale metrica e incompleta. Si puo dimostrare che 'operatore spin-Dirac di
(X, gx) non & essenzialmente autoaggiunto.

Un secondo corollario delle argomentazioni che sono state usate fino ad ora ¢ il seguente risultato
di regolarita per le soluzioni dell’equazione Pz = 0.

Teorema 24. (Regolarita ellittica) Se x € Hi(M, E) = Dom(D) e Px = 0, allora x € C®(M, E)
42

Proof. Sia x € H; tale che Px = 0. Dimostreremo che x € Hy(M, E) Vk € N; per il teorema di
immersione di Sobolev seguira che z € C*°(M, E).

Supponiamo di sapere che z € Hy_1. Utilizzando la definizione di F, data nella (102) & possibile
dimostrare che F, e [, F¢] si estendono ad operatori uniformemente limitati da Hy a Hy per ogni
¢ € N (e non solo per £ = 0). La disuguaglianza di Garding ci dice che

[Fex|lk < Ch1 (| Felle—1 + [DFex|[p-1 -
Per l'ipotesi otteniamo che
[Fexll < Choa(I1Fellr—1 + [I[Fe, Plz[k-

e quindi la successione generalizzata {F.} € limitata in Hy. Ne segue che F.x converge debolmente
a & € Hp. Ma dato che per le proprieta dei mollificatori di Friedrichs si ha anche che F.z converge
a zin H = L?(M, E), abbiamo che x = & € Hy.

O

4267 chiaramente, Dx = 0.
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21.9. Proprieta spettrali degli operatori di Dirac.

In questa sottosezione dimostreremo uno dei risultati fondamentali sugli operatori di Dirac gener-
alizzati su varieta compatte.

Proposizione 22. Vale la decomposizione in somma diretta H®H = G® JG, dove J ¢ 'operatore
limitato su H & H definito da J(z,y) = (y, —x).

Proof. Poiché evidentemente G = G+, basta dimostrare che G+ = JG. Indichiamo con (-)e(-)
il prodotto scalare in H & H. Sia (z,y) € G con z; = x, Px; — y, x; € C*, allora , per ogni

s e C™,
J(xj, D) o (5, D5) = (Pj, —x5) o (5,Ds) = (Pj|x) — (z;Pr) = 0,

e quindi JG C G+, Viceversa, sia (x,y) € G+, allora, sempre per ogni s € C™,

0= (z,y)e(s,Ds) = (z|s) + (y|Ds),
ciot P(—y) = = debolmente, e quindi —y € Hy e (~y,z) = (=0 P-y) €G e (w,9) = J(-y.2) €
JG. -

Anche quest’ultimo risultato dipende in realta soltanto dal fatto che ) & un operatore autoaggiunto.

Siamo ora nella posizione di enunciare e dimostrare un importante teorema riguardante le proprieta

spettrali dell’operatore autoaggiunto .

Teorema 25. Esiste una successione (Aj)jez € R, ed una decomposizione in somma diretta
L*(M,E) = Pz K, tali che
(i) Ky, € C®(M, E);
(ii) dim K, < oo;
(iii) |Aj| = 400 per j — too;
(iv) E‘KAJ- e la moltiplicazione per \;.

Proof. Sia € H e si consideri la decomposizione di (x,0) € H @& H in base alla proposizione
precedente:

(103) (z,0) = (Qz, PQx) + (Py, —y),

con Qx,y := Px € H vettori opportuni; questo definisce @, P : H — H come composizioni di
due proiettori di H & H. Siamo interessati in particolare a Q. Notiamo innanzitutto che @ ¢ la
composizione del proiettore ortogonale su G ristretto a H & 0, denotato Ilx, e del proiettore sul
primo addendo della somma H @ H, denotato II;; quindi

(104) Q=ILollzg: H®0=H —~ H

Dunque @ ¢ limitato, con norma operatoriale maggiorata da 1 (vero per ogni proiezione). Inoltre
¢ chiaro che Im@Q C Hy = Dom(]). Di fatto Q definisce un operatore limitato da H = Hy a Hj,
infatti, se # € H allora per la disuguaglianza di Garding, che si estende a D e agli elementi del suo
dominio, si ha

1Qally < Co(lQllo + [B(Qx)o)
Ma || D(Qx)]lo < C1]|Qx]|o e |Qz]lo < ||z|lo perché @ ha norma operatoriale maggiorata da 1; quindi
esiste C' > 0 tale che ||Qz||1 < C||z|lo e quindi @ : H — H; e limitato. Per il Lemma di Rellich ne
segue che ) : H — H e un operatore compatto.
Vediamo ora che @) € positivo, iniettivo e autoaggiunto. Denotiamo come al solito con e il prodotto
scalare in H ¢ H.
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Si ha (Qz|z) = (Qz, PQx) e (z,0) = Ig(x,0) @ (z,0) > 0 dato che le proiezioni ortogonali sono
operatori positivi.

Per l'iniettivita: se Qxz = 0 allora II5(x,0) = Oggnm e quindi (x,0) € G = JG; ne segue che
x=—JP0 =0 e quindi Q & iniettivo.

Infine, dato che Il ¢ autoaggiunto (¢ una proiezione ortogonale), abbiamo:

(Qaly) = (Qz, PQx) » (,0) = Tig(x,0) o (4,0) = (x,0) » H5(y,0) = (x,0) « (Qy, PQy) = («|Qy)

e quindi @) e autoaggiunto.

Riassumendo: abbiamo dimostrato che QQ : H — H ¢é un operatore autoaggiunto, strettamente pos-
itivo, compatto e con norma maggiorata da 1.

Applicando a @ il teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti, si ottiene una decompo-
sizione in somma diretta L?(M, E) = @@ M,;, con M, autospazio di @ relativo all’autovalore
0j, dim M, <o el <p; <1, 0;j 0.

Consideriamo innanzitutto p = 1 e 'autospazio associato M,—1. Se Qx = x allora dalla decompo-
sizione (103), con y € Hj, vediamo che Dy = 0 e Dr = —y e quindi x € Ker)? da cui z € Ker])
per la simmetria di ). Viceversa, se x € Ker]) allora (z,0) = (z, Dx) e quindi Qz = z che ci da
x € M,—;. Concludiamo che

jEN

Ker]) = M,y

e quindi in particolare dim Ker) < co. Per regolarita ellittica abbiamo poi che Ker]) = KerlD.
Supponiamo ora che p € (0,1) e sia Qr = pz. Otteniamo allora la decomposizione

(1‘, 0) - p(az,Ex) + (—Dy, y)

da cui

(105) (p—=Dax=Dy, y=-—pPx.
Sia A tale che A2 = (1—p)/pesiaz = —p%\y. Allora, utilizzando la seconda equazione in (105), ab-

biamo che PDx = Az. Utilizzando invece la prima equazione vediamo che Dz = Ax. Abbiamo allora
che x & z sono autovettori per J) associati agli autovalori £A. Denotiamo con K, un autospazio per
D associato all’autovalore u. Per regolarita ellittica applicata all’operatore di Dirac generalizzato

D — p1d abbiamo che K, C C*°(M, E). Scrivendo = = @ + @ capiamo che
Mp CK_ )\ K,.
My,

M,=K & Ky.

Tuttavia, dato che L?(M, E) = @ e facile vedere che si ha

jeN

Il teorema segue immediatamente dai risultati che abbiamo dimostrato.
O

Sia p un autovalore di ) e sia v, un autovettore associato. Consideriamo I'insieme (D) = {\;}

definito nel Teorema che abbiamo appena dimostrato; deve essere che p € o(JP) perché altrimenti v,

non sarebbe esprimibile come somma infinita di elementi in K, 3. Quindi l'insieme o (D) = {)\;}

& proprio uguale all’insieme degli autovalori di ) e cioe al suo spettro (puntuale). 4

43perché ux Ly, Visep# N Vi

4y generale un operatore di Dirac essenzialmente autoaggiunto su una varietd riemanniana (ad esempio una
varietd completa) ha spettro L? che & unione dello spettro puntuale, e cioé dell’insieme degli autovalori, e dello
spettro continuo, che ¢ I'insieme dei A € R che non sono autovalori ma per i quali non esiste un inverso limitato di
(D — X1d); nel caso di varietd compatte si pud dimostrare, ma noi non lo faremo, che lo spettro L? & solo puntuale.
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21.10. Calcolo funzionale.

Sia o(P) = {)\;} C R lo spettro dell'operatore di Dirac J). Se f ¢ una funzione reale limitata su
o (D) si pud definire 'operatore f(ID) tramite

F(D)(vy) :== f(N)vy con vy € Ky

dove K, & come sempre I’autospazio relativo all’autovalore A. Essendo f limitata f(]D) € £(L?, L?)
ossia f(]D) & un operatore limitato in L? = Hy = H. Infatti

1FD)zli§ = 1F(P Zaaw )5 = IIZﬂfAf )(@)II6
= Z a2 F(N)? < Sup|f|||33”0

e quindi

(106) 1f(D)|zr—m < sup|f].

I anche semplice verificare le due proprieta seguenti:

(107) [P, A]=0 = [f(P),A] =0

(108) f(x) = zg(x), f,g limitate = f(P)=Pg(P) in L(L* L?)

(parte dell’enunciato & che il membro a destra ¢ ben definito).
Vale infine la seguente importante proprieta:

(109) fFP)(C=(M,E)) C C*(M,E).

Per dimostrare (109) abbiamo bisogno della seguente caratterizzazione di un elemento z € C*°(M, E)
in termini della sua espansione
2. ™

\ea (D

nelle autofunzioni di E;

Proposizione 23. Si ha che v € L*(M, E) ¢ un elemento di C*®°(M, E) se e solo se per ogni k € N
si ha che ||zxl[|\¥ — 0 quando |\| — oo (e cioé ||z & rapidamente decrescente in ||).

Proof. Dobbiamo verificare che ), ) converge in Hj, per ogni k se e solo se ||xy|| ¢ rapidamente
decrescente in |A|. In una direzione & molto semplice: se ), x converge in Hy per ogni k allora
ST ||lzall = |D*2||? < oo e quindi ||z, ¢ rapidamente decrescente in |A|.

Vediamo il viceversa. Assumiamo che ||z,]|| sia rapidamente decrescente in |[A| e dimostriamo che
>\ Zx converge in Hj, per ogni k. Applichiamo Cauchy. Abbiamo bisogno del seguente risultato,
di interesse intrinseco:

sia A > 0 e sia N(A) é il numero di autovalori di valore assoluto minore di A (contando molteplicita).
Allora esiste una costante C = C(dim M, rangoF) tale che

N(A) < C(1 4 A% M(dim M+4)/2y
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Trovate la dimostrazione nel libro di Lawson-Michelson Spin Geometry, Theorem 5.8 45 Assumendo
questo risultato (crescita degli autovalori al pitt polinomiale) possiamo procedere come segue: uti-
lizzando Garding ed il fatto che Dx) = Ax) abbiamo che

Z |zl < CN(m + £) max,,<|j<mel Az
m<|A<m+-L

che ci permette di concludere grazie all'ipotesi (per ogni £ € N si ha che ||z,]||A\|* — 0) e alla stima
su N(m+0). O

Da questa proposizione e dalla definizione di calcolo funzionale vediamo che vale (109) e cioe che

fIPUC=(M, E)) C C*(M, E).
21.11. Operatori di Fredholm.

Siano Bj e Bj sue spazi di Banach e si indichi con £(Bj, B2) lo spazio degli operatori lineari e
limitati nella topologia indotta dalla norma || - ||.

Definizione 34. F' € L(Bj, B2) si dice di Fredholm se dimKerF < oo e dim coKerF' < oo e
si indichera con Fred(Bj, B2) l'insieme di tali operatori. Si definisce indice di un operatore di

Fredholm il numero intero:
ind(F) = dimKerF' — dim coKerF

Le proprieta di Fred(B;, Bz) sono illustrate dal Teorema che segue:

Teorema 26.
1] Se F ¢ di Fredholm allora l’immagine di F é chiusa. Inoltre F* é anche di Fredholm e si ha

ind(F) = dimKerF — dimKerF™* = —ind(F™).

2] Fred(Bi1, Ba) ¢ aperto in L(B1, Ba) ed inoltre l’applicazione ind : Fred(Bi, Ba) — Z é continua
dunque localmente constante.

3] Se F € Fred(B1,B2) e G € Fred(Ba, Bs) allora GoF € Fred(By, B3) eind(Go F) = ind(G) +
ind(F).

4] F ¢ di Fredholm se e solo se F' ¢é invertibile modulo compatti (Teorema di Atkinson).

5] Se K ¢ un operatore compatto e F ¢ di Fredholm, allora F + K ¢ di Fredholm e

ind(F + K) = ind(F)

Per la dimostrazione di questo Teorema vi rimando ad esempio al libro di Shubin Pseudodifferential
operators and spectral theory.

21.12. Indice di un operatore di Dirac.
Un operatore di Dirac generalizzato ]) definisce un operatore
PD:HYM,E) — L*(M, E)

che & un operatore di Fredholm. Valgono infatti le seguenti importanti proprieta.
Innanzitutto gia sappiamo che

(110) dim(Ker(D)) < oo

Per regolarita ellittica

Ker(P) = Ker(])

45Ma per far funzionare la dimostrazione della Proposizione 23 basta anche la stima che trovate all’inizio del
Capitolo 8 del libro di John Roe.
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e quindi abbiamo dimostrato il primo enunciato del Teorema 16.
Si ha inoltre che

(111) Im(P) = (Ker(P)*
e quindi Im(]D) & chiuso e coKer(P) ~ Ker(PP). Quindi )0 : H(M, E) — L*(M, E) & di Fredholm,

perché nucleo e conucleo sono di dimensione finita.

Per dimostrare (111) cominciamo con il considerare y = Dx con x € H'; vogliamo dimostrare che

y € (Ker(D)+; per ipotesi esite una successione x; € O tale che z; — z in L? e Px; — Px in L2

Dunque Vs € Ker(D) si ha (Dx;,s) = (z;,Ps) = 0 che implica (Dz,s) =0 e quindi y = Pz L s.

Quindi Im(D) C (Ker(1D))*.

Viceversa, sia x € (Ker()))* e si introduca l'operatore di Green G := g(ID) attraverso il

calcolo funzionale associato alla funzione limitata g, g : R — R, data da g(0) = 0 e g(A) = A~L.
0; e

Consideriamo la funzione limitata f uguale a 0 in 0 ed uguale ad 1 fuori da ¢ chiaro che
f(A) = Ag(X) e quindi, utilizzando (108), e cioe

FA) =Xg(X), f.g limitate = f(P) = Pg(P) in L(L? L?)
vediamo che Pg(P)x = = € L? (perché per ipotesi z € (Ker(D))') e quindi z € Im(]). La
dimostrazione dell’uguaglianza (111) & completa.

Abbiamo dimostrato che ) : H(M, E) — L*(M, E) ¢ di Fredholm ma abbiamo anche visto che

il suo indice € nullo; infatti coKer(D) ~ Ker(D). Per ottenere operatori con indici non nulli bisogna
considerare operatori di Dirac generalizzati che sono graduati. Sia dunque E = E* @& E~ con
E* ={s|es = +s} ed e € C°(M,End(E)) operatore di gradazione con €2 = 1. Per definizione,
un operatore di Dirac ¢ tale che De + ) = 0 ossia anticommuta con 'operatore di gradazione; esso

si scrive quindi nella forma:
0 _
p=(p )

Un operatore di Dirac ) generalizzato ¢, per definizione, simmetrico (e cio¢ formalmente autoag-
giunto); si ha quindi, in aggiunta,
P =)

dove, di nuovo, 'aggiunto qui & quello formale. I quattro esempi fondamentali godono di questa
proprieta: l'operatore di Gauss-Bonnet, 'operatore di segnatura, ’operatore \/5(5 + 0*) su una
varieta complessa e I'operatore spin-Dirac su una varieta spin.

Per quando appena visto Pt : H'(M, ET) — L*(M, E~) & un operatore di Fredholm e, inoltre,
Im(PT) = (Ker)p~)*. Osserviamo nuovamente che per regolarita ellittica

Ker(DF) = Ker(IDF)
e quindi, riassumendo,
ind(P") = dimKer )™ — dimKer)~ = dimKerpt — dimKer])~ =: ind(]p)

dove 'ultimo membro & proprio l'indice come definito nel Teorema 16. In particolare, abbiamo
dimostrato che ind(P), I'indice definito nel Teorema 16, ¢ un indice di Fredholm; le proprieta di
stabilita per l'indice definito nel Teorema 16 sono allora conseguenza dei risultati di stabilita per
I'indice di Fredholm enunciati nel Teorema 26. In particolare, se [y e )1 sono due operatori di
Dirac generalizzati e Py = Py + A, con A € C®(M,End(E)) allora ind(J)j) = ind(P}): infatti
A si estende ad un operatore limitato H; — Hj e quindi Pg : HY(M,E*) — L*(M,E7) e
Df : HY(M,E") — L*(M, E™) differiscono per un compatto (per il Lemma di Rellich); dalla
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proprieta 5] del Teorema 26 otteniamo la tesi. Analogamente, sempre dal Teorema 26, vediamo che
se {D()}1e[o,1) © una famiglia ad un parametro di operatori di Dirac, definita da famiglie continue

di azioni di Clifford c(¢) e di connessioni hermitiane V¥ allora ind(]p*(0)) = ind(*(1)).
Osserviamo infine che dal fatto che P~ = (ID7)* segue anche che

(112) ind(D") = dimKer(D~P") — dimKer(DTP™)

Pill precisamente, per la simmetria di I si ha che Ker]) = Ker])?; infatti ¢ ovvio che Ker]) C Ker])?;
se d’altra parte s € C®°(M, E), s € KerD?, allora (IP?s,s) = (s, Ps) = ||Ps||? = 0 ossia Ps = 0.

Quindi
Ker(PT) @ Ker(D~) = Ker]p = Ker]Z)2 = Ker(D~ D) @ Ker(DTDH)

p=(p 5 ) P70 o)

La formula desiderata, ind(D") = dimKerD~P* — dim Kerp"D~, segue immediatamente.

dato che

21.13. Immagine e nucleo.

Abbiamo visto che se D : C*°(M,E) — C*(M, E) ¢ un operatore di Dirac generalizzato, allora
vale la decomposizione ortogonale

(113)

L*(M,E) =Ker(D) ®Im(P : Hi(M,E) — L*(M,E)) = Ker(D) ® Im( : H\(M, E) — L*(M, E))

dove nella seconda uguaglianza abbiamo utilizzato il teorema di regolarita ellittica. Si ha di fatto
il seguente risultato:

Teorema 27. Se P: C*°(M,E) — C®(M, E) ¢é un operatore di Dirac generalizzato, allora si ha
una decomposizione ortogonale

(114) (M, E) = Ker(P) & Im(P : C°(M, E) — C®(M, E)).

Proof. Sia ¢ € C*°(M, E). Utilizzando (113) possiamo scrivere ¢ = ¢ + é con ¢g € ~Ker(D). Dato
che ¢g € C°(M, E) (per regolarita ellittica), scopriamo che ¢ € C*°(M, E). Inoltre ¢ & ortogonale
al nucleo di 0. E allora sufficiente dimostrare che esiste ¢ € C*°(M, E) tale che D¢ = ¢. Sia

G = g(I) l'operatore di Green introdotto nella sottosezione precedente. Da (109) sappiamo che

G(C*®(M,E)) C C®(M,E); sia ¢ := g(D)(¢). Allora ¢ € C>°(M, E) e ragionando come nella
sottosezione precedente abbiamo

D) = PG(9) = Pg(P)(¢) =

e quindi la tesi. O
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22. Teorema di Hodge
22.1. Complessi di Dirac.

Definizione 35. Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta senza bordo. Consideriamo una
successione di fibrati vettoriali Ey,..,E}; facciamo I'ipotesi che ogni £} sia dotato di una metrica e di
una connessione V compatibile. Supponiamo che esista una successione di operatori differenziali
del primo ordine d; : C*°(M, E;) — C*°(M, Ej4+1). Diremo che la successione

definisce un complesso di Dirac se:

(i) djy1dj =0 Vj € {0,k — 1}

(ii) se £ = @FE; allora d + d* : C*°(M,E) — C*(M,E), con d* aggiunto formale di d, ¢ un
operatore di Dirac generalizzato.

In tal caso poniamo, come al solito, D := d + d*.

Si noti che dal fatto che d?> = 0 abbiamo ?* = dd* + d*d perché oltre a d?> = 0 abbiamo anche
(d*)? = d* od* = (dod)* = (d?)* = 0. L'operatore dd* + d*d manda sezioni di E; in sezioni di
E; e la sua restrizione a C*°(M, Ej;) ¢ il laplaciano del complesso ristretto a C*°(M, Ej). Con un
piccolo abuso di notazione denoteremo questo operatore con Af ; la sua espressione esplicita e

AP =djjodi_ | +dd;.
Osserviamo che dalla definizione di aggiunto formale segue subito che
Ker(]Z)Z|Coo(M’Ej)) = KerAf ={s€ C*(M,Ej) | djs=0=d;_;s}
Le sezioni nel nucleo di })? sono dette armoniche; poniamo
H/ (M) = {s € C™°(M, E;) | AJES =0} ={s € C*(M,Ej) | djs=0=d;_ys}.
HY (M) & lo spazio delle sezioni armoniche di C*(M, E;); da quello che abbiamo dimostrato sugli

operatori di Dirac sappiamo che H(M) & uno spazio vettoriale di dimensione finita. Scriveremo
anche HY per lo spazio delle j-forme armoniche, a meno che cio generi confusione.

E importante notare che P anticommuta con la gradazione data dalla parita delle sezione (le sezioni
pari sono le sezioni di Eyy e analogamente per quelle dispari) e quindi I) & dispari rispetto a questa
gradazione:

R * 0 d+ d*|dispari
Di=d+d _<d+d*lpari 0

D+ =d+ d*|pari .
Questo & un operatore di Dirac con indice finito e per il suo indice si ha:

Poniamo, per definizione,

(115) ind(P) = dim Ker(P~PT) — dim Ker(PTP~) = dim HP* (M) — dim HYSPari(Af)

con Hpari(M) — @HQZ(M) e Hdispari(M) — @H2k+1(M)

Esempio 1 ‘

EJ7 = NT*M = AV M con d; I'usuale differenziale esterno sulle j-forme. In questo caso, per quanto
visto nella sottosezione 15.7, si ha che ) = Dgp, l'operatore di Gauss-Bonnet; J? = dd* + d*d ¢

l'operatore di Laplace-Beltrami sulle forme differenziali. La sua restrizione alle forme di grado j €,
ovviamente, operatore d;_; o d;_; + did; con d; operatore di de Rham sulle {-forme e dj il suo
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aggiunto formale che abbiamo calcolato esplicitamente come =+ * d*. Utilizzeremo la notazione A,
piuttosto che Aé\*M , per questo operatore. Spesso ometteremo l'indice j, a meno che cio generi
confusione.

Esempio 2 -
EJ = A% M con M varieta complessa e dj uguale all’operatore d sulle (0,7 )—fornle_; l'operatore di
Dirac generalizzato associato ¢ I'operatore 0+ 0* ed il suo quadrato & 'operatore 00* +0*0 := Aj.

Esempio 3 -
EJ =A% M ® W con W fibrato olomorfo e d = Oy .

Esempio 4
Sia p un numero fissato fra 0 e n e sia M una varieta complessa di dimensione n. Allora consideriamo
EJ = APJM e dj uguale all’'operatore 0 sulle (p, j)-forme.

Per un complesso di Dirac sono ben definiti i gruppi di coomologia

. Ker(d.
HIi(M, B, d) = o).
Im(d;j—1)
Nel primo esempio la coomologia & quella di de Rham H (’fR(M ) 46

coomologia del complesso ¢ data da

, mentre negli esempi 2, 3 e 4 la

0,k 0,k P,k
Hg (M,(C), Hé (M,W), Hé (M7C)7

i gruppi di coomologia di Dolbeault *7.

Ogni classe di coomologia C = [a] € H’(M, E,d) ¢ un sottospazio affine, essendo ottenuta
sommando il sottospazio vettoriale dC*° (M, E;_1) ad una sezione ae € C*°(M, E;) tale che dja = 0;
ci si chiede se esiste un rappresentante privilegiato in una data classe. Per identificarlo si cerca
un elemento di norma minima. Procediamo in maniera intuitiva: una rappresentazione grafica
suggerisce che tale elemento deve essere perpendicolare a dC* (M, E;_1), ossia (a, ds) = 0 per ogni
s € C®(M, E;j_y) e cio che implica che d*ov = 0. In conclusione, ci aspettiamo che un rappresentante
privilegiato in una classe di coomologia sia una sezione armonica. Questa idea intuitiva ¢ vera ed
¢ parte del celebre Teorema di Hodge.

22.2. Il Teorema di decomposizione di Hodge.

Il risultato centrale di questa sezione sara per noi una diretta conseguenza di risultati gia dimostrati.
Infatti, essendo J) = d + d* un operatore di Dirac generalizzato, abbiamo il Teorema 27 e quindi

C*®(M,E)=Ker(D) @ Im(D: C*°(M,E) - C*°(M,E)).
che possiamo riscrivere come
(116) C*®(M,FE) = Ker(JZ)z) SIm(D: C*°(M,E) — C*(M,E)).
Abbiamo allora il seguente notevole risultato, noto come Teorema di decomposizione di Hodge:
46che per il Teorema omonimo & isomorfa alla coomologia singolare H*(M,R)

4Trispettivamente isomorfi a H* (M, O(M)), H* (M, O(W)), H*(M,Q2?(M)), le coomologia a valori rispettivamente
nel fascio delle funzioni olomorfe di M, delle sezioni olomorfe di W e delle p-forme olomorfe di M
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Teorema 28. Sia
COO(M> EO) & COO(M> EQ) 2} e COO(Mv Ek)
un complesso di Dirac. Si ha una decomposizione ortogonale

(117) C (M, Ey) = H; (M) & d(C®(M, Ej_1)) & d*(C(M, Ej1))
Inoltre

(118) Ker(d;) = H;(M) @ d;—1(C*(M, Ej_1))
Conseguentemente, esiste un isomorfismo di spazi vettoriali:

(119) H/ (M) = H (M, E, d).

In particolare, dim H/ (M, E,d) < .
Proof. Sia ¢ € C*°(M, Ej;). Allora, usando (116) abbiamo che ¢ = ¢ + dip + d*t)’ dove, necessari-
amente, ) € C°(M,E;_1) e ) € C°(M, E;41). Quindi
C*(M, Ej) = H; & (d(C™(M, Ej—1)) + d"(C*(M, Ej1)))
Ma d(C®(M, E;—1)) L d*C>®(M, Ej11) (perché d* & l'aggiunto formale di d e d*> = 0) e quindi
A(C= (M, Bj1)) + d*(C=(M, Ejs1)) = d(C=(M, E;_1)) & d&*(C=(M, Ey11)).
Ne segue che (117) & dimostrata.
Per quel che concerne (118): & chiaro che H; @ dj_1(C*(M, E;_1)) C Ker(d;). D’altra parte,
Ker(d;) L d*(C=(M, Ej+1))
perché se djo = 0 allora (d*s;y1|a) = (sj41|da) = 0. Ne segue che Ker(d;) C H;j@d;—1(C*(M, E;_1))
e quindi (118). Infine, dalla decomposizione Ker(d;) = H; & d;—1(C*(M, Ej_1)) vediamo immedi-
atamente che H’ = H/(M, E, d) che & proprio (119). O
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23. Applicazioni del teorema di Hodge
23.1. Teorema di Hodge-deRham.

Se applichiamo il Teorema di Hodge al complesso di de Rham
o (M) LA QT (M) = - -
otteniamo la classica decomposizione di Hodge
(M) =H/ (M) @ d¥ (M) @ d* QT (M)
con 4 ' '
H(M)={we¥PM) | Aw=0}={we V(M) |dv=0 ¢ d'w=0}

Si ho poi I'isomorfismo di Hodge-deRham

HI (M) ~ H, (M).
23.2. Teorema di Hodge-Dolbeault.

Sia M complessa e fissiamo p € {0,...,dimc M }. Se applichiamo il Teorema di Hodge al complesso
di Dolbeault B
o QPA(M) 9, QP (M) = -
otteniamo la decomposizione di Hodge-Dolbeault
QPUM) = HPY(M) @ INPIY (M) @ *QPaT (M)
con
HPY(M) = {w e QP (M) | Ajw=0}={w e W (M)|dw=0 e §w=0}
Si ho poi l'isomorfismo di Hodge-Dolbeault
HPY (M) ~ Hg’q(M) .
23.3. Dualita di Poincaré.

Teorema 29. Sia M una varieta compatta connessa orientata n— dimensionale. Allora applicazione
indotta in coomologia dal prodotto esterno sequito dall’integrazione:

O Hig(M) @ Hig"(M) = R,  ®([al,[8]) := /M “No
e ben definito e non degenere. Si ha quindi un isomorfismo:
HJp (M) ~ Hi " (M)
detto dualita di Poincaré.
Dimostrazione.
Il fatto che ® sia ben definito segue subito dal Teorema di Stokes. Sia a € H(IfR(M ); per il

Teorema di Hodge-de Rham possiamo supporre che « sia una forma armonica. Ricordando che
d* = (=1)"+7+1 & dx sulle k-forme e che ** = (—1)*"** si dimostra facilmente che

Ax = xA

e quindi scopriamo che *a ¢ anche armonica e rappresenta una classe in Hp F(M). Vediamo allora
che

& ([al, [+a]) = /aA s = [|a?

e abbiamo la tesi.
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Osservazione. Utilizzando il Teorema di de Rham otteniamo la dualita di Poincaré per la coomolo-
gia singolare:

H*(M,R) ~ H" *(M,R)

Ci sono dimostrazioni puramente topologiche di questo risultato. Si veda ad esempio il testo di
Griffiths-Harris oppure Vick Introduction to homology theory.

23.4. Dualita di Kodaira-Serre.

Teorema 30. Sia M una varieta complessa compatta e connessa di dimensione complessan. Allora
Uapplicazione indotta in coomologia di Dolbeault dal prodotto esterno sequito dall’integrazione:

U Hg’q(M) ® Hgfp’"fq(M) —C, Y(a,[8]) = /Ma A B

e ben definita e non degenere. Si ha quindi un isomorfismo:

HISJI(M) ~ Hgip’niq(M)

detto dualita di Kodaira-Serre.

Dimostrazione.

La dimostrazione ¢ molto simile a quella della dualita di Poincaré. Sia o € H g’q(M ); per il Teorema
di Hodge-Dolbeault possiamo supporre che « sia una forma armonica. Si ha, anche in questo caso,
la fondamentale osservazione che

A §* =k A P
e quindi *a & anche armonica e rappresenta una classe in H;~"""9(M). Vediamo allora che
2
U([al, [xa]) = lo]|
e abbiamo la tesi.

Osservazione. Utilizzando il Teorema di Dolbeault, H g’q(M ) ~ H1(M,QP), otteniamo la dualita
di Kodaira-Serre per la coomologia a valori nel fascio delle p-forme olomorfe QP

HY(M,QP) ~ H" (M, Q" P)

Osservazione. Sia M complessa, compatta e connessa. Sia ora m la sua dimensione complessa.
Utilizzando il principio del massimo per funzioni olomorfe di una variabile non e difficile dimostrare
che le uniche funzioni olomorfe su M sono le costanti *®. Insieme alla dualithy di Kodaira-Serre
questo ci dice che

HYP(M)~C-1  Hy"™(M)~C-(«1).

BTrovate il semplice argomento nel libro di Wells, Theorem 1.11
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23.5. Il Teorema di Kiinneth per la coomologia di de Rham.

Siano M ed N due varieta compatte reali orientabili. Il prodotto esterno di forme induce un’applicazione
lineare

QF (M) ® QY(N) D (M x N)
che invia ¢ € QF(M) e ¢ € Q(N) nella forma che nel punto (z,w) € M x N vale ¢(2) A ¥(w).
Denotiamo brevemente questa k + /-forma su M x N tramite il simbolo ¢ ® 1.

Teorema 31. Il prodotto esterno di forme induce un isomorfismo

(120) HY (M x N) =~ @y = H* (M) @ HY(N)

Applicando il teorema di Hodge-de Rham otteniamo un isomorfismo

(121) HIp (M x N) ~ @ p—j Hig (M) ® Hig(N).

e quindi, per il Teorema di de Rham, otteniamo il sequente isomorfismo per la coomologia singolare:
(122) HY(M x N,R) = ®p=; H*(M,R) @ H'(N,R).

Osserviamo che esistono dimostrazioni puramente topologiche di (122); inoltre nel caso della coomolo-
gia singolare a coefficienti interi, la formula e piti complicata. Si veda ad esempio Bredon Geometry
and Topology.

La dimostrazione del Teorema 31 si basa sulla formula Ay vy = Ay QIdy +1Idjy QA . Vi rimando
al Griffiths-Harris per i dettagli (dove e fatto in dettaglio per il Laplaciano associato a 0, ma gli
argomenti sono identici).

23.6. Il Teorema di Kiinneth per la coomologia di Dolbeault.

Siano M ed N due varieta complesse compatte. E ancora ben definita I’applicazione
QPI(M) @ Q"*(N) N QPFHITS (M x N)

e si ha il seguente

Teorema 32. Il prodotto esterno di forme induce un isomorfismo

(123) H“Y (M X N) 2 @pyr=u; g+s=0 B (M) @ H*(N)

Applicando il teorema di Hodge-Dolbeault otteniamo un isomorfismo

Hg,v(M X N) = @p+r:u; q+s=v Hg’q(M) ® Hgs(N) ’

Anche per questo teorema vi rimando al Griffiths-Harris.

23.7. Numeri di Hodge di una varieta complessa compatta.

Sia M una varieta complessa, compatta, connessa di dimensione complessa m. Sia N un’altra tale
varieta di dimensione n. Definiamo i numeri di Hodge h??(M), o semplicemente h??, come

hP (M) := dim Hg’q(M)
Per il Teorema di Hodge-Dolbeault e per il teorema di Dolbeault si ha anche che
hP (M) = dim HP9(M) = dim HI(M, QP)
Riassumiamo le proprieta di questi numeri:

(124) WPU(M) < 0o

(125) ROO(M) =1, A™™(M) =1
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(126) WPA(M) = hm—Pm=1()])

(127) KM x N)y= > hP9(M)-h"S(N)
pt+r=u;q+s=v

23.8. La caratteristica di Eulero-Poincaré & I’indice dell’operatore di Gauss-Bonnet.

Si consideri una varieta compatta orientabile M ndimensionale con n = 2k. Consideriamo il
complesso di de Rham e l'operatore di Dirac associato ). Per quanto visto nella sottosezione 15.7
si ha che D = Dgp, Poperatore di Gauss-Bonnet: d + d* = Dgp e quindi

o 0 d + d* |dispari
Dap = < d+ d*|pa

con DEB = d + d*[pari € D = d 4 d*|gispari- Ricordando la formula (115) per ind(DgB), e cio¢
ind(D/, ) = dim HP" (M) — dim HYSPari(Af) abbiamo allora

ind(D¢p) = > _(—1)/dimH =Y “(=1)dimH], (M) = > (~1)’dimH’ (M, R)
dove nell’ultima uguaglianza abbiamo utilizzato il Teorema di de Rham. Riassumendo:
ind(DéB) = x(M)

Applicando il Teorema dell’indice di Atiyah-Singer otteniamo allora il Teorema di Chern-Gauss-
Bonnet:

X1 = [ e
M
con e(TM) := [e(M,VT™M)] uguale alla classe di Eulero.

23.9. La caratteristica di Eulero x(M,O(M)) & I’indice dell’operatore 0 + 0*.
Soa ora M una varieta complessa e consideriamo il complesso di Dolbeault
SN o R 10 2 ¢ a6V W

Allora, per i risultati spiegati nella sottosezione 22.1 abbiamo che I'operatore di Dirac generalizzato
associato a questo complesso di Dirac ¢ 'operatore 9 + 0* e quindi

ind(d + 0" [pari) = Y _(—1)?dimHy7 (M) =Y "(=1)7h% (M) =: x(M, 0)
Similmente, se W — M & un fibrato olomorfo:
ind(dw + Oy [pari) = X (M, O(W))
Applicando il Teorema dell’indice di Atiyah-Singer otteniamo il Teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch:

X(.001) = [ Ta(roar)

e, piu in generale,

x(M,0(W)) = /M TA(T°M) A Ch(W)

con TA(THPM) la classe di Todd di M e Ch(W) il carattere di Chern di W,
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23.10. La segnatura di M%" & I’indice dell’operatore di segnatura.

Sia M una varieta compatta orientabile di dimensione 2/. Sia Dgjen I'operatore di segnatura. Quindi
Dgign ¢ uguale all’operatore di de Rham d + d* sulle forme differenziali complesse A7 M considerate
come un fibrato di moduli di Clifford graduato, con operatore di gradazione 7 = (\/—l)p(p*1)+k*,

T:A%M%Agpr.

Si veda la sottosezione 15.9. In particolare, si ha la decomposizione Az M = AEM ® AcM con
A(%M ={w e AFM : 1w = Fw}. Quindi

oo 0 d+ d*| -
segn — d—i—d*|A+ 0

Notiamo allora che Dgegn = A e quindi 7 commuta con Dgegn. Si ha:

ind(DSJ“egn) = dimKer(DS’egnDS*egn) — dimKer(DjegnDS’egn) =
= dim{forme armoniche in AL M} — dim{forme armoniche in AzM}

=dim{h € H|7h =h} —dim{h € H | Th = —h}
dove abbiamo indicato con H le forme armoniche in A7M. Sia 0 < k <[ e si considerino gli spazi
invarianti per 7, V;, = H* @ H¥*~%. Se a € V}, allora a = 3+ 7(8) con 8 € HF e 7(3) € H?~*. Sia
o =B —71(B), allora o € V}, ma 7(a/) = —a’ e dunque

dim{h € V, e H | 7h =h} =dim{h € V}, | Th = —h}.
Osservando poi che Vj ¢ invariante per 7, concludiamo che per ind(DSJggn) si ha, con ovvia notazione:

ind(Df,,) = dim(V;") — dim(V,").

segn

Consideriamo I'endomorfismo di V; definito da 7; per definizione 7 = ¢/ H(—Dy = i % sulle [—forme,
ossia 7 = 4% = xse | = 2n e 7 = (DL = jx se | = 2n + 1. Per [ dispari, #+ = —1;
quindi V' (x)4;, gli autospazi dell’operatore reale * relativi agli autovalori complessi coniugati =+i,

sono isomorfi, essendo V' (x); = V() _;: in questo caso si ha allora che ind(Dgy,) = 0.

Per [ pari notiamo che 7 & un operatore reale; siano ]I-]Iit gli autospazi relativi agli autovalori +1 per
l'operatore * sulle [—forme armoniche reali. Allora si ha:

ind(DZ,,) = dim(H, ) — dim(H")

segn

Si fissi una base in H! tale che

+ + !
al_,~~,ag+€Hl+
al’...7ap_€H7

La forma quadratica:
(128) a—>/a/\a€R per a € H' = Hlz (M)

¢ definita positiva su Hﬂr e definita negativa su H come si deduce da:

fai/\a*:fa*/\*a*—(aj\a;) >_0
= —(aj \aj ) <0
Concludendo
ind(Djegn) = segn(M)
con segn(M) = pT—p~ lasegnatura della forma quadratica (128), ossia, per definizione, la segnatura
di M.
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Riassumendo:
se M*" & una varieta orientabile compatta di dimensione 4n allora
(129) ind(D;;gn) = segn(M).

Applicando il Teorema dell’indice di Atiyah-Singer al membro a sinistra otteniamo il teorema della
segnatura di Hirzebruch:

segn(M) = /M L(TM)

con L(TM) la classe L di Hirzebruch.

23.11. Il Teorema di Bochner.

Teorema 33. Sia M una varieta compatta con primo numero di Betti by(M) = dim H)g (M) non
nullo. Allora non esiste alcuna metrica con curvatura di Ricci positiva.
Dimostrazione Sia D = d + d*. La formula di Weitzenbock da la seguente espressione per J?:

P =dd* +d'd=V*'V+QM

Si consideri la restrizione a T*M = A'M: Q)™M
T*M. Si verifica allora con un conto che

* 1 .
Qé\ M\TM(ek) = 5 Z eiejel(R(ei, ej)ek, 61) = ZRICkaea
i?jil a

7+ p. Si identifichi, tramite la metrica, TM con

Se la curvatura di Ricci & positiva, allora per o € Q' (M) armonica si ha (2 Ma, a) = (P?a, a) —
(V*Va,a) = —||Va|[? <0 che implica o = 0 ossia by (M) = 0.

23.12. Teoria di Hodge su varieta di Kéahler.

Sia (M, h) una varietd complessa hermitiana e sia w € Q51(M) la forma di Kihler associata. Vi
ricordo che (M, h) & di Kéhler se dw = 0. Nella Proposizione 12 abbiamo visto una caratterizzazione
equivalente della proprieta di Kdhler. Ne enunciamo ora un’altra 4°. Diamo innanzitutto la seguente

Definizione 36. Diremo che la metrica hermitiana h oscula la metrica hermitiana canonica
all’'ordine k£ in pg € M, se esiste una carta complessa centrata in pg, con coordinate associate
(z1,...,2n), tale che

h = Z((SZJ + Kij)dzi &® dzj
con K;; che ¢ zero all’ordine & in 0.

Diremo che h oscula la metrica hermitiana canonica all’ordine k se cio € vero in ogni punto di M.

Proposizione 24. (M,h) é di Kdhler se e solo se h oscula all’ordine 2 la metrica hermitiana
canonica.

49per uno studio dettagliato di tutte le possibili equivalenti nozioni di metrica di K&hler vi invito a consultare le
note di Andrei Moroianu (disponibili in rete; ¢’¢ anche un libro, sempre a cura di Moroianu, che peré non & disponibile
in rete).
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Per la dimostrazione di questa Proposizione e dei risultati riportati in questa Sottosezione vi ri-
mando, per esempio, al Griffiths-Harris.

Abbiamo gia visto che se M ¢ di tipo Kéhler allora per i numeri di Betti pari si ha bog(M) > 0.
In questa sottosezione vedremo ulteriori fondamentali risultati sui numeri di Betti e sui numeri di
Hodge di una varieta di Kéahler.

Consideriamo ’operatore

Sia

L : QP,Q(M) — Qp—i-l,fH-l(M)
I'operatore

La)=aAw

con w la forma di Kéhler. Sia A := L*, aggiunto di L:

A QPYM) — QPLa (M)
Proposizione 25. Sia (M, h) di Kahler. Valgono le sequenti equivalenti identita:

A, d] = —4n(d®)*, [L,d"] =4nd°.

La dimostrazione ¢ un lungo e complicato conto nel caso di C" dotato della metrica hermitiana

canonica. Nel caso generale si utilizza la Proposizione 24. Come facili conseguenze di questa
Proposizione otteniamo dopo qualche calcolo i seguenti due fondamentali Corollari.

Corollario 10. Sia (M, h) di Kdhler e sia Ag il Laplaciano di Hodge-de Rham. Si ha
[A,Ay] =0; equivalentemente  [L,Ag] =0.

Corollario 11. Sia (M,h) di Kdhler e sia Ay = 00* + 0*0 il Laplaciano di Hodge-Dolbeault.
Consideriamo anche Ay = 00* + 0*0. Si ha
Ag=2A5=2Ap

Conseguentemente Ag(QP9(M)) C QP4(M); in parole, il Laplaciano di Hodge-De Rham rispetta la
decomposizione delle forme in tipo (p,q).

Consideriamo ora Z7(M) := {a € QP4(M) | do = 0} e
HPA(M) = Z59(M)/dQ" nQP4(M).
Consideriamo anche gli spazi di forme armoniche
HEY(M) == {a € QPI(M)|Aga =0}
insieme all’usuale
H(M) :={a e Q" (M)|Aja=0}.
Consideriamo anche
Hg’q(M) ={aec QPIM)|Aja=0}.
Dal fatto che Ay rispetta la decomposizione in forme di tipo (p,q) e che ¢ un operatore reale
otteniamo le seguenti due identita:

HY(M) = ®prqr HYI(M),  HZI(M) = HIP(M).
D’altra parte, una semplice modifica del Teorema di Hodge dimostra che
HPA(M) ~ HYY(M)
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Inoltre, da Ay = 2Aj5 segue che

HE (M) = HE*(M)

e quindi
HPY(M) ~ Hg’q(M) .

Mettendo tutto insieme otteniamo il seguente notevole

Teorema 34. Sia (M, h) una varieta di Kéhler. Allora per i numeri di Betti bj(M) := dim HgR(M)
e per i numeri di Hodge h??(M) := dim Hg’q(M) vale quanto seque

(130) bow(M) >0, ke {0,...,dime M}

(131) br(M) =Y hPU(M)

ptg=r
(132) hP(M) = hOP(M)
Conseguentemente
(133) 527«+1(M) € 27

Le prime tre equazioni seguono da quanto sopra; l'ultima & facile conseguenza di (131) e (132).

Esempio 1. Per lo spazio proiettivo complesso P™(C) si ha

mpeeney={ ¢ e
La dimostrazione ¢é facile conseguenza del Teorema precedente e del fatto che
HG(P"(C) ~C, HE™(P"(C)) =0,
Infatti: dall’ultima relazione sulla coomologia di de Rham segue che Hg’q(P"((C)) =0sep+gqe
dispari; se p # j allora
1 = by (P"(C)) > WPHP(P"(T)) + KPP (P"(C)) = 2% 7(P"(C))
e quindi A?27~P(P"(C)) = 0. Ne segue che necessariamente h?P(P"(C)) = 1 e abbiamo finito.

Esempio 2. Una superficie di Riemann M ¢ automaticamente di K&hler. Supponiamo che M sia
topologicamente un toro con g buchi; allora by (M) = 2g e vediamo allora che

RYO(M) = hOY (M) = g.
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24. Nucleo del calore e teorema di Atiyah-Singer

24.1. Equazione del calore.

Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta senza bordo. Consideriamo un operatore di Dirac
D generalizzato su un fibrato E — M di rango k. L’equazione del calore associata all’operatore [
& per definizione ’equazione

(134) %erlZ)Zs:O, € C®(R" x M;E).

Teorema 35. Per ogni dato iniziale sy € C*°(M, E) esiste ed é unica la soluzione di (134) con
condizione iniziale s(0,-) = so(-). Inoltre la soluzione s(t,-) := s;(-) soddidfa ||s¢||r2 < ||so]|r2-

Dimostrazione. E facile conseguenza della teoria sviluppata nelle precedenti sezioni.
Unicita. Sia s; una soluzione. Per la norma L? abbiamo allora

;HSHF = gt(st,st) = —(Wss,80) = (51, P%s0) = —2(Dse, Dse) = =2[[Pse]|* <0
Quindi

Isell* < [lsoll* vt >0

da cui la tesi.
Esistenza. Per il calcolo funzionale (si veda la lezione precedente) ha senso considerare 1'operatore
exp(—tP?) (infatti la funzione A — exp(—tA?) & sicuramente limitata). Poniamo s; := exp(—t])?)sq.
Allora sappiamo che s, € C*°(M, E); inoltre la funzione A\ — exp(—tA?) & derivabile k volte rispetto
a t e la funzione derivata ¢ ancora limitata; ¢ allora facile convincersi che ¢ possibile derivare rispetto
a t la funzione s; ed ottenere:

d
%St = 7@26—@[}?80 = fﬁzst = —]Z)zst

da cui la tesi. La condizione iniziale & chiaramente soddisfatta per le proprieta della funzione
esponenziale e per il calcolo funzionale.

Notazione. L’operatore exp(—t])?), verra denotato d’ora in avanti semplicemente con exp(—tJ?).
L’operatore exp(—t])?) & detto operatore del calore.

Dalle proprieta della funzione esponenziale segue che vale la proprieta di semigruppo

ei(t1+t2)ﬁ — eitlﬁ oeit2ﬁ .

Sia £ X E* il fibrato su M x M che ha come fibra su (my,mz) il fibrato E,,, ® E;,, =
Hom(Ey,,, Em,)-

Proposizione 26. L’operatore del calore exp(—t]?) ¢ un operatore regolarizzante:

(135) (e_tﬁs)(ml) = / Ki(my,mga)s(mga)dvolpr(me), con Ky € C°(M x M;EXE").
M

Il nucleo K; ¢ detto nucleo del calore.

Dimostrazione. Sara conseguenza del seguente

Lemma 10. Sia A € L(L*(M,E),L?*(M,E)), A = A*. Supponiamo che A : L*(M,E) —
C™1(M, E) sia continuo come operatore fra spazi di Banach. Allora A? & un operatore integrale
con nucleo in C"(M x M; EX E*).
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Assumiamo il lemma e dimostriamo la proposizione.

Vk € N l'operatore IF exp(—tI)?) ¢ limitato in L?, dato che corrisponde tramite il calcolo funzionale

k,—tA?
e

alla funzione A — A . Ne segue, per la norma || ||[o = ||z2 che

[P0 < Cllsllo,

da cui, per la disuguaglianza di Garding e utilizzando C per una costante generica:
le™P sl < € (lle™ sllo + 1D |ly) < Cllsllo-

Ne segue che et 12 5 H & € continuo Vk e quindi per il Lemma d’immersione di Sobolev, e~ th”
t t

L? — C" & continuo Vr. Ma dalla proprieta di semigruppo sappiamo che et = e3P oe 2P e

utilizzando il Lemma abbiamo immediatamente la tesi.

Dimostrazione Lemma (Sketch). Per semplicita consideriamo E = fibrato banale. Consideriamo

my € M. Associamo ad s € L? il numero complesso (As)(m1). Otteniamo un funzionale lineare su

L? e quindi, per il Teorema di Riesz, esiste v,,, € L? tale che (A4s)(m1) =< 8, v, >, i.e.
(As)(my) = / s(ma)vpm, (m2)dma .
M
Si ha
(i) m — vy, & una funzione C” a valori in L? (segue dall'ipotesi A € L(L?, C™1)).
(ii) (A%s)(m1) = [y, s(m2)(Avpm,)(m1)dms (segue da A = A*).
Poniamo K (my,mz) := Avy,(mq). Allora K € C"(M x M) perché mg — vy, & C"(M, L?) da (i)
e quindi mg — Avy,, ¢ C"(M,C"(M)) per ipotesi. Il lemma ¢ dimostrato.

Esempio. 1l nucleo del calore del Laplaciano in R" & Ky(x,y) = (47t) "z e~ tle—vl,

Notazione. Useremo anche la notazione K (e '7")(z,y) per il nucleo del calore associato a

exp(—t1?).
24.2. Proiezione ortogonale sul nucleo.

Abbiamo appena visto che e @ regolarizzante, cioe
e*tﬁ(ml) = /Kt(ml,mg)s(mg)dvolM

con nucleo K; in C'°°. Esiste un altro operatore regolarizzante notevole: 11, la proiezione ortogonale
L*(M, E) — Ker(I?) C L?*(M, E), con Ker(I)?) di dimensione finita e contenuto in C*°(M, E). Per
verificare che II & un operatore integrale con nucleo C™ fissiamo una base 1, ..., i di Ker(IP?). E

k
chiaro che se s € L?(M, E) allora Ils = Y (s, ¢;)¢; da cui
21
k
(136) IIs = Z(/ < 8,05 >)pi
i1 IM

Supponiamo preliminarmente che ¢; siano funzioni: definiamo allora funzioni C*° su M x M, e le
denotiamo ¢; X ¢, come segue

(pi M ;) (M1, m2) = @i(m1)@i(ma).
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Riscrivendo (136) in termini di queste funzioni abbiamo allora

(Ms)m) = 3 (fy s(ma)zi(ma)deols) o

k
= fM(Zl%‘ X ¢7)(m1, ma)s(ma)dvoly,,

espressione che dimostra che Il € un operatore integrale con nucleo C*° dato da
k
K():=> ¢;Rgi € C°(M x M).
2:1
In generale se E ¢ un fibrato hermitiano allora definiamo

0i Rt e C°(M x M, ER E*) = C=(M x M,HOM(E, E))
dove (EX E*)(m1,mz2) = En, ® E,,, = Hom(Ep,, En,)

tramite
((pi ® @) (m1,m2)) (v1) = (v1,0i(m2)) pi(ma1), con v € Enm,.
Con questa definizione, ed utilizzando nuovamente (136) abbiamo ancora

(Ils)(my) = /M K(IT)(m1, ma)s(ma)dvol,,,

con nucleo
k

K (II) :thiggof € C®(M x M;EX E").
1:1

24.3. Ancora sulla regolarita del nucleo del calore.

Il fatto che 'operatore del calore e~ sia un operatore regolarizzante e di fatto conseguenza di un
risultato piu generale che ha interesse per lo meno enunciare:

Proposizione 27. Sia P un operatore di Dirac generalizzato su una varieta compatta e sia f :
R — R una funzione rapidamente decrescente. Allora f(IP) é un operatore regolarizzante. Inoltre,
se S(R) ¢ lo spazio delle funzioni rapidamente decrescenti, con la sua naturale struttura di spazio

di Fréchet, allora, confondendo un operatore regolarizzante con il suo nucleo, si ha che

SR)> f— f(P) e C°(M x M; EX E™)

e continuo

Non dimostreremo questa Proposizione. L’idea & di scrivere
FP)=)_ fIL,
A

con II, il proiettore ortogonale sull’autospazio associato a A € o([D). Per la sezione precedente
sappiamo che l'operatore IIy ¢ regolarizzante. Occorre allora dimostrare che la serie ), f(A)II)
converge nella topologia dei nuclei integrali C*°, e cioe in C*°(M x M; E XK E*). Questo ultimo
passo ¢ lasciato come esercizio nel libro di Roe. Per una dimostrazione molto dettagliata di questo
esercizio consultate
https://www.math.uni-augsburg.de/prof/diff/dokumente/Spingeo_1516/Aufgabe-2.pdf.



125

24.4. Operatori di Hilbert-Schmidt.

Definizione 37. A € L(H,H), con H di Hilbert, si dice di Hilbert-Schmidt se esiste una base
+o0
ortonormale (e;); tale che 3. || Ae;||* < +o0.

=1
In tal caso possiamo introdurre una nuova norma (la norma di Hilbert-Schmidt) tramite

—+00
2 2 2
1AlFs = Y Aeill® =Y 1< Aeiejs |
=1 ]

Teorema 36. Si ha che
i) ||A|l g non dipende dalla scelta di (e;);, e inoltre ||Al| < || Al gg

W) [|Allgs = 114" s
iii) A di HS = A compatto

+00
iv) || Allrs = (A, A)ns dove (A, B)ns = - (Aei, Bei)

i1
v) SeU € L(H,H) e A ¢ di HS allora UA e AU sono di HS e vale |{UA| yg < |U|| ||All g, cioé
HS ¢ un ideale.

Per una dimostrazione dettagliata di questo Teorema potete consultare il libro di Shubin (Appen-
dice).

Proposizione 28. Sia H = L?*(M,dm) e K € CO(M x M). Definiamo A € L(H, H) tramite
Au = [, Ka(mi, ma)u(ma)dms. Allora A ¢ di HS e ||A|5s = [ [y | Kal” dmidmo.

Dimostrazione. Una base per L2(M x M) ¢ data da e; Xe; dove (e;); ¢ una base di L2. Qui abbiamo
posto, come sopra,
e; X ?j(ml, mg) = ei(ml)?j(mg) .

+o0
Sviluppiamo K4 = ) < Ka,e; Xe; > e; e da cui ||A||12LIS = Y |l Ae|? = S |< Aej,ej > =
il i

17]
S Ka(z,y)ei(@)ej(y)| = X< Ka,e; K > = HKAH%Q(MXM)‘
2y 2y

Quindi HAH?{S < 400 dato che M e compatta.

Analogamente, se F & un fibrato hermitiano e K € C°(M x M, EX E*) allora I'operatore integrale
definito da K e di Hilbert-Schmidt.

Corollario 12. e~'P* ¢ di HS Vt.

24.5. Operatori di classe traccia.

Definizione 38. T' € L(H, H) si dice di classe traccia o tracciabile se T = AB con A, B di HS. Se
T ¢ tracciabile, poniamo Tr(T") := (B, A*)gs da cui

—+o00 —+o0 —+o0
Tr(T) = ) (Bei, A*ei) = Y (ABej,ei) = Y (Tei, e;)
21 21 21

con la serie assolutamente convergente.
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Osservazione. Sia A limitato. Allora A tracciabile = A di HS = A compatto.

Se T ¢ autoaggiunto e se scegliamo (e;); base di autovettori di T' (base che esiste per il teo-

“+oo
rema spettrale per operatori compatti e autoaggiunti) allora Tr(7T") = > A; dove A; sono i relativi
il
autovalori (reali).
Da quanto discusso fino ad ora scopriamo che e_tDz, che e autoaggiunto, e tracciabile e

+00
Tr(e_tDQ) = Ze‘t’\f , con A; autovaloridi D.
a1
(in questa formula gli autovalori non sono distinti). Infatti per il corollario (12) sappiamo che e~3D?
¢ di HS e quindi per la proprieta’ di semigruppo abbiamo che e~*P ? ¢ tracciabile.

Proposizione 29. T tracciabile, B limitato = T'B e BT sono tracciabili e Tr(BT) = Tr(T'B). In
parole, gli operatori tracciabili sono un ideale e la traccia di un commutatore [T, B| é uguale a zero.

Dimostrazione Sia T = AA’ con Ae A’ di HS, TB=TAA'B e
Tr(TB) =Y _ <TBeje; >= Y < Be;, T e; >=
i i

Z < Bej, e, > < T*e; e > = Z < Bej, e, >< Tey,e; >= Tr(BT).

7 K3

Osservazione: analogamente, se 7' e B sono di HS allora Tr(7T'B) = Tr(BT') (notare che i prodotti
sono tracciabili per definizione).

24.6. Teorema di Lidski.

Teorema 37. (Lidski) Se A ¢é regolarizzante con nucleo K4 € C* allora A é tracciabile e Tr(A) =
Jar Ka |a dvol dove A = {(m,m)} — M x M. Analogamente, se A : C*°(M,E) — C>*(M,E) ¢
regolarizzante con nucleo K4 € C*®°(M x M, EX E*) allora A é tracciabile e

(137) Tr(A) :/ trg, ((Ka)(m,m))dvol .
M
Osservazione. Il nucleo K4 ¢ tale che K4(m, m) € End(E,,) ed € quindi ben definita la traccia

trg,, (Ka(m,m))

Dimostrazione. Supponiamo preliminarmente che esistano B, C' operatori integrali con nucleo con-
tinuo come nella proposizione 28 tali che A = BC'" allora B e C sono di HS e

Tr(A) = (C,B*)gs =Tr(CB) = (B,C")gs.
Sempre per la proposizione 28
Tr(A) = / / Kp(my,me)Kc(ma, my)dmyidms;
MJIM

d’altra parte A ¢ anche a nucleo continuo e piu precisamente

Ka = Kpc(mi,mg) = /KB(mlam2)KC(m2am3)dm2§
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da cui la tesi in questo caso particolare. Resta solo da provare che possiamo sempre esprimere
A = BC come sopra: siano B = (14 D?)™" e C = (1 + D?)"A, e verifichiamo le ipotesi. Il nucleo
di C & C* e per quel che concerne B consideriamo B’ = (1 + DQ)_”/Q: per Garding e Sobolev
B’ : L? = C' se n ¢ abbastanza grande, e per il lemma tecnico della lezione scorsa ne segue che
(B")? = B ha nucleo C°. La proposizione ¢ dimostrata.

Riassumendo, abbiamo provato il seguente fondamentale

D2

Teorema 38. ¢! —tD?)

= Ze*”‘?. Se K; denota il nucleo del calore allora

¢ tracciabile, Tr(e

(138) Tr(e—tP*) = /M trm,. (Ky(m,m)) dvol

24.7. Formula di McKean-Singer.

Ricordiamo innanzitutto che se V.=V & V= & uno spazio vettoriale Zo-graduato e A € End(V),

allora
_ [ A Aqo
-4 i)
e, per definizione,

tr(A) =tr(A;y) +tr(A—_) e str(A) =tr(A;y) —tr(A__)
dove a destra c’e, per definizione, la supertraccia di A.

Sia D = < OD+ OD ) un operatore di Dirac su un fibrato hermitiano Zs-graduato ET @ E~.

DDt 0 D2 e tP™DT
2 tD
b :<0 D+D_>’ ¢ ° :<0 DD |

Teorema 39. (Formula di McKean-Singer) Si ha

Consideriamo

(139) ind(D") = Str(e *P%) = Tr(e P2 PF) — Tr(e PP ) = / strg, (K¢(m, m))dvol.
M

Dimostrazione. Continuiamo con il nostro piccolo abuso di notazione e confondiamo D con la sua
chiusura.
Nella dimostrazione del Teorema di decomposizione spettrale abbiamo visto che L?(M,E) =

Djen My, (Q) e che My(Q) = K—u(D) ® Ky(D) con p? = (1-p)/p.
E chiaro che
K_,(D) & Ku(D) C K,2(D?)

e quindi, dalla decomposizione ortogonale L?(M, E) = @ M,,(Q), vediamo che

jEN

L*(M,E) = P K\(D?).
A

Sia Ky = Kj\' ® K, la decomposione dell” autospazio di D? associato a A secondo la gradazione

di E e sia nf = dim(K/j\E). Per quanto visto Tr(e *P"P") = )\2:0 e~ nf e qui gli autovalori si
>
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intendono ovviamente distinti. Abbiamo allora Tr(e™*?"P") = nd + 37 e nf e Tr(etPHP7) =
A>0

S el =ng + Y e ny, e quindi
A=>0 A>0
ind(D") = dimKer(D~ D) — dimKer(DTD™) =nd —ng .

Basta quindi provare che )\Zo e_mn; = )\ZO e_t’\ni. Se ot € K;\r per A > 0 allora DT o™ € K, per
> >
A > 0: infatti DY D~ (D) = DT (D™ Dtpt) = ADTpt. Analogamente se ¢~ € K, per A > 0

- + + D+ _ %D_ N N + _
allora D™~ € Ky cioc Ky — K, =—— K e¢ l'identita. Ne segue che Ky ~ K, per A > 0 e
quindi n;\r =n, per A > 0, come si voleva.
L’ultima uguaglianza segue subito da (138).

24.8. Idea della dimostrazione del teorema di Atiyah-Singer tramite il nucleo del calore.
Sia AS la forma differenziale che compare nel membro a destra della formula di Atiyah-Singer.
Denotiamo la componente di grado massimo di questa forma differenziale con [AS],,, con n uguale
alla dimensione di M. La formula di Atiyah-Singer per operatori di Dirac si ottiene mandando
a zero t nella formula di McKean-Singer. Per operatori qualsiasi il limite della supertraccia del
nucleo del calore moltiplicato per la forma di volume, non esiste. Per operatori associati ad una
connessione di Clifford si ha, miracolosamente, il limite puntuale

(140) str g, Kt (p, p)dvoly (p) — [AS]a(p) -

Dato che il limite & puntuale, possiamo ragionare in un intorno di p € M. Il limite si calcola con
un procedimento di riscalamento che e dovuto ad Ezra Getzler. Lo trovate spiegato nel libro di
Berline-Getzler-Vergne oppure in quello di Roe (seconda edizione, la prima conteneva errori). Una
spiegazione schematica ma piuttosto dettagliata del metodo di Getzler, basato sul libro di Berline-
Getzler-Vergne, la trovate anche in delle note per un corso di dottorato (P. Piazza, Note per il corso
"1l Teorema dell’indice di Atiyah-Singer”, a.a. 2000-2001).

Osservazione. E importante notare che per I’esempio dato dall’operatore di Dolbeault ¢ necessario
assumere che la metrica sulla varieta complessa sia di Kahler; solo con questa ipotesi addizionale
si ottiene un operatore di tipo Dirac per il quale il limite puntuale (140) esiste. Tuttavia, per una
qualsiasi varieta complessa hermitiana, & ancora possibile calcolare I'indice dell’operatore (5+5*)+
e si ottiene anche in questo caso il membro a destra del teorema di Riemann-Roch-Hirzebruch.
Rivediamo I’argomento, che abbiamo essenzialmente gia dato: si introduce una connessione di Clif-
ford sul fibrato A%* M, si considera I’operatore di Dirac associato a questa particolare connessione
ed alla struttura di modulo di Clifford gia introdotta in A%*M; si ottiene in questo modo un oper-
atore D che ha lo stesso simbolo principale di (0 + 5*)1’&“ e che ha quindi lo stesso indice (la loro
differenza & un endomorfismo del fibrato). Si scrive la formula dell’indice per DT e si verifica che
& proprio quella che fa intervenire il membro a destra del teorema di RRH. Dato che (0 + 5*)+ e
D hanno lo stesso indice, abbiamo finito.



[1]
[2]
3]

(15]

(16]

129

REFERENCES

M. Atiyah. K-Theory, Benjamin, New York, 1967.

N. Berline, E. Getzler e M. Vergne. Heat kernels and Dirac operators, Springer-Verlag 1992.

P. Gilkey. Invariance Theory, the heat equation and the Atiyah-Singer indezr theorem (seconda edizione). CRC
press. 1995.

P. Griffiths, J. Harris. Priciples of Algebraic Geometry, Wiley, New York.

A. Hatcher, Vector bundles and K-Theory;

disponibile al link https://www.math.cornell.edu/ hatcher/VBKT/VBpage.html

D. Husemmoler. Fibre bundles, GTM Vol. 20, Springer-Verlag, 1975.

K. Kodaira. Complex manifolds and deformations of complex structures. Grundlehren der Math. Wiss. 283.
Springer.

H. B. Lawson, M. Michelshon. Spin Geometry Princeton Mathematical Series, Vol 38.

J. Milnor. Morse theory, Ann. Math. Studies 51, Princeton University Press, Princeton 1963.

J. Milnor e J.D. Stasheff. Characteristic classes, Ann. Math. Studies 51, Princeton University Press, Princeton
1974.

J. Roe. Elliptic operators, topology and asymptotic methods (Second Edition). Longman Scientific and Technical
1998.

E. Sernesi. Geometria 2. Bollati-Boringhieri.

M. Shubin. Pseudodifferential operators and spectral theory. Second Edition. Springer-Verlag.

M. Spivak. A Comprehensive Introduction to Differential Geometry, vol. I, II ed., Publish or Perish, Inc., Wilm-
ington, Delaware, 1979.

F. Warner. Foundations of Differentiable manifolds and Lie Groups. Graduate text in Mathematics 94. Springer-
Verlag.

R. O. Wells Jr. Differential analysis on complexr manifolds Graduate text in Mathematics. 65 Springer-Verlag.



