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Settimo compito a casa. Soluzioni.

Esercizio 1. Consideriamo la superficie torica S ottenuta ruotando attorno all’asse
z la circonferenza di centro (R,0,0) e raggio r < R nel piano zz. Utilizzando le
informazioni contenute nell’Esempio 4 p. 254, scrivere le equazioni parametriche
della superficie torica.
Soluzione.
Le equazioni parametriche della circonferenza che, per rotazione, genera la superficie
torica sono:

x(t) = R+ cost z(t) =rsint, te0,27]
e quindi le equazioni parametriche della superficie torica sono

¢(t,0) = (R4 cost)cost, (R+ cost)sinf,rsint) (¢,0) € D :=[0,2x] x [0, 27]

Esercizio 2. Calcolare A% + B? + C? per la superficie torica S dell’es. 1 ed
utilizzando questa espressione dimostrare che I’area della superficie torica S € uguale
a 41rR.

Soluzione.

Sappiamo, si veda il libro di testo, che per una superficie di rotazione ottenuta
ruotando la curva di equazioni parametriche x = x(t), z = z(t) si ha:

A2+ B2+ C% = (2(1)® (@) + (2)?)
che nel nostro caso da
A? 4+ B?> 4+ C? = (R+cost)? - 12
Sappiamo che A(S) = [[, VA2 + B2 + C2dtdf, e quindi A(S) ¢ uguale a

2 27
A(S) = / d0/ (R + cos(t))dt = 4n°rR.
0 0

Esercizio 3. Consideriamo il toro solido T ottenuto ruotando attorno all’asse z
il disco di centro (R,0,0) e raggio r < R nel piano zz. Utilizzando la ben nota

formula
Vol(T) = /// dxdydz

dimostrare che il volume del toro T & uguale a 272 Rr2.
Soluzione. Conviene utilizzare coordinate cilindriche

(1) T3 (p,0,2) = (pcosh, psinb, z) € R?;

e noto, si veda il libro di testo, che lo Jacobiano della trasformazione indotta dalle
coordinate cilindriche & uguale a p. Quindi

// drdydz = ///~ pdpdOdz .
T T

Il problema & capire chi & T. Se D @& il dominio sotto il grafico di una funzione

x = f(z) nel piano zz, f > 0, f: [a,b] = R, e se T & il solido ottenuto ruotando

D attorno all’asse z, allora ci domandiamo come calcolare il volume del solido T

utilizzando coordinate cilindriche. Il dominio che stiamo ruotando e che produce

T ¢ il dominio D = {(z,2) € R?|0 < x < f(2)}. Per le coordinate cilindriche dei
1
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punti ottenuti per rotazione abbiamo senz’altro 6 € [0,27]. Ci domandiamo qual
e la relazione fra p e z. Ma p = z nel piano zz e siccome stiamo ruotando D &
chiaro, se ci riflettete un attimo, che la relazione fra p e z in un punto ruotato da un
punto (z,z) € D & la stessa che intercorre fra x e z; quindi il solido 7" & I'immagine

tramite la trasformazione (1) del solido T' = {(p,0,2) | 6 € [0,27],0 < p < f(p)}.

Quindi
2m f(z)
Vol(T /// pdpd@dz-/ d&/ dz/ pdp—ﬂ'/ f2(z)

Torniamo al toro: consideriamo le funzioni con dominio [—r,7]:

z):Rer e fo(z)=R—Vr2—22

Si ha allora, con piccolo ragionamento (fate una figura):

Vol(T) == ' fi(z) = f2(2)dz
e quindi

Vol(T') = w/_r (R+ V12 —22)2 — (R— /r2 — 22)%dz = 7T‘/T AR\r? — 2dz

-

Ma fjr V12 — 22dz ¢ larea della calotta superiore del disco di raggio r ed ¢ quindi
uguale all’area del cerchio di raggio r divisa per 2 e cio¢ (772)/2. Quindi

2
Vol(T) = 7743% = 2R,

Osservazione: il volume del toro si trova molto agevolmente con il Teorema di
Guldino visto nell’ultima lezione del corso.

Esercizio 4. Sia F: R? — R? il campo vettoriale
F(‘ra Y, Z) = (z2ya 7Iy27 Z)

e sia T il toro solido dell’es. 3, con bordo JT uguale alla superficie torica dell’es. 1.

Calcolare
/ < F /N >do
aT

utilizzando il teorema della divergenza.
Soluzione.
Per il teorema della divergenza

/ < F,N >do= /// div(F)dzdydz .
aT T

Ma div(F) = 22y — 2zy + 1. Quindi

/ < F,N > do = Vol(T) = 2n°Rr?.
oT

Esercizio 5. Sia F : R? — R3 il campo vettoriale

F(xayvz) = (yv *"E,ZQ +y2 +Z)
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e sia S lintersezione della superficie sferica di raggio 1 con il semispazio {z > 0} (e
cioe la calotta sferica superiore di raggio 1). Calcolare direttamente

/<F,N>da.
s

Soluzione.
Le equazioni parametriche della superficie sferica di raggio 1 sono

x = sin ¢ cos f
y = sin ¢sin f ¢ €10,7],6 € 0,27
Z = Cos ¢

e quindi quelle della calotta superiore sono ottenute prendendo ¢ € [0,7/2] (ma
sempre 6 € [0,27]). Un vettore normale alla superficie sferica nel punto (x,y, z)
¢ il vettore di coordinate (x,y,z) (segue, ad esempio, dall’equazione cartesiana
F(x,y,2) = 2? +y? + 22 — 1 = 0 della superficie sferica e dal fatto che il gradiente
di F' & ortogonale alla superfiecie Z = {F(z,y,z) = 0} (si vedala formula (55.9) del
libro); in alternativa possiamo calcolare (A, B,C)). Di fatto (z,y, z) & un versore
normale, perché (z,y, z) & sulla superficie sferica di raggio 1. Per la calotta superiore
il versore normale ha la terza componente positiva e punta quindi verso ’esterno
della calotta. Conclusione: il versore normale esterno nel punto corrispondente ai
parametri (¢, 6) & proprio

N(¢,0) = (sin ¢ cos d,sin ¢ sin 0, cos ¢)
Ne segue che < F, N > ¢ dato da
< (sin ¢ sin @, — sin ¢ cos 6, sin” ¢ 4 cos ¢), (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin @, cos B) >
e che |N|| =1 e quindi
< F,N >=sin® ¢ cos ¢ + sin ¢ cos® ¢

/2
/ < F,N > da:27r/ (sin® ¢ cos ¢ + sin ¢ cos? ¢)d¢ .
s 0

Calcolando I'integrale (non ¢ difficile) otteniamo 2.

Esercizio 6. Consideriamo l'asteroide dell’esempio 2 p. 174. Utilizzando uno
dei corollari del Teorema di Gauss-Green calcolare ’area della regione interna
all’asteroide.

Soluzione. L’astroide, denotiamolo 7, ha equazioni parametriche

2) { o ;c:; ((tt)) t € [0, 2n]

Per i risultati a pag 224/225 sappiamo che 'area della regione interna all’astroide,
D, & uguale a allintegrale lungo v della forma differenziale xdy: in formule

Area(D):/ xdy

~+

- / ydx.
At

che e anche uguale a



Quindi possiamo anche scrivere
1
Area(D) = 7(/ xdy — ydx).
27+

Dobbiamo capire qual ¢ l'orientazione positiva dell’astroide e, fatto questo, dobbi-
amo calcolare l'integrale della forma differenziale. Il vettore tangente all’astroide
orientato secondo la parametrizzazione (2) ¢ il vettore

T = (—3cos® tsint, 3sin? t cos t);
i due vettori normali sono
(3sin®tcost,3cos’tsint) e (—3sin®tcost, —3cos®tsint)

Il primo fra essi ¢ il vettore normale esterno (si ragioni, ad esempio, sulla parte
dell’astroide contenuta nel primo quadrante) e lo denotiamo N; ora, & chiaro dalla
figura che avete sicuramente disegnato che N si sovrappone a T ruotando in senso
antiorario; detto pilt analiticamente la base {N,T} & equiorientata rispetto alla
base standard di R?; infatti il determinante della matrice

3sin®tcost 3cos’tsint

—3cos?tsint 3sin®tcost
& positivo. Si veda pagina 217 per le necessarie definizioni.
Quindi il verso di percorrenza fissato dalla parametrizzazione (2) & quello positivo.
Calcoliamo ora fW xdy — ydz. Per definizione questo e uguale a

27
/ 3cos* tsin? t + 3sin? ¢ cos® tdt
0

che & uguale a 3 f02 " sin? t cos? tdt che & uguale a 3 f027r sin?(2t)dt. Svolgendo questo
integrale e ricordando 1/2 di fronte a f,y + xdy — ydz otteniamo che

Area(D) = (3/8).

Esercizio 7. Sia F(z,y) = 22 +y?+siny. Verificare che F definisce implicitamente
una funzione y = f(x) in un intorno di (0,0). Stabilire se z = 0 & un punto critico
per f ed in caso affermativo se ¢ di massimo o minimo relativo.

Soluzione. Innanzitutto (0,0) € Z = {F(z,y) = 0}. Inoltre

F,=2x Iy =2y +cosy
e quindi in (0,0) sia ha F,(0,0) = 1 # 0. Per il teorema del Dini F' definisce im-
plicitamente in un intorno [—¢, ] x [—o, o] di (0,0) una funzione f(z), f : [-9,d] —
[—0o, 0] tale che f(0) =0e F(x, f(x)) =0 Vz € [-4,d]. Inoltre
Fy(z, f(z))
) = — L)
e quindi f/(0) = 0. Ne segue che 0 & un punto critico di f. Per studiare la sua

natura calcoliamo la derivata seconda di f in 0; dato che F,(0,0) = 0 essa ¢ data

da
B F..(0,0)

1
0 =
TO=" 500
e dato che F,4(0,0) = 2 e F,(0,0) = 1 ne segue che f”(0) < 0 e quindi 0 & un

massimo relativo.



