Corso di dottorato. ”Il teorema dell’indice di Atiyah-Singer”.
Compito a casa del 5/12/00

Esercizio 1. Abbiamo visto in classe che
(1) / o1 (TYOCPY) = 2
Ccpl

come applicazione del teorema di Gauss-Bonnet in dimensione 2. Verificare
(1) direttamente, considerando la metrica hermitiana h definita dalla for-
mula h(z) = 1/((1+ |2|?))? nella carta U = {[zg, z1] | z0 # 0} con coordinata
z = z1/2p. Dedurne che

(2) /(CP1 e(TCP') =2

Esercizio 2. Consideriamo S? C R? con la metrica indotta. Sia V la
connessione di Levi-Civita, o, il che & lo stesso, la connessione ottenuta per
proiezione dall’ usuale differenziale in R3. Verificare direttamente che

e(TS%,V) = L ol
27

Dedurne (2)

Esercizio 3. Sia L il fibrato tautologico su CP'. Abbiamo visto in classe

che
/ ca(lL)=-1
Ccp?

3.1 Dimostrare che sussiste il seguente isomorfismo: T 9CP! = L* ® L*.
(Suggerimento: considerare le funzioni di transizion2.)
3.2 Dimostrare (1) utilizzando questo isomorfismo.

Esercizio 4.

e Sia M = S§% x --- x §? (n-prodotti). Calcolare [, e(M).

e Calcolare p(T'S™).

e Sia M una superficie di Riemann di genere 1. Verificare che T'd(M) =
0.

Esercizio 5. Sia k un numero naturale. Una partizione di k£ & una succes-
sione non ordinata di numeri naturali ¢1,...,%, tali che 43 + --- + 4, = k.
Sia M una varieta compatta e sia I una partizione di k. L’ I-mo numero di
Pontrjagin di M & per definizione

pr(M) = /Mph (TM) A piy(TM) A+~ A s, (TM)

Supponiamo che M sia un bordo: M = W per qualche varietd differen-

ziabile con bordo W. Dimostrare che tutti i numeri di Pontrjagin sono

nulli. (Suggerimento: utilizzare la normale al bordo per verificare che
1



2

Esercizio 6. Sia L il fibrato tautologico su CP™ (un fibrato olomorfo) ;
L eredita una metrica hermitiana h dalla metrica canonica di CP™ x C**!.
(Abbiamo visto questa metrica nel caso n = 1.)

6.1 Calcolare ¢;(L, V), con V la connessione complessa compatibile con la
metrica.

6.2 (Presuppone un pé di coomologia singolare). Verificare che ¢;(L) # 0
in H?(CP!) verificando che il suo integrale su un generatore di Ho(CP?)
non & zero. Vi "ricordo” che H**(CP") = C e che H>**}(CP") = 0. (Sug-
gerimento: si pud prendere come generatore di Ho(CP?!) la classe [c], con
¢ = {[z0,21,...,2a] | 2zj = 0Vj > 1}. Verificare che [ ¢;(L) = —1 (¢ un
calcolo che abbiamo essenzialmente gia fatto...).

Esercizio 7. Calcolare la classe di Chern ¢(T*°CP") in funzione di x =
—c1(L) € H?(CP™) . Stesso esercizio per la classe di Pontriagin p(TCP™).

Suggerimento: abbiamo visto nell’Esercizio 4 del compito del 17/11/00 che
esiste un isomorfismo di fibrati complessi:

THOCP"®1~L*®---®L* (n+l) volte .

Abbiamo anche enunciato a lezione le seguenti proprietd per uno fibrato
vettoriale complesso E e per il soggiacente fibrato vettoriale reale Fp:

Er®C~E®FE, E~E"*

Ulteriori proprieta degli spazi proiettivi complessi

Sia M una varietd complessa di dimensione complessa n. Abbiamo visto
come ci sia una decomposizione TM @ C = T'"OM @T%' M e come T1:° M sia
isomorfo a TM in quanto spazio vettoriale reale. Una metrica hermitiana
su M & una metrica hermitiana sul fibrato tangente olomorfo T1°M. In una
carta locale U, (z!,...,2") possiamo scrivere h = hijdzi ®dZz) con hij : U —
M, % (C) hermitiana. La parte reale di h definisce una metrica riemanniana
su TYOM, cioeé su TM. Analogamente la parte immaginaria di h definisce
una forma alternante su T'M, quindi una 2-forma. La 2-forma

1

¢ detta forma di Kahler associata ad h. Localmente w = %hkgdzk ANdzh w e
quindi una (1, 1)-forma reale e, inoltre, & definita positiva: w(v,v) > 0, v # 0.
Viceversa una (1, 1)-forma di questo tipo definisce una metrica hermitiana
(si pone h(v,w) := 2[w(w,v) + iw(w,v)]); il prodotto esterno di w con se
stessa & una forma di volume. In particolare

/ wA---ANw#0.
M

Una varietd complessa e detta di Kahler se ammette una metrica hermitiana
la cui forma di Kéhler & chiusa. Sinoti che una tale forma non ¢ mai esatta
(applicare il teorema di Stokes per arrivare all’assurdo che [wA---Aw = 0).
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Sia M = CP™ e sia m : C**! — 0 — CP" la proiezione canonica. Sia U
un intorno aperto e sia Z : U — C**! — 0 un’applicazione olomorfa tale che
mo Z =1d. Ad esempio, se U = U; = {[20,...,2n] | 2; # 0} allora possiamo
scegliere Z = s7

. 2 2
(3) SJ(['ZOM--aZn]):_o+"'+1+"'+—n

Zj Zj
(abbiamo gia incontrato queste sezioni locali). Definiamo una (1,1)-forma
su U come segue:

wy = —0d1log || Z]]2.
27
Si verifica senza difficoltd che w non dipende dalla particolare scelta di

sezione locale olomorfa Z : U — C"t! — 0. w; rimane quindi definita
una forma w su tutta la varieta. Se, ad esempio, U = Uy con coordinate

(¢1,...,(n), la forma w pud essere scritta come segue prendendo Z = s°:
_ 1| XdGndG (30GAG) A (2 ¢GdS;)
2m | 14+ 3¢, (1+32¢¢5)?
Sinoti che w & reale e che & certamente definita positiva nel punto [1,0,...,0] €

Up. Per U(n + 1)-invarianza & definita positiva ovunque. w definisce quindi
una metrica, la metrica di Fubini-Study. Scriveremo anche wrg. Si noti che
w & chiusa perché localmente risulta w = i/47(d(0 — 0) log ||Z||?). Ne segue
che CP"™ & una varieta di Kahler.

Sia ora L il fibrato tautologico. L eredita una matrica hermitiana h dalla
metrica banale in CP™ x C**!1. Lo abbiamo visto a lezione nel caso n = 1.
Sia, V la connessione complessa compatibile con tale metrica. Scrivendo
lespressione locale di h e quella di ¢;(L, V) in funzione di una base locale
olomorfa ci accorgiamo (questo ¢ di fatto 'Esercizio 6) che

cl(LaV) = —WFS -

Da quanto detto ne segue che c;(L) non & zero in H2(CP!). Inoltre

| camr 2o
(C n

Di fatto si puo calcolare esplicitamente quest’integrale e si ottiene

L camy =1

Utilizzando quest’informazione ed un pd di variabile complessa si dimostra,
senza difficolta che

Td(CP") := / Td(T'CP") =1, L(CP?") := / L(TCP?™) =1
Ccpn (CPZn



