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0.1. Varietà complesse. Griffiths-Harris [3] pp 14 → 18

0.2. Fasci e Prefasci. Referenze: Warner [13], Sezioni 5.1 → 5.8

• Definizione di fascio S π−→M di K-moduli, K un dominio a ideali principali.
• Definizione di sezione s su un aperto U ⊂ M . Notazione: s ∈ Γ(U,S). Struttura di
K-modulo di Γ(U,S).
• Esempio: il fascio dei germi delle funzioni C∞ di una varietà differenziabile. Notazione:
C∞(M).
• Esempio: il fascio dei germi di funzioni olomorfe su una varietà complessa M . Notazione:
O(M).
• Un fascio S non è necessariamente uno spazio di Hausdorff.
• Morfismi di fasci. Nucleo, immagine, quoziente. Successioni esatte corte.
• Prefasci.
• Prefascio α(S) delle sezioni di un fascio.
• Fascio β(P ) associato ad un prefascio.
• Prefasci completi. α(β(P )). β(α(S)).

0.3. Coomologia a valori in un fascio. Referenze: [13] p 200 e seguenti oppure Griffiths-Harris
[3] p. 38 e seguenti.

• Motivazioni: Griffiths-Harris [3] p. 38.
• Definizione di coomologia valori in un fascio: H∗(M,S) è il limite diretto di H∗(U ,S).
• Teorema di Leray (per l’enunciato vedi Griffiths-Harris [3] p. 40).
• Successione esatta lunga. Vedi [13] p. 203/204.
• Fasci fini. Esempi : germi di funzioni C∞, germi di forme differenziali. [13] p. 170
• Fasci fini sono aciclici. [13] p. 202, intorno alla formula 14. In alternativa [3] p. 42.
• Risoluzioni. Wells [14] p. 58.
• Teorema delle risoluzioni acicliche. Wells [14] p. 59, 60.
• Morfismi di risoluzioni acicliche; naturalità. Wells [14] p. 59, 60.

0.4. Esempi di risoluzioni acicliche.
• risoluzione di de Rham ([13] p. 189, 190, 191). Se R è il fascio costante allora la risoluzione

di de Rham è

0→ R→ C∞(M,Λ0(M))→ C∞(M,Λ1(M))→ . . .

(assumendo che ogni forma chiusa in Rn, o nella palla unitaria in Rn, è anche esatta (Lemma
di Poincaré)). Denotiamo il fascio dei germi delle forme differenziali C∞(M,Λq(M)) tramite
Ωq(M) e riscriviamo brevemente la risoluzione di de Rham come:

0→ R→ Ω∗(M)

• risoluzione di Dolbeault; è una risoluzione del fascio dei germi delle funzioni olomorfe,
O(M):

0→ O(M)→ C∞(M,Λ0,0(M))→ C∞(M,Λ0,1(M))→ . . .

(assumendo il Lemma di Poincaré per l’operatore ∂). [3] p. 45. Denotiamo il fascio dei
germi delle forme differenziali C∞(M,Λp,q(M)) tramite Ωp,q(M). Quindi la risoluzione di
Dolbeault può essere scritta brevemente come:

0→ O(M)→ Ω0,∗(M)
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• risoluzione di Dolbeault del fascio delle p-forme olomorfe Ωp
O(M)

0→ Ωp
O(M)→ Ωp,∗(M)

(assumendo il Lemma di Poincaré per l’operatore ∂). [3] p. 45.
• il prefascio delle cocatene singolari ed il suo fascio associato S∗(M,R). S∗(M,R) è un fascio

fine. [13] p. 191, 192, 193.
• la risoluzione data dal fascio delle cocatene singolari

0→ R→ S0(M,R)→ S1(M,R)→ . . .

[13] p. 194, 195
• la risoluzione data dal fascio delle cocatene singolari C∞

0→ R→ S0
∞(M,R)→ S1

∞(M,R)→ . . .

[13] p. 194, 195
• Teorema di de Rham: l’integrazione di forme sulle catene induce un morfismo di risoluzioni,

da 0→ R→ Ω∗(M) a 0→ R→ S∗∞(M,R), che induce a sua volta un isomorfismo

Hq(Γ(M,Ω∗(M)) = Hq(Γ(M,S∗∞(M,R)).

Wells [14].
• Il membro a sinistra è isomorfo in maniera naturale a Hq

dR(M). [13] p. 190, 191.
• Il membro a destra è isomorfo Hq(Γ(M,S∗(M,R)) sempre perché c’è un morfismo naturale

di risoluzioni.
• La coomologia Hq(Γ(M,S∗(M,R)) è isomorfa naturalmente alla coomologia singolare: in-

fatti, c’è una morfismo naturale S∗(M,R)
γ−→ Γ(M,S∗∞(M,R)), γ(φ)(m) = ρMm (φ) e quindi

una successione esatta

0→ Kerγ → S∗(M,R)
γ−→ Γ(M,S∗∞(M,R))

Si dimostra che γ è suriettiva e che esiste quindi una successione esatta corta

0→ Kerγ → S∗(M,R)
γ−→ Γ(M,S∗∞(M,R))→ 0

Infine, si dimostra che Kerγ è aciclico e che c’è quindi un isomorfismo

Hq(Γ(M,S∗∞(M,R)) = Hq(S∗(M,R)) ≡ H∗(M,R)

(basta applicare la successione esatta lunga). Tutto ciò lo trovate in Warner [13] p. 196 →
200. Tutto ciò ridimostra il teorema di de Rham.
• Preliminari al Lemma di Poincaré per l’operatore ∂: formula di Cauchy e applicazioni.

Griffiths-Harris [3] p. 2, 3.
• ∂-Poincaré Lemma in dimensione 1: Griffiths-Harris [3] p. 5.
• ∂-Poincaré Lemma: Griffiths-Harris [3] p. 25, 26, 27.
• Isomorfismo di Dolbeault: se M è una varietà complessa allora Hq(M,Ωp

O) ' Hp.q

∂
(M) (è

conseguenza diretta del ∂-Poincaré Lemma, perché quest’ultimo ci dice che la risoluzione
di Dolbeault 0→ Ωp

O(M)→ Ωp,∗(M) è aciclica.

0.5. Operatore ∗ di Hodge.
• Su varietà reali: Warner p. 220
• Su varietà complesse: Griffiths-Harris [3] p. 82
• Prodotti scalari L2 e aggiunti formali di d e ∂: Warner p. 221/ Griffiths-Harris [3] p. 80
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0.6. Enunciati del teorema di Hodge-de Rham e del teorema di Hodge-Dolbeault.
• Su varietà reali (Hodge-de Rham): Warner p. 222/223
• Su varietà complesse (Hodge-Dolbeault): Griffiths-Harris [3] p. 84
• Applicazione 1: finito-dimensionalità della coomologia di de Rham e di Dolbeault su varietà

compatte.
• Applicazione 2: dualità di Poincaré (Warner p. 226)
• Applicazione 3: dualità di Kodaira-Serre (Griffiths-Harris [3] p. 102)
• Applicazione 4: teorema di Künneth (Griffiths-Harris [3] p. 104)
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