Percorso di eccellenza. Anno accademico 2007-2008.
La grassmanniana.
Esercizi a cura di Paolo Piazza.

Risolvere gli esercizi proposti e sulla base di questi scrivere
una dimostrazione estrememante dettagliata del Teorema 0.4.1
enunciato alla fine di queste note.

0.1 Definizione

Fissiamo k,n € N con 0 < k < n. La grassmanniana Gi(R") ¢ 'insieme
dei sottospazi vettoriali di dimensione k£ di R™.

0.2 Costruzione di una topologia su G;(R")

Consideriamo 'insieme Vj,(R™) delle k-ple di vettori linearmente indipenden-
ti di R™.

Esercizio.

Verificare che Vi(R™) & un aperto del prodotto cartesiano R™x (k) xR™.
Suggerimento. Vi(R™) ¢ lVinsieme delle matrici reali k X n con rango uguale
a k; trovare un’applicazione continua F : My, (R) — R tale che Vi(R™) =

F~YR\0).
Consideriamo ’applicazione suriettiva
q: Vi(R") — G(R™)

che alla k-pla (v1,...,v) associa il sottospazio Spcm(vl, ...,Uk) e dotiamo
Gr(R™) della topologia quoziente 7 .

Alternativamente, possiamo considerare I'insieme V,)(R") delle k-ple di vet-
tori ortonormali e la suriezione gy = q\vko (rn)- Possiamo anche dotare Gy, (R™)
della topologia quoziente rispetto a g : V2(R") — Gi(R"); sia 7y questa
topologia.

Esercizio.
Verificare che T = 1.

Suggerimento. Considerate il sequente diagramma

7 Gram—Schmaid
VO(RY) —— V(Rm) ZLUmo2eimidl, o gn)

o | [
G(R") T Gr(R") T Gr(R")



Dimostrate che questo diagramma é commutativo (¢ banale) e costituito da
applicaziont continue. Servitevene per concludere l’esercizio.

Esercizio.
Verificare che V2(R™) ¢ un compatto di My, (R™).

Esercizio.

Dimostrare che Gi(R™) é di Hausdorff.

Suggerimento. Basta dimostrare che due qualsiasi punti Y, Z € G(R™)sono
separati da una funzione continua. Fissato w € R™, consideriamo p,(X) =
d(w, X)%. Verificare che py, : Gi(R") — R ¢ continua. Considerate poi
w e Z\Y e concludete Uesercizio.

Conclusione: G (R™) ¢ uno spazio topologico di Hausdorff compatto.

0.3 Ulteriori proprieta topologiche

Esercizio.
Dimostrare che Gi(R™) é connesso.
Suggerimento. Dimostrate che Gi(R™) é connesso per archi. Presi X ed Y
in G,(R™) occorre trovare un cammino che li congiunge. Cercate di utilizzare
il fatto che

GL(n,R)T :={A € GL(n,R) | det(A) > 0}

¢ connesso per archi.
Osserviamo che ci sono anche altri metodi per dimostrare che Gi(R™) ¢
connesso.

Esercizio.

Dimostrare la sequente Proposizione: Siano X ed Y spazi topologici, con X
a base numerabile. Supponiamo che esista un’applicazione continua f : X —
Y che sia suriettiva ed aperta. Allora Y & a base numerabile.

Esercizio.

Dimostrare che Gi(R™) é a base numerabile.

Suggerimento. Dato che VF(R™) ¢ a base numerabile (¢ un aperto di R"x (*)
xR™), basta dimostrare che q ¢ aperta. !

Vediamolo per k = 1, cioé per lo spaazio proiettivo (voi dovrete fare il caso generale).
Notiamo che V!(R™) = R\ 0 e che R\ 0 = GL(1,R) agisce per omeomorfismi su V' (R™).



0.4 Costruzione di una struttura differenziabile su
Gr(R"™)

Fissiamo Xy € Gi(R™): vogliamo dimostrare che esiste un intorno aperto
U di X, omeomorfo a R¥("=%)  Ricordiamo che possiamo scrivere R" =
Xo @ Xg-. Sia

U={Y €G:(R") |YNX5 =0}.

Esercizio.
Dimostrare che U ¢ un aperto di G(R™).
Suggerimento. Se {x1,...,xp_k} € una base di XOL, dimostrate dapprima che

T HU) = {1y k) | Y1y eoos Yt Ty oy Tp—ip) € Vi (R™)}

verificate poi che ¢~1(U) ¢ aperto costruendo un’applicazione continua F :

Vi(R™) — R tale che ¢~ 1(U) = F~1(R\ {0}).

Indichiamo con 7 e 7 le proiezioni ortogonali di Xy @ XOL su Xg e XOL
rispettivamente.

Esercizio. Per ogni Y € U, si ha che 7|y : Y — Xy é un isomorfismo di
spazi vettoriali.
Suggerimento: basta dimostrare che ¢ iniettiva.

Rimane quindi definita ’applicazione

S: U — Hom(Xo,Xg)
Y — 7ilyo(nly)™!

Fissiamo poi una base V := {v1, ..., vx } in X ed una base U := {uy, ..., up_p }
in X&-; rimane allora definito un isomorfismo di spazi vettoriali (quindi, in
particolare, un omeomorfismo)

Sy : Hom(Xo, Xg) — RFO=F)

®y y ¢ I'applicazione che associa ad un’applicazione lineare X — X&' la sua
matrice associata con base di partenza V e base di arrivo U.

Sia Tyy := ®yy o 5; denoteremo spesso questa applicazione semplice-
mente con T

Notiamo anche che
g ' (q(v)) = Urgodv = UxeaL(1,R) AV
Ne segue che se A ¢ aperto in V! (R™) = R™ \ 0 allora

qil(Q(A)) = Uxegra,r) M

che ¢ aperto in quanto unione di aperti. Per definizione si ha allora che g(A) ¢ aperto.



Esercizio. Verificare che T' ¢ continua.
Suggerimento: potete ad esempio cercare T : gt U) — R¥("=K) continua
tale che Toq=T.

Inoltre T ¢ biiettiva; infatti ®yy € ovviamente biiettiva; S ¢ anche
biettiva, con inversa data, per ogni ¢ € Hom(Xo, Xy ), da

S’l(go) = Span(xl + o(z1), ooy + sﬂ(l“k))

Esercizio. Verificare lespressione di S™'; werificare che Uinversa di T ¢
continua.

In conclusione, ogni X € Gi(R™) possiede un intorno coordinato omeo-
morfo a R¥("=) ed ¢ quindi una varieta topologica (connessa e compatta) di
dimensione k(n — k).

Rimane da verificare che due carte locali sono C'*°-compatibili sulla loro
intersezione.

Osservazione. Sia Y € U. Fissiamo una base {v1,...,vx} di Xp; allora,
esiste un’ unica base {yi,...,yx} di Y tale che 7m(y;) = v; e vale I'identita
Yi = V; + S(Y)’UZ

Consideriamo, allora, due intorni coordinati U e U’ tali che U N U’ # 0;
U={Y|YnXt=0},U={Y|YnX) =0}

Osserviamo preliminarmente che le carte che abbiamo introdotto in U e U’
rispettivamente dipendono dalla scelta delle due basi in X, X+ e X’ (X')4; ¢
chiaro pero che se dimostriamo che le due carte U e U’ sono C*°-compatibili
per scelte particolari delle basi, allora le carte saranno C°°-compatibili per
scelte arbitrarie delle basi 2. Questa osservazione preliminare ci permette
di scegliere basi opportune, che semplificano la dimostrazione della C°°-
compatibilita.

Fissiamo quindi Y € UNU’. Sia V = {vy,...,v;} una base di X e sia
U = {u1, ..., up_x} una base per X+. Indichiamo con v} la proiezione su X’
di v;+S(Y)v;. {v},...,v},} € una base di X’ e rimane definita un’applicazione
lineare invertibile 1 : X — X’ tale che ¢(v;) = v}; ¢ = 7’|y o 7|y ~1, dove
m|y & la proiezione di Y su X e 7’|y quella su X', entrambe isomorfismi per
quanto osservato in precedenza. Consideriamo la base V' = {v,..., v} di
X' e sia U’ un’arbitraria base ortonormale di (X')*.

2QQuesta & una semplice conseguenza della formula che lega le matrici associate ad una
stessa applicazione lineare quando si scelgano basi di partenza ed arrivo differenti



Esercizio. Verificare che le carte (U, Ty ) e (U, Tx, 1) sono C*°-compatibili.
In altri termini, consideriamo T(UNU') e T"(UNU’), due sottoinsiemi aperti
di Rk(n—Fk) = M —iyxi(R); dimostrate che Uapplicazione T o Tt

My syi(R) 2 T(UNU') 3 A — T'oT~1(A) € T(UNU") € Mgk (R)
dipende in maniera C* dai coefficienti della matrice A.

Ora mettete tutto insieme e dimostrate il seguente

Teorema 0.4.1. La Grassmanniana Gi(R™) ha una struttura di varieta
differenziabile connessa compatta di dimensione k(n — k).



