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Nel caso in cui i due polinomi considerati sono omogenei, anche il loro risul-
tante lo é. Pilt precisamente si ha il seguente teorema.

A.18 TeorREMA Siano
F=A,+ A, Xy+ ... + A X%,
G=B,+B,_Xy+ ... + B X}

d.ove, 1.7er ognij.= 0,....,n,k=0,...,m A; e B, sono omogenei di grado j e k
rispettivamente in X, ..., Xn_;, € AgBy # 0. Allora il risultante R(F, G) di F e

G rispetto a Xy e un poli jo i j
R0, N polinomio in X, ..., Xy_, omogeneo di grado mn, oppure

Dimostrazione
Ponendo R(F, G)=R(X, ..., Xy_,), si ha

R{EXyy vy tXN-1) =

t"A, " Auoy ... Ao O

0 "4, " 'Apr .. Ao O L.

0 .. t"A, " 'Ap .. A
t"B, t" 1By ... By, ©

0 B, "B,y ... By 0 ...

0 .. 0 "B, t" 'Bu,_, éo

Moltiplichiamo la i-esima riga degli 4 per "~"*! ¢ la j-esima riga dei B per ¢"~/*!
Otteniamo ‘

PR{X,, ..., tXn-1) =

t’”’”’A,, t"+m_1An,| - thO 0 0

0 prem=lg, t"mA, [milA.g 0 . 0

- 0 "4, L tAo
"t B, ("tmoiB. ... t"By 0 0 -

0 w1, .. "By 0 ... 0

0 0 t"*'B, ... (B,

=R (X, ..., Xn-1),
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dove
P=m+(m—l)+...+1+n+(n—1)+.,_+1:<m;—1)+(n;1)

g=(+m+@+m=D+ .. +1= (””;“).
Deduciamo
R(Xys s tXy_ ) = 19 PR(X), s Xn-) = ™ R(X 1y ees Xn-1)

¢ la conclusione segue dalla proposizione A.12 ).

A.19 Esempi
1. Nel caso n = m = 2, cio¢ se
F=A,+ A Xy+ A X3
G =B, + B Xy+ B, X},
si ha
AR(F, G) = (2A.B, — A, B, + 2A,B)* — (44, A, — A}) (4B, B, - BY).

2. Nel caso m =1, cioé se
F=A,+ A,  Xy+ ... + A X}
G =B, + By X,
si ha
R(F, G) = (— B)"F(- B/By) =
= AB"— A B,BI™' + A,BiBI T + ... + (= 1)"A,Bj.

B Permutazioni

In quest’appendice esponiamo alcune proprieta delle permutazioni degli insiemi
finiti, che vengono utilizzate nella definizione ¢ nello studio dei determinanti.

Sia _# un insieme finito. Una permutazione di / ¢ una corrispondenza biu-
nivoca p: #—,# Supponiamo che ¥ consista di n elementi. Dopo averli nume-
rati, si puo identificare / con linsieme {1, 2, ..., n} dei primi n numeri natu-
rali. Ci limiteremo quindi a considerare le permutazioni di {1, 2, ..., n}. Esse
costituiscono un gruppo rispetto alla composizione, consistentedin! =1-2-...-n
elementi (la verifica ¢ lasciata al lettore); denoteremo tale gruppo con il simbolo




442 . Appendici

0,. Un elemento p€ o, viene spesso indicato con una tabella:

( 12 n
r()y pQ@ .. p(n))

in cui sotto al numero i compare la sua immagine p(i). Ad esempio, la permuta-
zione identica 1 ¢ rappresentata da

< 1 2 ... n
12 ... n)

Questa notazione non richiede che nella riga superiore della tabella i numeri
1, 2, ..., n siano disposti in ordine crescente: ad esempio, per ogni p€ g, la tabella

<p(l) p@2 ... pm)
1 2 ... n )

rappresenta la permutazione p~'.

Siano a,, @, ..., 4, elementi distinti di {1, 2, ..., n}. La permutazione k defi-
nita da ‘

k(@) =a,, kla)=a, k@ _)=a, k(@)=a,
k(by=b perogni b¢fa, a,...,a},

¢ un ciclo di lunghezza r, e si denota con (a; a,

1 2 ... n—-1
a2 .. n)=( " "),
23 ... n 1

a,). In particolare:

Ad esempio (1 3 2 6)€g, ¢ la permutazione
( 1 2 3 45 6
36 2 451 ) ’
pgni ciclo di lunghezza 1 ¢ la permutazione identica. Un ciclo di lunghezza
2 si dice trasposizione. Una trasposizione scambia tra loro due elementi e lascia

fissi tutti gli altri. In particolare una trasposizione € inversa di sé stessa.
Due cicli (a, a, a)e (b, b, b,) si dicono disgiunti se

{ay, @y ..., a,} N {by, by ..., b} = O. |

B.1 PROPOSIZIONE

1) Ogni permutazione p€o, é prodotto di cicli a due a due disgiunti.
2) Ogni permutazione p € g, e prodotto di trasposizioni.
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Dimostrazione
1) Sia a,€{1, ..., n} qualsiasi, e siano a, =p(a) a;=p@), a,=pa),....
Nella successione

a,, @y, 35 Qys --- T : [B.1]

il primo elemento che viene ripetuto & a@,, perché se la prima ripetizione fosse
a,=a, 2<k<r,siavrebbe a,_; =, € la ripetizione non sarebbe la prima.
La [B.1] ¢ dunque della forma

Ayy Uy oees a, a;, Qy -«

e quindi p permuta ciclicamente gli elementi a,, @, ..., -

Consideriamo il ciclo (¢, «, a).Ser=n,alorap=1{(a, @& .. a,)
e ’asserto & vero. Altrimenti esiste b, € {1, ..., n}\{a,, ..., a,}. Ragionando come
prima si ottiene un ciclo (b, b, b,) disgiunto dal precedente. Procedendo
in questo modo otterremo un numero finito di cicli disgiunti K;, K, ..., K; tali
che

p=K,°...°K;°K;. [B.2]
2) In virta della (1), & sufficiente dimostrare I’asserto nel caso in cui p=
=@, a ... a)¢unciclo. A questo scopo ¢ sufficiente osservare che
@ a ... a)= (a, a)°(q a,_)° .. °l a)e(a, @)

I cicli K, K>, ..., K;, essendo disgiunti, sono a due a due permutabili, cio¢ la
scrittura [B.2] & indipendente dall’ordine in cui vengono presi. Se nella [B.2] com-
paiono dei cicli di lunghezza 1, questi possono essere omessi perché corrispon-
dono alla permutazione identica. Pertanto ogni permutazione si scrive in modo
irridondante come prodotto di cicli disgiunti di lunghezza almeno 2.

Si noti che I’espressione di una permutazione come prodotto di trasposizioni
non & unica. Ad esempio si ha

1 2 H=@1 3N 2)=2 3o 3).

B.2 TEOREMA Sia p€a,. Supponiamo che
p= T1°T2° e °Th=Sl°S2° =08,

dove Ty, ..., Tyy Sy, ---5 Sy SORO trasposizioni. Allora h=k (mod. 2), cioe he k
hanno la stessa parita.

Dimostrazione

Poiché 1=pop~'=S080 eSoT,e e T,o T,, & sufficiente dimostrare
che la permutazione identica non puod essere ottenuta come prodotto di un numero
dispari di trasposizioni.
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Sia
1=R°...°R,, [B.3]

con R, R,, ..., R, trasposizioni. Supponiamo che si abbia R, = (1 a;), per ogni
J=1,..., m. Allora, poiché 1(a;) = a;, la trasposizione (1 ;) =(a¢; 1) compare
un numero pari di volte in [B.3], e quindi il numero m di fattori ¢ pari. Se per
qualche j si ha R, = (b;, @;), con b;#15# a;, allora, poiché

(b, a)=0 b)e(l a)°(l by,

possiamo sostituire R; con il prodotto a secondo membro senza cambiare la
parita del numero di fattori della [B.3]. Ci si pud quindi ridurre al caso prece-
dente, in cui I’asserto & gid stato dimostrato.

B.3 DEFN1ZIONE = Sia p€g,. Sep=T cT)e...oT,,conT,, T, ..., T, traspo-
sizioni, il segno di p é e(p) = (— " :

Dal teorema [B.2] segue che la definizione di segno di una permutazione p &
ben posta, perché la parita di /# dipende solo da p. Il segno e(p) gode delle seguenti
proprieta, che discendono immediatamente dalla definizione.

B.4 PROPOSIZIONE

1) e =1.

2) e(p™") = e(p) per ogni p€o,.

3) e(poq) = e(p) ela)-

4) e(T) = —1 per ogni trasposizione T€ao,.

Risoluzione degli esercizi

§ 2
0000
24 +9V2 14 5010
l.a)( ) b)( ) ] .
—845V2 -21 0000
10 020

5. A+ A)="A+A=A+"4; fA-'A)="A—-A=—-(A~-"4).
Siha 4= 1 A+'A)+ 1 (A —'A) e il primo addendo & una matrice simme-
2 2

trica, mentre il secondo ¢ una matrice antisimmetrica.

;L 0 %
6. a) 2 +
1 0 _3 0
2
31 0 0
9 (1 o) o
1 0 0 0
1 _1_. 1 0 ——l— -1
2 2
oL -1 o+ |- 0o -1
2 2




