
Formulario di geometria differenziale

1 Curve

σ : I −→ R3 curva biregolare con parametrizzazione arbitraria

Riferimento di Frenet

t =
σ′

‖σ′‖
n =

(σ′ ∧ σ′′) ∧ σ′

‖(σ′ ∧ σ′′)‖‖σ′‖
b =

σ′ ∧ σ′′

‖σ′ ∧ σ′′‖

Curvatura e torsione

k =
‖σ′ ∧ σ′′‖
‖σ′‖3

τ =
< σ′ ∧ σ′′, σ′′′ >

‖σ′ ∧ σ′′‖2

Formule di Frenet


ṫ = κn

ṅ = −κt + τb

ḃ = −τn

2 Superfici

S ⊂ R3 superficie regolare, p ∈ S, ϕ : U −→ R3 parametrizzazione in p.
v ∈ T pS, v = v1∂1 + v2∂2

Punti ellittici, iperbolici, parabolici, planari, ombelicali

• p elittico se K (p) > 0

• p iperbolico se K (p) < 0
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• p parabolico se K (p) = 0 ∧ dN p 6= 0

• p planare se K (p)=0 ∧ dN p=0

• p ombelicale se dN p è un multiplo dell’identità di TpS

Coefficienti di forma

e =

〈
N ◦ ϕ, ∂

2ϕ

∂x12

〉
f =

〈
N ◦ ϕ, ∂2ϕ

∂x1∂x2

〉
g =

〈
N ◦ ϕ, ∂

2ϕ

∂x22

〉
Seconda forma fondamentale

Qp(v) = e(x)v1
2 + 2f(x)v1v2 + g(x)v2
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Matrice di dN rispetto alla base {∂1, ∂2}

A = − 1

EG− F 2

[
eG− fF fG− gF
fE − eF gE − fF

]
Curvatura Gaussiana

K =
eg − f2

EG− F 2

Curvatura media

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

Curvature principali

k1,2 = H ±
√
H2 −K

Coefficienti di forma, curvatura principale e media di un grafico

U ⊂ R2 aperto, h ∈ C ∞(U), ϕ : U −→ R3 parametrizzazione locale del
grafico Γh data da ϕ(x)=(x,h(x))

e =
1√

1 + ‖∇h‖2
∂2h

∂x12
f =

1√
1 + ‖∇h‖2

∂2h

∂x1∂x2
g =

1√
1 + ‖∇h‖2

∂2h

∂x22

K =
1

(1 + ‖∇h‖2)2
detHess(h)

H =
1

2(1 + ‖∇h‖2)3/2

[
∂2h

∂x12

(
1 + | ∂h

∂x2
|2
)

+
∂2h

∂x22

(
1 + | ∂h

∂x1
|2
)
− 2

∂2h

∂x1∂x2

∂h

∂x1

∂h

∂x2

]
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3 Geodetiche

S ⊂ R3 superficie regolare, ϕ : U −→ S parametrizzazione locale,
σ : I −→ S curva con σ(I) ⊂ ϕ(U). ξ campo vettoriale lungo σ
σ(t) = ϕ(σ1(t), σ2(t)), ξ(t) = ξ1(t)∂1|σ(t)+ξ2(t)∂2|σ(t)

Dξ =

2∑
k=0

[
dξk
dt

+

2∑
i,j=1

(Γk
ij ◦ σ)σi

′ξj

]
∂k |σ

σ = ϕ(σ1, σ2) è una geodetica se e solo se

σj
′′ +

2∑
h,k=1

(Γhk
j ◦ σ)σh

′σk
′ = 0, j = 1, 2
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