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Esercizio 1. Si consideri il polinomio p(z) = 45+ 7522 4+ 152* + 32°. Si determini se p(z) & un elemento
irriducibile in:

Soluzione:
(a) In Cl[z] gli elementi irriducibili hanno grado 1, quindi p(z) deve essere riducibile.
(b) In R[] gli elementi irriducibili hanno grado 1 o 2, quindi p(z) deve essere riducibile.
(¢) In Q[z] p(x) & irriducibile per il criterio di Eisenstein con p = 5.

)

(d) In Z[x] abbiamo la fattorizzazione in irriducibili p(x) = 3(15 + 2522 + 52* + 2°), e quindi p(x) &
riducibile.

(e) In Z/3[z] vale p(z) = 0, che & riducibile (per definizione).

(f) In Z/5[x] vale p(z) = 325 che & riducibile come p(r) =3z -2 -z -z - .

Risposta: (cerchiare la risposta corretta)
(a) In Clz] p(z) ¢ riducibile / irriducibile
(b) In R[z] p(x) & riducibile / irriducibile
(¢) In Q[z] p(z) & riducibile / irriducibile
(d) In Z[z] p(x) & riducibile / irriducibile
(e) In Z/3[x] p(x) & riducibile / drriducibile

(f) In Z/5[x] p(x) & riducibile / irriducibile



Esercizio 2. Si consideri anello degli interi di Gauss Z[i]. Si determini la cardinalita dell’anello
quoziente A = Z[i]/(8 + 8i,4 + i).

Soluzione:

In Z[i] elemento 4+ & in primo di Gauss (poicheé N(4+i) = 4%2+1 = 17 & primo), e I’elemento 8+ 8i
ammette la seguente fattorizzazione come prodotto di primi di Gauss: 8+8i = 23(1+4) = (1+i)*(1+14)3.
Dunque 4 + i e 8 + 8i non hanno fattori primi in comune, e vale quindi MCD(8 + 8i,4 + i) = 1.

Ma allora (8 + 8i,4 + i) = (1) = Z[i], e quindi A = Z[i]/(8 + 8i,4 + i) = Z[i]/Z[i] = {0}, che ha
cardinalita 1.

Risposta:

Card(A)= 1




Esercizio 3. Si consideri il sottogruppo abeliano U C Z? generato dai seguenti elementi:

3 2 4 —2
v = —6 , V2 = —14 , V3 = —10 , V4 = 8
9 6 12 —6

Descrivere Z3/U come prodotto di gruppi ciclici.

Soluzione:
La matrice di presentazione dell’anello A &

3 2 4 -2
T=| -6 —-14 -10 8 |,
9 6 12 -6

che puo essere portata nella seguente forma diagonale tramite operazioni elementari:

1 2 4 =2 1 2 4 -2 1 0 0 0
T—-1 8 —-14 -10 8 |- 0 =30 —42 24 | - | 0 —-30 —42 24
3 6 12 -6 0 0 0 0 0 0 0 0

Dunque vale I'isomorfismo A ~ Z/6 x Z.

Risposta:

73U ~ 7.)6 x 7

1
— 0
0
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Esercizio 4. Dato un intero n > 1, si consideri I'insieme
I, = {f(z) € Z[x] tale che n|f(3)} C Zz].
(a) Dimostare che I,, C Z[x] & un ideale.

(b) Determinare per quali valori di n I'ideale I,, C Z[z] & massimale.

Soluzione:

Dato i numeri interi 3 e n, abbiamo 'omorfismo ¢ : Z[z] — Z/n dato da ¢(p(z)) = [p(3)]. (dato
dalla proprieta universale dell’anello dei polinomi). Chiaramente, il nucleo di tale omomorfismo ¢ proprio
ker(¢) = I, che dunque & un ideale. Inoltre, ¢ & ovviamente suriettivo, dunque per il Teorema di
isomorfismo, induce un isomorfismo al quoziente: ¢ : Z[z]/I, ~ Z/n. Segue che I,, C Z[z] & massimale
se e solo se Z[z]/I, ~ Z/n & un campo, ovvero se e solo se n & primo.

Risposta:

I,, C Z[z] ¢ massimale per n= primo




Esercizio 5. Sia A un anello commutativo con unita. Un A-modulo M & detto Noetheriano se ogni
catena ascendente di sottomoduli
UcU,cUscC---CM,

necessariamente stabilizza, ovvero da un certo N > 1 in poi vale Uy = Uny4+1 = Un42 = .... Dimostrare
che se M ¢ un A-modulo Noetheriano e ¢ : M — M & un omomorfismo suriettivo di A-moduli, allora
@: M — M & un isomorfismo.

(Suggerimento: si considerimo i sottomoduli ker(¢™), n € N.)

Soluzione:

Dibbiamo dimostrare che ¢ ¢ iniettiva, ovvero ker(¢) = 0. Supponiamo, per assurdo, che x; €
ker(¢)\{0}. Poiche ¢ & suriettiva, esiste zo tale che p(x3) = z1 # 0, e dunque p?(x3) = 0. In altri
termini, zo € ker(¢?)\ker(¢). Supponiamo, per induzione, che x, € ker(p")/\ker(¢""1). Allora,
per la suriettivitdh di ¢ abbiamo x, = @(7,11), e dunque " (2,1 1) = " (x,) = 0, e " (Tpy1) =
0" Yx,) # 0. Ovvero z,41 € ker(¢" 1) /\ ker(¢™). In conclusione, abbiamo una catena ascendente di
sottomoduli che non stabilizza mai: {0} C ker(¢) C ker(p?) C ker(¢3) C ..., contraddiciendo Iipotesi
di Noetherianita di M.
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