Algebra Lineare. a.a. 2004-05. Gruppo A-H. Prof. P. Piazza
Esercizi di geometria euclidea

Riassunto delle ultime lezioni
Fissiamo un’unita di misura nello spazio euclideo. Sia Vo lo spazio vettoriale tridi-
mensionale dei vettori centrati in O.

Il prodotto scalare di due vettori v, w & per definizione il numero reale:

<v,w >= |[v||||wl]| cos tw,
dove prendiamo l'angolo convesso fra i due vettori (quindi vw € [0, 7]). Si noti che
allora
o] =< w0 >

e che
_— <v,w >

COS VW =
V<u,v >/ <w,w >

sev#0,w#0.
Il prodotto scalare gode delle seguenti proprieta:

(i) & simmetrico: < v, w >=< w,v >

(ii) e lineare in entrambi gli argomenti (bilineare)

(iii) <v,v >> 0ed e =0seesolose v =0

Fissiamo una base ortonormale ' {i, j, k} con coordinate associate (x,y, z). Ab-
biamo verificato utilizzando la bilinearita che se v = zi+yj+zkew = 2'i+y'j+2'k
allora - -

<v,w>=zx +yy + 22"

In particolare ||v|[? = 22 + % + 22 e

. (zz’ +yy' + 22')
cos VW =

T Va2 @)+ () + ()2
Un vettore di lunghezza unitaria ¢ detto un versore: se v # 0 allora v/|v|| € un
versore. In particolare se r = Span(w) allora r & generata da due versori

w w

ol ” ]|

Abbiamo anche osservato che se v = xi + yj + zk allora
r=<uv,i>, y=<uv,j>, z=<uv,k>
e quindi per ogni vettore v vale I'identita
(1) v=<u,i>i+<v,j>j+<v,k>k

Abbiamo poi dimostrato la seguente:
Proposizione. II vettore

<v,w>
—w
<w,w>"
rappresenta la proiezione ortogonale del vettore v sulla retta r = Span(w).
Se w & un versore (e cioe ||w|| = 1) allora tale proiezione ¢ data semplicemente da

(<y,w>)w.

i vettori della base hanno lunghezza unitaria e sono a due a due ortogonali
1



2

Sia r = Span(w) una retta. Sia (r)* il piano ortogonale a questa retta. E ovvio
che si ha una decomposizione in somma diretta:

Vo=ra(r)?t
Ogni vettore v dello spazio Vo si scrive in maniera unica come
(2) V=10, Uyt

Rimane quindi definita applicazione lineare P. = proiezione sulla retta r (con
r = Span(w)) parallelamente al piano (r)=:
P (v) ==,
Chiamiamo questa proiezione la proiezione ortogonale sulla retta r. Analogamente
abbiamo I'applicazione lineare P,.:
Py (v) == v(ye
che chiamiamo semplicemente la proiezione ortogonale sul piano (r)*.
E ovvio dalla Proposizione che ’azione di P, su un vettore v € Vo ¢ data da
<v,w >
3 P.(v) = ——"w, con r=Span(w
3) =St pan(w)
E anche ovvio che
(4) (t—Pr(v)) Lw (r=Span(w))
perché per costruzione (v — Pyv) € (r)*.
Sia 7 un piano. Siar = ()" la retta ortogonale al piano. C’¢ una decomposizone
Vo = r @ 7; quindi per ogni v € Vo si ha
(5) v=v,+v,, r=(m)"

Sia P, la proiezione ortogonale su 7 (e cioe¢ la proiezione su 7 parallelamente alla
retta ortogonale 71); in formule
Pv=uv,_.
Supponiamo che m = Span(uy, us), con u; L us. E ovvio che
(v—v,)Lu, Yuer
perché per costruzione (v — v, ) € r = (7)* e quindi, in particolare,
(6) w—v,) Luy, (v—u,) Ly

Abbiamo dimostrato la seguente

Proposizione. La proiezione ortogonale P, su 7 é data da
<V,u; > <V, Uy >

(7) Pry= —— ) + ——= 2y

<Up,Up > < Uy, Uy >

se T = Span(uy, uy) € uy L u,.
Abbiamo poi visto il metodo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.
Se {w;, wy, w3} & una qualsiasi base di Vo allora la sua base ortogonalizzata secondo
il procedimento di Gram-Schmidt & la base {u;, uy, us} con u; = wy,
< Wy, U >
Uy = Wy — &7
< Uy, Uy >
<ws,u; > < W3, Uy >
Uz = W3 — === Uy — ——==2 U
<y, Uy > < Ug, Uy >



Vi faccio notare che u, altri non ¢ che wy, — Pr(w,) con r = Span(w, ) ed & quindi
ortogonale a w; = u; per la (4). Inoltre ug altri non & che wy — Pr(w3) con
m = Span(u;,u,); questa differenza & ortogonale sia a u,; che a u, per la (6).
Tutto questo dimostra che i tre vettori {u;,u,,us} sono una base ortogonale ed
hanno l'ulteriore proprieta che Span(w;) = Span(u, ), Span(w; , w,) = Span(u;, us),
Span(w;, wy, w3) = Vo = Span(uy, Uy, Us).

Una base ortonormalizzata ¢ invece

1 1 1
{ Uy, Us, Uz} .
g [0 g7 [Jugl| >
ESERCIZI

Esercizio 1. Sia W = R(1,—1,1) (Utilizziamo la notazione R(l, m,n) per il sot-
tospazio Span((l,m,n)).) Determinare un versore di questa retta. Determinare il
versore di questa retta che forma un angolo acuto con il vettore della base j.

Esercizio 2. Sia W la retta vettoriale di equazioni cartesiane

r—y=20
r—y+2=0
Determinare i vettori di W che hanno lunghezza uguale a 2.

Esercizio 3. Determinare le coordinate dei vettori v che hanno lunghezza uguale a
2 e sono ortogonali sia a f = (1,—1,2) che a g = (0,1, —1). (I vettori di lunghezza
2 sono anche i vettori il cui quadrato della lunghezza ¢ 4.)

Esercizio 4. Consideriamo il piano vettoriale o di equazione cartesiana
rx+2y—2=0
(i) Verificare che i vettori
1 2 5

2 -1
il_(\/ga\/gﬁo) iQ_(\/%7\/%v\/%)
costituiscono una base ortonormale di o.
(ii) Decomporre il vettore u = (0, 1,2) del piano o nella somma u = u; + uy con
u €ERf eu, €Rf, . 2

Esercizio 5. Spazio vettoriale Vo con base ortonormale {i, j, k} fissata e coordinate
associate (z,y, z). -
Applicare il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt alla seguente
base di Vo:

wy =(1,1,0), w, =(0,1,0), ws=(0,0,2).

2 Suggerimento per (ii). Sappiamo che u € o. Quindi esistono coefficienti a e 3 tali che
u = ail +Bi2 e per definizione sard u; = ozil, Uy = ,BiQ. Utilizzare il fatto che il, iZ & una base
ortonormale di o e le proprieta di linearita del prodotto scalare per dimostrare che < u, il >=a

e che < u, iQ >= 3. Questo ragionamento non dovrebbe risultarvi nuovo....



