Algebra Lineare. Gruppo I-Z. Prof. P. Piazza
Compito pomeridiano del 23/10/02

Vi ricordo che a lezione abbiamo dato la definizione generale di spazio vettoriale;
lo abbiamo denotato con V. A partire dalla definizione & possibile ripetere quanto
fatto per R" e dare la definizione di combinazione lineare di vettori, dipendenza ed
indipendenza lineare, sottospazio.

Rivediamo quest’ultima nozione.

Un sottoinsieme W di V' & un sottospazio se e chiuso rispetto all’operazione di
somma e all’operazione di prodotto per un numero reale !

Un esempio di sottospazio vettoriale di V' e costituito da

W = Span(v,, .. .,v;)
dove vy, ...,v; sono k fissati vettori in V.
Definizione. Diremo che V ha dimensione finita se esiste un numero finito di
vettori vy,...v, di V tali che V' = Span(v,,...,v;).
Ad esempio, R” ha dimensione finita dato che
R™ = Span(ey,...,e,)

s En

con ¢; la n-pla che ha tutte le componenti nulle tranne la j-ma che ¢ uguale ad 1.
Lo spazio vettoriale R[z] dei polinomi nella variabile  non ha dimensione finita.?

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita. Abbiamo poi dato la definizione
di base per un sottospazio W: una collezione ordinata di vettori wy,...,w, € una
base per W se

(1) W =Span(wy, . ..,w,) (i vettori wy,...,w, generano W ).

(2) I vettori wy,...,w, sono linearmente indipendenti.

Esercizio 1. Sia W C V un sottospazio.
Vero o Falso: il vettore nullo appartiene a W
Esercizio 2. Dimostrare che in uno spazio vettoriale V si ha Qv =0Vv € V.
Esercizio 3. Sia V = R®. Quali dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio ?
Giustificare le risposte.

Wi ={(z,y,2) €V | z=2>+y*}.

Wy = {t(1,2,2),0< t < 1}

Ws ={(t,0,0),t # 0}
. . . z+y—3z2=0
W, = insieme delle soluzioni del sistema 4
z—2y=1
. L . r4+y—32=0
Ws = insieme delle soluzioni del sistema { v gy -0
We = {QE Vv | v# (17051)}
1In formule:
wywy EW = wy +wy €W
acERweW = oawecW.
2Supponiamo per assurdo che abbia dimensione finita; quindi R[z] = Span(pi,...,pk) per
opportuni polinomi pi,...,p;. Sia k; il grado di p; e sia k il massimo fra questi k;. E chiaro
che facendo una combinazione lineare dei polinomi pi,...,p; ottengo un polinomio che ha al pii

grado k. Questo vuol dire che i polinomi di grado strettamente maggiore di £ non appartengono
a Span(pi,...,px) il che & assurdo dato che siamo sotto 'ipotesi che R[z] = Span(p1,...,pk)-
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Esercizio 4. Stabilire se ’insieme R? & uno spazio vettoriale su R rispetto alle
operazioni:

(z,y) + (& y)=(+2"y+y),  k(z,y) = (kz,—-ky), VEkeR

Esercizio 5.
Consideriamo il seguente sistema omogeneo di 3 equazioni in 6 incognite.

Ty — T3+ 3T4 — T5 + 536 =0

21‘4 — Tg = 0

T+ 4xg =0
Sia W l’insieme delle soluzioni di questo sistema. Sappiamo che W & un sottospazio
di RS. Determinare una base per W. (Suggerimento: cercate di esprimere W come
Span di particolari vettori come in uno degli esercizi del compito della scorsa setti-
mana. Verificate poi che questi particolari vettori sono linearmente indipendenti...)

Esercizio 6. Sia V = R* e si considerino i vettori
yl = (1507 150) ) Q2 = (05 17050) ) Q3 = (0705 1a0)
E facile verificare che questi 3 vettori sono linearmente indipendenti.
Determinare una base per i seguenti sottospazi:
Wy = Span(ﬂlaﬂzaﬂgaﬂl + vy, vy + T4u, — \/§Q3)
Wo = Span(ﬂlaﬂz)
W3 = Span(v; + v, v; — ¥, ¥y + 205,15 — 2U5)

Esercizio 7. Sia A € M»»(R) la matrice

Sia W C M»»(R) il sottoinsieme

7.1 Verificare che W & un sottospazio vettoriale di M, (R).
7.2 Determinare una base per W. (Suggerimento: Scrivere la generica matrice di
My5(R) nella forma
Ty
Wz

Esprimere W come insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo...)



