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Diagonalizzazione delle forme bilineari simmetriche

1. FORMA BILINEARI E MATRICI.
Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Sia
b:VxV-oK

una forma bilineare. Sia V' di dimensione n e B := {vy,v,,...,v,} una base di V.
Rimane allora definita la matrice associata a b(, ) nella base fissata; per definizione
questa ¢ la matrice n X n

A? = (aij) = (b(Qj&i))-

L’espressione della forma bilineare nelle coordinate associate a B = {vq,vs,...,0,}
e data da
T
T2
(1) bl@1oy++ Ty, Y10+ Hyny) = lyn, ooyl - AF | | =y AT
Tn

La verifica di quest’espressione ¢ diretta, usando la bilinearita di b e ricordando la
definizione di prodotto righe per colonne. Per semplificare la notazione scriveremo
semplicemente ET AE x, senza i punti centrali.

Quindi:

(2) blv,w) =y" Az

se v ha coordinate z e w ha coordinate y nella base fissata. La (2) e l'espressione
della forma bilineare b(, ) nelle coordinate associate a B .

Prima di procedere vogliamo richiamare la seguente utile osservazione (I’abbiamo
gia fatta quando abbiamo visto il Teorema Spettrale).

Osservazione. Se A e B sono due matrici in M, «,(K), allora

QTAQ:QTBQ Vz,Vy e K" & A=DB.

Notiamo che per ogni matrice quadrata A € M, ,(K) si ha
(3) y Az =27 ATy
infatti QTAQ ¢ una matrice 1 x 1 e quindi yTAg = (QTAQ)T da cui
y Az = 2T AT ()T = 2T ATy
come si voleva. Vediamo allora che
b & simmetrica se e solo se AP & simmetrica :
infatti, scrivendo ’espressione in coordinate di b(w,v) otteniamo
b(w,v) =z" Ay
e questa espressione ¢ uguale a 27 (AP)Ty = b(v, w) (dove abbiamo usato (3)) se e

solo se AB = (AE )T dove nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato I’Osservazione.
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Una forma bilineare simmetrica ¢ detta un prodotto scalare e spesso denotata con
<, >,

D’ora in avanti ci concentreremo sulle forme bilineari simmetriche, dette anche
prodotti scalari. (Attenzione: in molti testi un prodotto scalare & una forma bilin-
eare simmetrica definita positiva, tale cioé che b(v,v) > 0 per ogni v non-nullo.)

Vi ricordo, Definizione 11.5 nel libro di testo, che il nucleo (o radicale) di una forma
bilineare simmetrica ¢ il sottospazio V+ di V costituito dai vettori w € V tali che
b(w,v) =0VYv € V. Sia B := {vy,v,,...,v,,} una base di V e sia Fz : V — R"
I'isomorfismo dato dalle coordinate in questa base. Sia AbB la matrice associata a
questa forma bilineare simmetrica in questa base B.

Proposizione. L’immagine del nucleo di b(, ) tramite Fi é uguale al nucleo della
matrice AbB.

Dimostrazione. Prima di dare I’argomento facciamo un’altra osservazione ele-
mentare. Se z € R" e yT -z =0Vy € R" allora z = 0. Infatti yT z=zey,
il prodotto scalare canonico. Sappiamo che il prodotto scalare canonico & non de-
genere e quindi il suo nucleo, e cioe {z € R"|zey = 0 Vy € R™} & costituito dal
solo vettore nullo. E infatti se y7 -z = 0 Vy € R™ possiamo scegliere 3y = z ed allora
2T . z = 0 che vuol dire z% + z% + - 4 z,% = 0 che vuol dire z = 0. Torniamo alla
dimostrazione della Proposizione. Il vettore v di coordinate x € un elemento in v+
se e solo se b(v,w) = 0 Vw € V, se e solo se yT-AbB~§:0Vy € R” se e solo se
(per quanto appena osservato) AbB -z =0 seesolosez e KerAbB, che era quello
che dovevamo dimostrare.

In particolare:

Proposizione. b(, ) ¢ non-degenere se e solo se AP ¢ non-singolare se e solo se
det(AB) # 0.

2. MATRICI CONGRUENTI

Sia F ={f,,..., [, } un’altra base di V. Sia A7 la matrice associata a b(, ) in
questa base. Il vettore generico v ha coordinate (x1,...,x,) nella base B e coor-
dinate (z1,...,z},) nella base F. Analogamente w ha coordinate (y1,...,yn) nella
base B e coordinate (y1,...,y,) nella base F. Sia C' la matrice del cambiamento di
base, dalla base B alla base F. Vi ricordo, che questa ¢ la matrice invertibile che
ha come j-ma colonna le coordinate di f. nella base B; abbiamo denotato questa

matrice con il simbolo Mg r(Idy). Sappi‘amo che z = Cx/, Y= Cy’ e quindi
b(u,w) =y Afz = (Cy' )" A7 (Cz') = (y))" (CTAFC)a’
da cui deduciamo

(QI)T(CTAEC)QI _ (y/)TA.IZ:g/, V@',y'

da cui, infine, per la usuale osservazione
(4) Af =CcTABC.  con C= Mg r(dy).
Questa e la formula magica per le matrici associate ad una forma bilineare in due

basi diverse.
Diamo ora la seguente



Definizione. Due matrici A e D sono dette congruenti se esiste una matrice
invertibile C tale che D = CT AC.

Da quanto appena visto concludiamo che vale la seguente

Proposizione. Le matrici associate ad una forma bilineare simmetrica in due basi
diverse sono congruenti.

Proposizione. Due matrici congruenti hanno lo stesso rango.

Dimostrazione. Sia D = CTAC, con C invertibile. Osserviamo che se A & una
matrice e M & una matrice invertibile, allora rg(M A) = rg(A), perché gli operatori
Lara = LyoL g e L4 hanno immagini della stessa dimensione (L s & un isomorfismo
e gli isomorfismi preservano la dimensione dei sottospazi). Analogamente, se N &
invertibile

1g(AN) = rg((AN)T) = rg(NTAT) = rg(AT) = rgA,
dove abbiamo utilizzato noti risultati sul rango e il risultato appena dimostrato per
giustificare che rg(NTAT) = rg(AT). In definitiva

rg(CTAC) = rg(AC) = 1gA
come si voleva.

Definizione. Il rango di una forma bilineare b(, ) ¢ il rango di AP con B una
qualsiasi base di V. La definizione e ben posta per la Proposizione.

3. PRODOTTI SCALARI DEFINITI POSITIVI.

Supponiamo che V sia uno spazio vettoriale reale. Un prodotto scalare definito
positivo & una forma bilineare simmetrica b(, ) tale che b(v,v) > 0 per ogni vet-
tore non-nullo v. Qui abbiamo utilizzato il fatto che il campo reale € un campo
totalmente ordinato (questa definizione non ha senso per un campo qualsiasi). Si
utilizza spesso la notazione <, > invece di b(, ).

La coppia (V, <, >) & per definizione uno spazio vettoriale metrico.
Cambiamento di base ortonormale. Sia 5 una base ortonormale in uno spazio
vettoriale metrico (V, <, >). Si ha allora A§}> = I,. Sia F una seconda base.
Assumiamo che F sia anche ortonormale. Si ha allora Af > = I. Riassumendo,
B F
AZ =1, AL . =1,.

La formula magica (4) ci dice che

AL _=CTAE _C. con C=Mpx(dy).
Quindi Mp #(Idy ), la matrice del cambiamento di base, verifica

I, = (Mg #(1dv))" I, M r(1dy)
e cioe
I, = (Mp 7 (1dv))" Mp 7 (1dv)

Riassumendo:
Proposizione. Sia B una base ortonormale di (V, <, >). Sia F una seconda base

ortonormale Sia B la matrice del cambiamento di base, da B a F: B = Mg r(Idy).
Allora BTB =1,



4. GRUPPO ORTOGONALE

Definizione. Sia O(n) := {A € M,, ,(R)|ATA = I,,}. Le matrici di O(n) sono
dette ortogonali.

Osserviamo innanzitutto che le matrici ortogonali sono invertibili. Infatti, dalla
definizione, si ha det(ATA) = 1. Ma allora, per Binet, 1 = det(AT)det(4) =
(det A)? e quindi det A = 1. Quindi, riassumendo, O(n) C GL,(R)

Notiamo anche che

(5) O(n)={AecGL,(R)| A~ = AT},

Infatti da AT A = I, si deve avere, moltiplicando a destra ambo i membri per A™1,
AT = A71 che ¢ quello che stiamo enunciando in (5).
Possiamo rienunciare la Proposizione della sezione precedente nel modo seguente:

Proposizione. Sia B una base ortonormale di (V, <, >). Sia F una seconda base
ortonormale. Sia B la matrice del cambiamento di base, da B a F: B = Mg r(Idv).
Allora B € O(n).

Proposizione 4. O(n) con il prodotto righe per colonne é un sottogruppo ' di
GL,(R), detto gruppo ortogonale.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che il prodotto righe per colonne di due
matrici ortogonali ¢ ancora ortogonale e che I'inversa di una matrice ortogonale e
ortogonale. Se A, B € O(n) allora (AB)TAB = BTATAB = BTI,B = B'B =
I,,;; quindi AB € O(n) come volevasi. Inoltre, se A € O(n) allora AT = A~! e
quindi (AT)=1 = (A71)~!(= A); dato che (AT)~1 = (A~1)T abbiamo in definitiva
(AT = (A1t e cioe A~! € O(n) come dovevamo dimostrare.

Il sottoinsieme SO(n) = {A € O(n)|det A = 1} & anche un sottogruppo di
GL(n,R), (il prodotto di due elementi in SO(n) ¢ ancora in SO(n) e linverso
di un elemento in SO(n) ¢ ancora in SO(n)).

SO(n) & detto gruppo ortogonale speciale.

Esempio. Non ¢ difficile dimostrare (potete farlo per esercizio o consultare il libro
di testo) che

cosf  siné
sinf —cosf

cosf) —sinf
sinf  cosf

02)={ ,0 e R}U{ ,0 € R}

cos —sinf
sinf  cos@

S0(2) = {

‘,QER}

5. IL TEOREMA DI SYLVESTER

In questa sezione utilizzeremo il teorema spettrale per dimostrare il seguente
importante risultato di diagonalizzazione per le forme bilineari simmetriche.

Teorema (Sylvester) Sia b(, ) una forma bilineare simmetrica su uno spazio
vettoriale reale V' di dimensione n. Sia r il rango di b(, ). Allora esiste un intero

18e (G,+) & un gruppo e H & un sottoinsieme di G allora diremo che H & un sottogruppo se

(1) hy-ho € HVh1,ho € H
(2) Yh € Hsihache h™! € H.



positivo p, dipendente solo da b(, ), ed una base F tali che

I, 0 0
Af =10 —-I_, 0
0 0 Oy

I numeri p, 7 — p e n — 1 sono detti rispettivamente, indice di positivita, indice di
negativita ed indice di nullita della forma bilineare simmetrica b(, ). La coppia di
numeri (p,r — p) €& detta segnatura di b. La base F e, per definizione, una base
di Sylvester.

Dimostrazione. Consideriamo una qualsiasi base B = {v;,...,v,} e la matrice
associata a b(, ) in questa base: AbB. Questa matrice ha rango r per ipotesi. La de-
notiamo pit semplicemente con A ed i suoi coefficienti li denotiamo a;;. Utilizzando
la base B introduciamo una struttura di spazio vettoriale metrico in V' definendo

<v,w>i=zey
se
V=210 o+ 200, W= Y10y o Ynl,.

E immediato verificare che questo € un prodotto scalare definito positivo; inoltre la
base B ¢ ortonormale per <, > perché

< U, Wy >i=g; *c;

e sappiamo che la base canonica ¢ ortonormale per il prodotto scalare canonico e.
Consideriamo l'operatore T': V' — V definito da

(6) To; = axjuy
k

Per costruzione la matrice associata all’operatore T' nella base B, Mg 5(T), & proprio
A. In particolare T ha un nucleo di dimensione n—r perché la dimensione del nucleo
¢ uguale alla dimensione di n meno il rango di A e sappiamo che A ha rango r.
Dato che A = AT, perché b(, ) ¢ simmetrica, e dato che B ¢ ortonormale per il
prodotto scalare <, > che abbiamo definito in V', ne segue che T' & un operatore
simmetrico nello spazio vettoriale metrico (V, <, >) 2.

Abbiamo quindi un operatore simmetrico in uno spazio vettoriale metrico; per il

teorema spettrale esiste una base ortonormale W = {wy,...,w, } costituita da
autovettori per T'. Siano Aq,...,\, € R gli autovalori positivi di 7. Ci sono allora
r — p autovalori negativi A,41,...,Ar; inoltre, come gia osservato, I’autovalore 0

ha molteplicita n — r. Ordiniamo gli autovalori come sopra, in modo tale cioé che
i primi p siano positivi, i seguenti » — p siano negativi ed i rimanenti n — r siano
uguali a zero. Penseremo la base W ordinata di conseguenza, quindi w; € associato
al primo autovalore della nostra lista ordinata e cosi’ via. Sia C' la matrice del
cambiamento di base, dalla base B alla base W: questa ¢ la matrice che ha come
colonne le coordinate degli autovettori w. nella base B ed & denotata, come & ben
noto, con Mpy(Idy). Sappiamo che C ¢ ortogonale, C' € O(n), perché entrambe
le basi sono ortonormali. Inoltre, sappiamo dalla formula magica per operatori che

My g(Idy) - M g(T) - Mpw(Idy) = My w(T) = A

2Abbiamo visto nelle Note sul Teorema Spettrale che T & simmetrico se e solo se data una
qualsiasi base ortonormale B si ha che Mg 5(T) & simmetrica.
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con A la matrice diagonale che ha gli autovalori (ordinati) sulla diagonale principale.
Di conseguenza
(Mg w(Idv)) ™" - M 5(T) - Mg w(ldy) = A

che riscriviamo brevemente come

C'AC =A.
Dato che C € O(n) si ha che C~1 = C7T e quindi la cruciale relazione:

CTAC =A.
Ora, da quanto visto nella sezione precedente,

AV =cTABc=cTAC
e quindi, da quanto appena dimostrato,
AV = A,

che & diagonale. Abbiamo quindi diagonalizzato la forma bilineare; abbiamo cioe
trovato una base W tale che

b(wi,wj) =0sei#j e bw,w)=\
Notare che la base ortonormale di autovettori diagonalizza simultaneamente
l'operatore T e la forma bilineare simmetrica b.

Consideriamo ora la base F ottenuta riscalando opportunamente gli autovettori
ortonormali; poniamo quindi

1
= ——W.

ij \/)ijﬂ
_ 1 sp 4

ij = \/_7/\3_@] seje{p+1,...,r}e

izgj ser+1<j<n.

(Questi sono ovviamente ancora autovettori, ma non sono di lunghezza unitaria.)

Si ha:
b(f ik) =0 perogni k £/

se1<j<p,

I
b(ij,ij):—l seje{p+1,....r}e
b(ij,ij):Oser—klgjgn,

Ea questo punto chiaro che

I, 0 0
Af =0 -IL_, 0
0 0  Ony

come si voleva.

Rimane da dimostrare che in questa matrice r e p dipendono solo da b(, ) e
non dalla particolare base scelta. Gia sappiamo che r dipende solo da b(, ). Sia
A = {ay,...,a,} un’altra base di V rispetto alla quale b(, ) si scriva in forma
diagonale. Sia quindi

I, 0 0
A= 0 —-I,, 0
0 0 Op—r



Dobbiamo dimostrare che p = . Per assurdo p # o e supponiamo che sia ¢ < p. Sia
U= Span(il, e ,ip) e sia W = Span(a, 1, -.,a,). Peripotesi dimU +dim W =
p+(n—o)=(p—o0)+n>nequindi, per Grassmann, l'intersezione di questi due
sottospazi ha dimensione > 0. Sia i un vettore non nullo in U N W; quindi

h:blil—i—---—i—bpip perché heU

h= 5a+1gg+1 + -+ Bna, perché heW.

Consideriamo il numero reale b(h, h). Nel primo sistema di coordinate b(h,h) =
b + - -+ + b2 > 0; nel secondo sistema di coordinate b(h,h) = =82, —---— 2 <0
e questo e chiaramente assurdo. Il teorema di Sylvester ¢ dimostrato.

6. CONSEGUENZE DEL TEOREMA DI SYLVESTER

Innanzitutto, direttamente dal teorema di Sylvester capiamo che una forma bi-
lineare e definita positiva se e solo se p = n nella matrice di Sylvester. Infatti:

e seb(, ) ¢ definita positiva allora per Grahm-Schmidt esiste una base ortonor-
male, nella quale quindi la forma bilineare ha matrice associata uguale
all’identita;

e viceversa, se p = n allora nella base F dell’enunciato del teorema si ha per
v di coordinate z, b(v,v) = 23 + - - - + 22 che & maggiore di zero se v & non
nullo.

In particolare, questo vuol dire che b(, ) & definito positivo se e solo se gli autovalori
della matrice simmetrica A, A = AbB , con B una qualsiasi base, sono tutti positivi.
Analogamente, b(, ) ¢ definita negativa se e solo se gli autovalori di A sono tutti
minori di zero. B inoltre chiaro che se il rango di A non & n allora la forma
bilineare ¢ degenere e che se esistono due autovalori di segno discorde allora la
forma ¢ indefinita: infatti se v, € un autovettore associato a A > 0 per 'operatore
simmetrico definito da A e se v, ¢ un autovettore associato all’autovalore yu < 0
allora si ha

I
b(y)\ﬂy)\) =A>0 b(Q;uyu) =p< 0.

Il messaggio qui & che leggete tutte le proprieta di b(, ) dalla matrice A o,

equivalentemente dalla forma canonica di Sylvester.

Importante: per capire il segno degli autovalori (senza calcolarli !) potete appli-
care l'utilissimo criterio di Cartesio che enuncio qui sotto e la cui dimostrazione
trovate nel libro di Abate Geometria (complementi al Capitolo 16).

Criterio di Cartesio.

Sia p(t) = a™" +ap_ 11" 4 - -+ aqt? un polinomio di grado n a coefficienti reali,
con0<d<n eaqg#0. Supponiamo che tutte le radici di p siano reali 3. Allora:
(i) 0 & una radice di p se e solo se d > 1 ed in tal caso é una radice di molteplicita
esattamente d.

(i) p ha tante radici positive, contate con relativa molteplicita, quante sono le
variazioni di segno nella successione dei coefficienti non nulli di p.

3ad esempio, p ¢ il polinomio caratteristico di una matrice reale simmetrica



7. IL caso V = R"™ CON PRODOTTO SCALARE CANONICO.

Prima di trattare in maniera dettagliata V' = R"™ con il prodotto scalare canonico
facciamo un’ osservazione generale.

Sia (V, <, >) uno spazio vettoriale metrico e sia b una forma bilineare simmetrica.
A differenza del caso trattato nel Teorema di Sylvester ci viene ora assegnato ab
initio un prodotto scalare. Quanto visto si applica senza alcun cambiamento anche
a questo caso. Infatti: fissiamo una base ortonormale B, consideriamo A = A? e
definiamo T' come sopra, tramite la (6). In particolare

Mpp(T) = A= AP

che & simmetrica. Tutto procede come prima: ’operatore T' & simmetrico, perché
ha matrice associata in una base ortonormale che ¢ una matrice simmetrica, ed
otteniamo quindi una base ortonormale di autovettori, W, ed una matrice C' =
Mg w(Idy) che ¢ ortogonale: C € O(n). Il resto dell’argomento ¢ identico.

Fine osservazione generale.

Consideriamo quindi V' = R" con prodotto scalare canonico e. Fissiamo la base
canonica £ = {e;,...,¢e,}; in tal caso le coordinate di z rispetto a £ sono proprio
z. Inoltre la base canonica e ortonormale rispetto a e, come gia osservato. Data
una forma bilineare b(, ) otteniamo una matrice simmetrica A con A := A{ e si
ha b(x,y) = yT Az. Viceversa, abbiamo visto in classe che possiamo dare una
forma bilineare simmetrica semplicemente assegnando una matrice simmetrica A e
considerando

ba(z,y) := gT Azx.

Conclusione: le forme bilinear: di R™ sono tutte e sole quelle del tipo yTAL con A
simmetrica.

Sia b(z,y) = yT Az, A = AT una forma bilineare simmetrica. L’operatore T
associato a b(, ) & in questo caso uguale a L (per costruzione, T'(e;) = Lal(e;) e
questo basta). Abbiamo appena visto che una base ortonormale di autovettori W
per L, diagonalizza simultaneamente 1'operatore L4 e la forma bilineare b(z,y) =
yTAz. Quindi b(, ) & definita positiva se e solo se gli autovalori di A sono tutti
positivi. Analogamente si procede per definita negativa. Pitl in generale: se esiste
un autovalore nullo la forma & degenere, se esistono autovalori non-nulli di segni
discordi la forma & indefinita. Tutto si legge dalla matrice A)Y = A. Ancora una
volta: per determinare il segno degli autovalori senza calcolarli potete applicare il
criterio di Cartesio al polinomio caratteristico di A e cio & lecito perché sappiamo
che quel polinomio reale ha tutte le radici reali.

Forme bilineari simmetriche e forme quadratiche.
Una forma bilineare ba(z,y) = QTAQ in R™ definisce un polinomio omogeneo di
grado 2 nelle variabili x1,...,x,; questo ¢ il polinomio

qga(z) := 2T Az = Zajjx? + Z 20,525 .
J

1<j



Un tale polinomio & detto una forma quadratica. Viceversa, se g(z) ¢ una forma

quadratica, cio¢ un polinomio omogeneo di grado 2 nelle variabili z,,...,z,,
q(z) = E QT + E :a”xzxj,
J 1<y

allora possiamo definire una forma bilineare simmetrica considerando la matrice
simmetrica A, con coefficienti

Q5 ..
Qi = Qi aij:ajiZT se 1<)
e la forma bilineare b, (z, y) = QTAqg. E allora chiaro che la forma bilineare

ba,(, ) ha forma quadratica associata precisamente uguale a g; ba,(, ) ¢ detta la
forma bilineare simmetrica polare di q.

Esempio 1. In R* la forma bilineare simmetrica polare della forma quadratica

22 — 23 + 2w324 & la forma bilineare simmetrica

b(z,y) = x1y1 — T2y2 + T3Ys + Tays3 -

Esempio 2. In V = R* si consideri la forma quadratica definita da
q(z) = 2z123 + 22023,
La forma bilineare simmetrica polare di g ¢ b(z,y) = z1y3 + T3y1 + T2y3 + T3y -

Quindi ¢ equivalente parlare di forme quadratiche o di forme bilineari simmetriche;
spesso in alcuni testi si parla quindi di diagonalizzazione delle forme quadratiche.
Vi faccio notare che nelle coordinate z associate ad una base ortonormale di au-
tovettori di A con autovalori

{)\17"'7)‘p7_up+17_u’ra0a"'a0}7 )‘j>07/’bl>0
la forma quadratica q si ”diagonalizza” e si scrive nella forma
)\12%+~--+)\p2§7up+1z§+17---7;%23, )\j>0a/1'€>0

con r uguale al rango di A.
Infatti, se C' € O(n) & la matrice del cambiamento di base, dalla base canonica ad
una base ortonormale di autovettori per L4 allora,

q(z) = z" Az = (C2)" ACz = (2)" (CTAC)z = 2" Az

e, come gia visto,

T 2 2 2 2
2 Az= 2+ Azp — o2 — T ey

Questa e la forma canonica metrica della forma quadratica; metrica perché e
ottenuta facendo un cambiamento di basi ortonormali (da & alla base ortonormale
di autovettori per L,), cioé tramite una matrice che & ortogonale. Se vogliamo
ammettere cambiamenti di base non-ortogonali allora possiamo ulteriormente mod-
ificare la base degli autovettori, come spiegato nella dimostrazione del teorema di
Sylvester, riscalandoli opportunamente. Otteniamo in tal modo la forma canonica
affine della forma quadratica:

G+ G === ¢
Un esempio di forma quadratica, e quindi di forma bilineare, ¢ dato dal complesso
dei termini di grado 2 nello sviluppo di Taylor di una funzione F' € C*°(U), U aperto
di R, attorno ad un punto (29,...,2%). I risultati che abbiamo presentato sono
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particolarmente importanti nello studio del compartamento locale di F' in un intorno
di un suo punto stazionario. Vedrete tutto cio nel corso di Analisi ma registrate
sin d’ora che quanto visto in queste note, ed in particolare il criterio di Cartesio,
vi permettera di decidere se la forma quadratica associata alla matrice Hessiana
calcolata in un punto stazionario (29, ...,29) & definita positiva/negativa e quindi
se ¢ possibile applicare il noto criterio sufficiente per decidere se un tale punto e
un punto di minimo/massimo relativo. Analogamente, se scoprite che la forma
quadratica associata alla matrice Hessiana ¢ indefinita, allora potete affermare che
il punto stazionario in esame & un punto di sella.

E bene osservare che esistono molte altre applicazioni del teorema di diagonaliz-
zazione delle forme quadratiche, sia in Matematica che in Fisica.

Nei libri si parla spesso di matrice simmetrica reale definita positiva/negativa. Con
cio si sottintende la seguente

Definizione. Una matrice simmetrica reale A & definita positiva/negativa se la
forma bilineare simmetrica ba(z,y) := QTAQ, o equivalentemente la forma quadrat-
ica qa(z) = 2T Az, & definita positiva/negativa.

Abbiamo visto che il criterio di Cartesio ci permette di determinare il segno degli
autovalori non-nulli del polinomio caratteristico senza calcolarli esplicitamente. Se il
nostro obiettivo e di decidere se una matrice simmetrica ¢ definita positiva/negativa,
senza calcolare gli autovalori, allora possiamo anche utilizzare il seguente risultato
4

Prima, una definizione. Sia A una qualsiasi matrice n x n. Sia 1 < k < n e
consideriamo la sottomatrice k£ x k, denotata Ay, ottenuta intersecando le prime
k righe e le prime k colonne. Poniamo Dy := det(Ax) € R. Dy & il k-mo minore
principale della matrice A.

Teorema. Sia A € M,,(R) una matrice simmetrica.
1. A & definita positiva se e solo se Dy, > 0 Vk € {1,...,n}.
1. A ¢ definita negativa se e solo se

D, <0, D2>0, D3 <0, Dy>0.......

Esercizio. (i) Determinare indici di positivita, negativita e nullita di b(z,y) =
T1Y3 + T3Y1 + T2y3 + T3Y2 -

(ii) Determinare la forma quadratica associata a b e la sua forma canonica metrica.
(iii) Determinare una base di Sylvester per b(, ).

Soluzione esercizio. La matrice simmetrica associata alla forma bilineare nella
base canonica ¢ la matrice

o~ OO
o~ OO
OO = =
o O OO

4per la dimostrazione potete consultare Sernesi, Geometria 1
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Consideriamo R* con il prodotto scalare canonico; la base canonica ¢ ortonormale
rispetto a questo prodotto scalare. Come gia osservato, l'operatore simmetrico
associato a b(, ) nella base canonica & proprio L4. Per rispondere alle due domande
cominciamo con il determinare gli autovalori di L4. Per determinare una base di
Sylvester occorrera inoltre determinare una base ortonormale di autovettori per
L 5. E subito visto che P4(\) = A2(A\2 — 2) e quindi A ammette gli autovalori
A = V2, con ma(v2) =1, Ay = —v/2, con mu(—v2) =1, A3 = 0, con m4(0) = 2.
Da Sylvester+Spettrale deduciamo che esiste una base ortonormale, chiamiamola
W, tale che

V2. 0 0 0
| 0 =vV2 00
b 0 0 00
0 0 0 0
ed una base F, ottenuta riscalando i vettori di W, tale che
1 0 0 0
0 -1 0 0
Fo_
A = 0 0 00
0 0 00

In particolare vediamo che b ¢ degenere (perché il rango di A & 2 e non 4) e che ¢
indefinita, perché b(f ,f,) =1>0eb(f,. f,) =-1<0.

La forma quadratica associata a b ¢ la forma ¢(z) = 2z1x3 + 2z223 ed ha forma
canonica metrica \/izf — \/§z§ .

Osservazione. in questo caso siamo riusciti a determinare esplicitamente gli auto-
valori; in generale questo non e possibile, ma dalla struttura del polinomio carat-
teristico e dal criterio di Cartesio saremo in grado di determinare comunque indici
di positivita, negativita e nullita. Fine osservazione.

Determiniamo ora una base ortonormale di autovettori. Si verifica senza diffi-
coltd che Va(v2) = R(1/v/2,1/4/2,1,0), Va(—v2) = R(-1/v2,-1/v/2,1,0) e
V4(0) = Span((-1,1,0,0),(0,0,0,1)).

Questi 4 vettori costituiscono una base ortogonale di autovettori (infatti, autovet-
tori associati ad autovalori distinti sono ortogonali perché L4 é simmetrico; inoltre
siamo stati bravi ed abbiamo direttamente scelto una base ortogonale all’interno di
V4(0)). Una base ortonormale di autovettori ¢ quindi

11 1 0 1 1 1 0 1 1 0
wl_(2727\/§7)7w2_( 27 27\/§7)7M3_( \/57\/57 )
Denotiamo con W questa base ortonormale. Questa base diagonalizza simultanea-
mente I'operatore L 4 e la forma bilineare b(x, y) = y* Az ed ¢ la base la cui esistenza
¢ stata enunciata sopra, nella prima parte della soluzione. La base di Sylvester F si
ottiene semplicemente riscalando gli autovettori associati agli autovalori non-nulli.

0), w, = (0,0,0,1).

5Attenzione: se prendete gli autovettori non-ortonormali allora diagonalizzate 1’operatore
L 4 ma non diagonalizzate la forma bilineare (z, g) — QTAQ



