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CAPITOLO 4
(ili anelli

Che per un yomo il megilo & certo nascere
pien di saggezza, ma tal sorte & rard,
e bello & pur da chi ben dice apprendere,

sofocle, Antigona,

Nei due capitoli precedenti abbiamo studiato ghi interi, i polinomi in una o
pib indeterminate, le classi resto modulo un intero n: tali insterni sono tutti
Tn questo capitolo studieremo gli anelh {commutativi) gene-
rali, nel senso che dalla loro definizione assiomatica dedurremo varie proprieta
¢he hanno quindi validita generale. Come esempi guida & sempre bene tener
presenti gli anelli studiati nei capitoli precedenti.

esempi di anelli.

4.1. Prime definizioni ed esempi

Partiamo dalla definizione assiomatica di anello.

4.1.1 DepNIZIONE. Un anello (R, +, - } & un énsieme dotato di due operazio-

ni binarie, indicate con + ¢ -,
RxR—R BExR-— R
la,b)y— a+b (a, b} a-b

che prendono ii nome di addizione e moltiplicazione, tali che valgano le segtienti

condizioni:
(i) (a) -+ & associaliva, ossia (a+by+c=a+ b+ Vab e R;
(b) esiste un elemento { che & neutro rispetto a +, ogssiaa+0=04a=
a Va € R;
{c) Ya € R esiste un clemento, —a; tale che a +

dell’opposto);
(d) + & commutativa, ossia &+ b=b+aVabe

(—~a) =0 (esistenza
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(if) - & associative, cict (a-b)-c=a- (b c) Ya,b,c € R;
(iii) valgono le seguenti leggl distridutive:

a-{b+cy=a-b+a ¢ (a+b)-c=a-c+b-c VabceR.

P’ora in pol in genere scriveremo ab invece di a - b.

Un insieme dotato di un’operazicne che gode di (a), (b) e (¢). prende il nome
di gruppo: quindi (R, +) & un gruppo. Il punto (d) dice che it gruppo & abelia-
no ciod commutativo. Parleremo spesso di (R, + ) come del gruppo additive
dell’anello. Nella seconda parte del corse parleremo di gruppi generali (ossia
senza la richiesta che siano abeliant).

Un anello in cui la moltiplicazione sia commutativa prende i nome di anello
commutativo. O



R —

Abbilamo gi4 visto che esistono delle proprieta ulteriori che si possono ag-
3 giungere alla definizione di anello (senza che perd siano obbligatorie). Le rac-
‘ cogliamo in un efenco per cornodits:

(1) wn anello si dice commutativo se vale la proprietd commutativa della
moltiplicazione; _

(2) un anello R si dice wnitario o con unitd se esiste 1 in R tale che
1-a:a-1:aperogniainR; ‘

(3) un anello commutativo si dice dominio di integritd se non possiece

~ divisori dello zero, cio? se ab = 0 — g — Dob=0

(4) Un campo & un anello commutativo con unita che contiene Pinverso di
ogni elemento non nyllo. , K

{6) Un corpo & wn anello (non necessariamente commutativo} con unita
che contiene I'inverso ¢i ogni elemento non mullo. .




