ALGEBRA 1 PB-Z
VII. 4 V 2012

Esercizio 1. Si determini, usando 'algoritmo euclideo delle divisioni successive, il
massimo comun divisore in Q[X] dei seguenti polinomi a coefficienti razionali

S(X) = 9X5-3X5—18X* +14X2+ 12X +4
OX) = 3X*-X3?-6X?2-4X-2
e il massimo comun divisore in Zs[X] dei seguenti polinomi a coefficienti in Zs
LX) = X°+1
EX) = 3X342

Esercizio 2. Siano x un campo e x[X] Panello dei polinomi a coefficienti in .

L. Si mostri che ¢ possibile definire su x[X] una struttura di x-spazio vettoriale (1).

II. Per ogni n € Nsia k[X],, = {p(X) € [X] | deg(p(X)) < n} I'insieme dei polinomi
di grado minore o uguale a n. Mostrare che

1. per ogni n € N I'insieme x[X],, ¢ un sottospazio vettoriale di x[X];

2. per ogni n € N l'insieme x[X],, non ¢ un sottoanello di x[X].

Esercizio 3. Siano A e [ insiemi. Si assuma che A sia non vuoto e che, per ogni
1 € I, sia definita su A un’operazione n;-aria w; : A™ — A.

Sia, ora, X un qualsivoglia insieme. Si mostri che, per ogni i € I, 'operazione w;
induce sull’insieme AX un’operazione n;-aria @; : (AX)" — AX.

Esercizio 4. Dire se i seguenti polinomi a coeflicienti interi ammettono radici
razionali

L(X) = X7 -2X%2-17
E(X) = 3X®+455X6+2
oOX) = X°+1

Esercizio 5. Siano x un campo, k[X] 'anello dei polinomi a coefficienti in « e
K[X]mon C £[X] linsieme i cui elementi sono tutti e soli i polinomi monici di k[X].

I. Si mostri che £[X]mon non & chiuso per loperazione di somma
II. Si mostri che (k[X]mon, - ) ¢ un monoide commutativo.

III. Si mostri che (£[X]mon, | ) ¢ un insieme parzialmente ordinato e tale che: per
ogni p1(X), p2(X) € k[X]mon esistono unici un minimo |-maggiorante comune e un
massimo |-minorante comune di p1(X) e pa(X).

1Sugg.: ...trovare le operazioni di “somma” e “prodotto per uno scalare”, poi verificare il sod-
disfacimento degli assiomi...
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